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摘要 

 

 
 

    在統計這個龐大的領域中，「估計」是個最重要的項目，估計又可

以分為點估計和區間估計，一般的點估計可以估計參數，一些特殊量的

估計如中位數，分位數等等，區間估計則是希望給定一個區間使得此區

間覆蓋真值的機率達到一定水準。這篇文章的主題是有關於覆蓋區間的

區間估計，我們提出一個系統化的方法，並且探討此方法與傳統參數的

區間估計有何關係，試著用不同於以往的計算方法來連接它們。 
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Abstract 
 

    In the statistics history, estimation is one of the most important research topics, we 

know that estimation have two major parts, one is the point estimation, and the other is 

the interval estimation. In general, we use point estimation to estimate parameters or 

some important quantities, for example: medium, quantile….etc. The interval estimation 

gives us an interval which covers the true parameters with a fixed percentage. In this 

paper, we will discuss the interval estimation of the coverage interval. We propose a 

systematic method to find an interval estimation of the coverage interval. Also we discuss 

the relationship between our method and traditional interval estimation methods. 
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第一章  緒論 

在進入這篇文章的主題之前，我們要先簡單介紹幾種區間，其中包含有覆蓋區間

(coverage interval)、參考區間(reference interval) 、統計覆蓋區間(statistical 

coverage interval)、信賴區間(confidence interval)、容忍區間(tolerance interval)和

預測區間 (prediction interval)，這些區間有些較常出現在工業統計的領域，有些

是醫學統計的領域…等，但是不管它們最常出現在哪種領域，他們的原理都離不

開統計。 

 

1-1. 覆蓋區間 

覆蓋區間是指一個區間能以一個正確的特定比率包含某個具特定分配的隨機變

數。在度量衡學中[ , 被定義為一個覆蓋率100 的覆蓋區間是指[ , 有

包含分位數Y 而這個Y 具有密度函數 ，也就是說 ，從

這個式子我們可以發現覆蓋區間[ , 可以被定義為

]a b %p ]a b

100 %p ( )g y ( )
b

a
g y dy p=∫

]a b 1 2( ( ), ( ))g gθ θ ，也就是指這個

區間是參數的函數，舉例: 一組樣本 1 2( , , )nX x x x= L 來自N( ,1)μ 則一個覆蓋率

的覆蓋區間[ , 為 100 %p ]a b 1 1
2 2

( ,p pz z )μ

 1

μ− −+ 。 −

 

1-2. 參考區間  

從字面上可以看出是指一個讓人參考的區間，又可以稱為 normal range 或

reference range，可以解釋為一個隨機變數在正常的情形下會落在的區間，最常

在醫學研究中被使用，我們可以在意義上認為參考區間就是生物學上的覆蓋區



間。舉例來說，我們可以量一群正常人的血液 pH 值(當然，要如何判斷一個人

是否為”正常人”是很困難的，我們不在這裡討論。)，所得到的 pH 值稱為參考值，

這些參考值可能會形成某些分配，假設有 95%的人其 pH 值落在(7.36~7.43N/A)

間，則這個區間就稱為人類血液 pH 值的參考區間(7.36~7.43N/A)。 

 

1-3. 統計覆蓋區間 

對於覆蓋區間的估計，統計學家常使用各種不同的估計方法去估計覆蓋區間

1 2( ( ), ( ))g gθ θ ，例如藉由點估計的各種方法分別去估計 1( )g θ 和 2 ( )g θ ，這樣會得

到一個 ( (1 2), ( ))g gθ θ 的估計區間，我們也可以求取 1 2( ( ), ( ))g gθ θ 的區間估計，不

管是點估計或是區間估計，指的都是一種統計覆蓋區間，所以統計覆蓋區間泛指

估計覆蓋區間的任何估計，以下的容忍區間和預測區間都屬於統計覆蓋區間。 

 

1-4. 信賴區間  

信賴區間指的是一個會包含一個我們感興趣的未知參數的估計區間，這個估計的

區間是由一組給定的樣本計算出來的範圍，假若我們從同樣的分配不停的抽出獨

立的樣本，則每一個樣本都可以計算出一個γ 比率的信賴區間，這時候我們可以

發現，這麼多個區間會有大概γ 比率的區間包含未知參數，這個γ 比率我們稱為

信賴水準(confidence level)。 

 

1-5. 容忍區間 
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容忍區間比較常被使用在工業統計，在製造業中容忍區間被使用來檢查產品的規

格是否落在可容忍的容忍範圍(tolerance limit)內。計算上和信賴區間不同的地方

在於，信賴區間是由同屬於某個分配的很多組獨立的樣本所得到，這些區間會有

某個比率包含未知參數，而容忍區間則是覆蓋區間的信賴區間估計，也就是說我

們要找一個區間使其能在一定信心水準下使得未來一個新的資料落在此區間達

到一固定水準。亦即對於一個覆蓋率 β 信賴水準γ 的容忍區間 ( )1 2( ), ( )T X T X
% %

，其

數學表示式為: ( )( )( )1| | 1 1 2( ), ( )
nX X nP P X T X T Xθ θ β γ
+ + ∈ > ≥

% % %
，其中

為 iid，我們能用以下三種方式形容: 1 2 1( , , , )n nX X X X +L

(I)我們有γ 比率的信心這個區間會包含未來隨機變數的機率大於等於 β 。 

(II)對於一個覆蓋區間的信賴區間估計，有γ 的機率未來觀測到的值會掉進區間

的機率至少會是( 1 2( ), ( )T X T X )
% %

β 。 

(III)對於一個信賴區間估計機率為γ ，則會有 β 比率(相對於有 個觀測值，

，

m

1m ≠ k
m

β = )的觀測值會掉進區間 ( )1 2( ), ( )T X T X
% %

。 

 

1-6. 預測區間 

預測區間是個預測某些未來的值的區間，它和容忍區間有些類似，預測區間是根

據現有樣本或過去樣本來估計一個(或一組小數目的)未來觀察值。γ 比率的預測

區間是指我們有γ 比率的信心預測未來的一個值會落入這個區間。數學式子表示

為 ( )( )( )1 1, | 1 1 2 | | 1 1 2P ( ( ) ( )) ( ), ( )
n nX X n X X nT X X T X E P X T X T Xθ θ θ γ
+ ++ +≤ ≤ = ∈

% %% % % %
= 。 
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在下面的章節中，首先是文獻回顧(第二章)，因為在這篇論文中，使用或引用很

多已經被發表的重要文章，由於它們是這麼的重要，所以我們必須讓讀者先了解

它們的內容，接著我們會再次介紹信賴區間 (第三章)和容忍區間 (第四章)，雖

然前面文章已經簡單的介紹過它們，但是在以下的兩個章節中我們介紹的內容將

會有關於它們的數學表示式、計算方法和簡單的例子，在信賴區間部分我們加入

有關它的近似區間的一些內容，而在容忍區間方面我們運用文獻回顧(第二章)中

所提及的有關貝氏的容忍區間想法，並試著用不同於以往的方法找出容忍區間，

最後再跟讀者介紹兩篇容忍區間在非統計方面的運用的論文。以下的內容僅會包

含單邊有上界的區間，當然，我們也會提及如何利用單邊的區間來求出雙邊的區

間。 

 

第二章  文獻回顧 

在這一章裡，我們有信賴區間的近似區間、常態分配的容忍區間和貝氏的容忍區

間，這幾篇的文獻回顧與本論文有很大的相關性，所以我們特別把這幾篇文章的

內容放在文獻回顧這個章節裡。 

 

2-1. 信賴區間的近似區間 

藉由貝氏的想法，B. L. Welch and H. W. Peers. (1963)找出了信賴區間的近似區

間。假如我們有一組隨機樣本 S，其密度函數為 ( , )p S dSθ ，接著假設θ有先驗分

配 ( )q dθ θ ，則藉由貝氏的想法我們可以知道θ的後驗分配

 4



( , ) ( )| ~
( , ) ( )

p S q dX
p S t q t dt
θ θ θθ

∫%
，定義 ( , )g S α 滿足

( , )
( , ) ( )

( , ) ( )

g S
p S t q t dt

p S t q t dt

α

α=∫
∫

就可以推得

Pr{ ( , ) | }g S Sθ α< α= ，也就是說給定樣本 S 則 ( , )g S α 就是θ的一個α 分位數。

但是如果θ沒有先驗分配，也就是θ是一個固定的值，則θ的一個α 分位數就不

可以用上面的方法推出。我們想找一個 ( , )h S α 滿足Pr{ ( , ) | }h Sθ α θ α< = ，

在這個情況下θ是一個固定的值，S 是隨機的，則 )( ,h S α 就可以說是參數θ單邊

α 信賴水準下信賴區間的上界。Lindley(1958)發現了我們可以找 )( ,h S α 滿足

( , )
( , )

(

t w

w t

( )

( , ) )

h S
p S t dt

p S t dt

α

α=
∫

∫
，其中 是一個任意的加權函數，且若令 為( )w t ( )w t

Fisher information ，則Pr{ ( , ) | }h Sθ α θ< 和α 的誤差會最小。 

 

2-2. 常態分配的容忍區間 

假設我們有一組樣本 1 2( , , )nX x x x= L 來自 2N( , )μ σ 。在μ 和 2σ 未知的情形下，

為了得到單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間。所以我們假設 β 覆蓋率

γ 信賴水準的單邊有上界容忍區間為 ( , X ks−∞ + ) ，其中
1

1 n

i
i

X x
n =

= ∑ 、

2 2

1

1 (
1

n

i
i

s x )
n =

= −
− ∑ X 、 k 滿足 2 2

1
1| , | ,

P ( ( ) )
n

nX X
P X X ks

μ σ μ σ
β γ<

+
+ + ≥

%

= ( 1nX + 是

未來的觀測值)，這裡的 是被決定的值，叫做 tolerance factor，k γ 就是信賴水準，

β 是覆蓋率。在推導 之前，我們需要先了解 non-centrality t分配，假設Y 是標

準常態分配，而V 是

k

2
υχ ,且與Y 獨立則若 ' Yt

V
δ υ+

= 稱為 non-centrality t 分
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配記做 ( , )t υ δ′ 。當 0δ = ， ( , )t υ δ′ 就是 centrality t 分配 ( )t υ 。我們定義 ( , )t υ δ′ 的

1 α− 分位數為 1 ( , )t α υ δ−
′ ，我們可以發現 ( , ) ( , )f t f tυ υδ δ= − − 和 

1( , ) ( , )t tα αυ δ υ−
′ ′= − −δ 。 

對於右邊的 β 覆蓋率γ 信賴水準的單邊有上界容忍區間 

( ) ( , )S X X ks= −∞ +
%

，假設

2 2
1 1

1, , | ,
( ( )) ( ) ( )

n n
nX X

X ksC S X P X X ks
μ σ μ σ

μ
σ+ +

+
+ −

= < + = Φ
%

，給定

β (0<β <1)，則 2
1 , ,

( ( ))
nX

C S X
μ σ

β
+

≥
%

就相當於 1
X ks z β

μ
σ −

+ −
≥ ，其中 1z β− 是

N(0,1)的 β 分位數，即

2

1 21
2

tz
e dtββ

π
− −

−∞
= ∫ 。 要滿足於k

2
1 , ,

( ( ( )) )
nX

P C S X
μ σ

β γ
+

≥ =
%

，也就是

2 2

2

1
1| , | ,

| ,

( )
( ) (

          ( )

X X

X

nX z n
)P X ks z P k ns

P t k n

β
βμ σ μ σ

μ σ

μ σμ σ
σ
γ

−

−

− −
+ ≥ + = ≥ −

′= ≥ − =

% %

%

 

這裡的
1

1~ ( 1, )
X z

t n t n
S

β
β

μ σ −
−

− −
′ ′= − z n− ，我們可以取 

1 1 1( 1, ) ( 1,t n z n t n z n
k

n n
γ β γ β− − −
′ ′− − −

= − =
)
。 

所以單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴水準的單邊有上界容忍區間為

1 1( 1, )
( ,

t n z n
)X s

n
γ β− −
′ −

−∞ + ，可以用同樣的方法得到 β 覆蓋率γ 信賴水準的

單邊有下界容忍區間為 ( ,X ks− ∞)，其中
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1 1 1( 1, ) ( 1,t n z n t n z n
k

n n
γ β γ β− − −
′ ′− − −

= = −
)
。 

 

2-3. 貝氏的容忍區間 

除了以上我們從 frequentist 的觀點來定義容忍區間，我們也可以用貝氏的觀點

來看容忍區間。在傳統信賴區間的估計上，貝氏方法得到的區間是要求在樣本資

料固定下，參數落在某一區間的機率要達到某一信賴水準。在 Aitchison(1964)

的論文中也是利用相同的觀點。在 frequentist 的方面，我們要求 

1| ,Pr [ ( ( )) ]
nX XC S Xθ θ β γ
+

≥ ≥
% %

 其中 
1 , 1( ( )) ( ( ))

nX nC S X P X S Xθ θ+ += ∈
% %

，而貝

氏的觀點則是要求 
1| ,Pr [ ( ( )) ]

nX XC S Xθ θ β γ
+

≥ ≥
% %

。若 ( ) ( , ( ))S X b X= −∞
% %

藉由這

裡的
1 , ( ( ))

nXC S Xθ β
+

≥
%

，可得到 ( ( ))F b Xθ β≥
%

，所以我們可以知道 1( ) ( )b X Fθ β−≥
%

因

此，給定一組樣本資料 X
%
，我們可以計算θ的後驗分配，藉由θ的後驗分配再求

1( )Fθ β− (單一樣本 ix 的 β 分位數)的後驗分配的γ 分位數， 就是此分位數單邊

有上界的貝氏

( )b X
%

β 覆蓋率γ 信賴水準的貝氏容忍區間 ( , ( )b X )−∞
%

。 

 

第三章  信賴區間 

3-1. 尋找信賴區間的方法 

在找信賴區間時，我們可以先找一個樞紐量(pivotal)，其定義為:若一個量

1 2( , , , )nQ x x xθ L 是未知參數θ和 1 2( , , )nx x xL 的聯合函數，而且其分配和θ無關，

則我們稱 1 2( , , , )nQ x x xθ L 為一個樞紐量，利用這個樞紐量的分配我們就可以得到
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一個信賴區間。 

舉例一:一組樣本 1 2( , , )nX x x x= L
%

，其分配為 exp( )θ ，這裡的θ是 rate，

( ) 1E X θ= ，為了得到θ的α 信賴水準的單邊上界信賴區間，我們先找到一個樞

紐量 其分配為 ，其分配和參數無關，然後可以

得到

1 2
1

( , , , ) 2
n

n
i

Q x x x xθ
=

= ∑L iθ 2 (2 )nχ

2
21
1

1

1

(2 )( ) (2 (2 )
2

n

in
i

i
i

nP P x
x

α
α

χ )nθ θ χ−
−

=

=

≤ = ≤∑
∑

α= ，則θ的α 信賴水準單邊上界信

賴區間就是
2
1

1

(2 )(0, )
2

n

i
i

n

x

αχ −

=
∑

，同樣的我們也可以藉由

2 2
(1 ) 2 (1 ) 2

1 1

(2 ) (2 )
( )

2 2
n n

i i
i i

n n
P

x x

α αχ χ
θ α+ −

= =

≤ ≤ =

∑ ∑
得到估計θ的α 信賴水準的雙邊信賴區間

2 2
(1 ) 2 (1 ) 2

1 1

(2 ) (2 )
( ,

2 2
n n

i i
i i

n n

x x

α αχ χ+ −

= =
∑ ∑

)。 

舉例二: 一組樣本 1 2( , , )nX x x x= L
%

，其分配為 ( ,1)N θ ，為了得到θ的α 信賴水準

的單邊上界信賴區間，我們先找到一個樞紐量 1 2( , , , )
1n
XQ x x x

n
θθ −

=L ，為標準

常態分配和參數無關，然後可以得到 ( ) (
1

z XP X P z
n n
α

α
θ )θ α−

≤ − = ≤ = ，則θ的

α 信賴水準單邊上界信賴區間就是 ( , zX
n
α−∞ − )，我們也可以利用相同的方法得

到估計θ的α 信賴水準的雙邊信賴區間
(1 ) 2 (1 ) 2( , )

z z
X X

n n
α α+ −+ + 。 

 

3-2. 信賴區間的近似區間 

從上面我們得知信賴區間要藉由樞紐量來求得，但要是樞紐量沒有這麼容易得

到。因此，我們想從貝氏的方法中找到一個近似的方法。Lindley(1958)提出了
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( , )h S α 滿足

( , )
( , ) ( )

( , ) ( )

h S
p S t w t dt

p S t w t dt

α

α=∫
∫

，B. L. Welch 和 H. W. Peers(1963)在文中

提到如果讓 (w t)為 F 則Prisher information ， { ( , ) | }h Sθ α θ< 和α 的誤差會最

小。其中 Fisher information
2

2
2

log log(( ) ) ( )L LI = 這裡的E E
θ θ

∂ ∂
= −

∂ ∂
， L 指的是概

似函數(likelihood)，所以 log
1

log ( , )
n

i
i

L f x θ
=

=∑ ，使用這個方法我們來計算一下之

前的例子:假設一組樣本 1 2( , , )nX x x x= L
%

來自分配exp( )θ ，這裡的θ指的是 rate

使用 Lindley(1958)的方法得到估計

，

θ的信賴區間，首先我們求得

2( ) Fisher information nw t
θ

= = ，把 w(t)帶入

( , )
( , ) ( )

( , ) ( )

h S
p S t w t dt

p S t w t dt

α

α=∫
∫

中，可以

得到 1
( , ) 11

0

( )

( )

n

i
i

n
n

i xh S ni
x

e d
n

θα
α θ θ=

−
−=

∑
=

Γ

∑
∫ ，也就是說可以把 ( , )h S α 想成是參數θ服從

分配
1

( , )
n

i
i

n x
=

Γ ∑ 的 α 分位數，我們可以得到一個估計θ近似的α 信賴水準的單邊

有上界信賴區間
2
1

1

(2 )(0, )
2

n

i
i

n

x

αχ −

=
∑

，和之前樞紐量求得的信賴區間
2
1

2
n

i 1

(2 )(0, )
i

n

x

α−

=
∑

χ
是一樣

的。 

 

第四章  容忍區間 

假設觀測值為X=( 1 nx xL )，若定義一個隨機的區間 ( ) ( ( ), ( ))S X a X b X=
% % %

，再定義

這個區間的覆蓋率為 ，假如
1 , 1( ( )) Pr ( ( ))

nX nC S X X S Xθ θ+ += ∈
% %

1| ,Pr [ ( ( )) ]
nX XC S Xθ θ β γ
+

≥ =
% %

對所有的θ，則我們說 是一個( )S X
%

β 覆蓋率γ 信賴

水準的容忍區間（這裡的 1nX + 是未來的觀測值），也就是說我們有γ 比率的信心，

 9



這個區間會包含新資料的比率會大於等於 β。倘若我們考慮的是平均而言新資料

會落在此區間之機率，亦即當 ( ) ( ( ), ( ))S X a X b X=
% % %

決定後，假如

1 1| ,( ( ( )))
n nX XE C S Xθ θ β
+ +

=
%

對所有的θ，（這個期望值是對於在θ分配Fθ 下重複抽

取的樣本 X
%
即 1nX + ），則我們稱此區間為 β expectation 容忍區間。（從另外一種

觀點來看，此區間即為預測區間） 

 

4-1. 利用分位數尋找容忍區間 

我們首先對每一個參數求出一個 β 分位數（此分位數即為參數之函數），然後再

求取這個分位數的γ 信賴水準的信賴區間來當作單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴

水準的容忍區間，如以下步驟: 

步驟一:找 qβ 滿足 ( )F qθ β β= ， qβ 為θ的函數。 

步驟二: 找 qβ 的γ 信賴水準的信賴區間，也就是 | ( ( ))XP q T Xθ β γ≤ ≥
% %

。在此步驟

可用樞紐量的方法求得。 ( )T X
%

則我們知道
1| | 1 |( ( ( )) ) ( ( ( )) )

nX X n XP P X T X P F T Xθ θ θ θβ β
+ + < ≥ = ≥

% %% %
，又

| |( ( ( )) ) ( ( ) )X XP F T X P T X qθ θ θ ββ≥ = ≥
% %% % 1| | 1( ( ( )) )

nX X nP P X T Xθ θ，所以

 10

β γ
+ + < ≥ ≥

% %

)
%

。也

就是 ( , 是( )T X−∞ β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間。 

舉例一:假設 location family 的機率密度函數為 (f x )θ− ，所以它的分位數應為

cθ + ，c 為 β 的函數，則要求取這個分位數的信賴區間，其樞紐量應為

( )X cθ− + ，舉例: ( ,1)N θ ，其 β 分位數為 1z βθ −+ ，藉由分位數 1z βθ −+ 的樞紐量

1(X z )βθ −− + 可得到γ 信賴水準的信賴區間，此樞紐量的分配為 ，又1( ,N z β−− 1)
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)1 1(P X z z zβ γ βθ γ− −− − ≥ − = ，所以它的γ 信賴水準的信賴區間為

1( , )X z zγ β−−∞ − + 即為所求容忍區間。 

舉例二:scale family 的機率密度函數通常為
1 1( )f x
θ θ

或者是 ( )f xθ θ ，所以它的分

位數應為 cθ 或
c
θ

，c 為 β 的函數，則要求取這個分位數的信賴區間，其樞紐量

應為 ( )X cθ 或 X cθ ，舉例: exp( )θ ，其 β 分位數為 n(1 )β θ− −l ，求取這個分

位數的信賴區間，其樞紐量應為 (1 )X nθ β− −l ，此樞紐量的分配為

exp( (1 ))n β− −l ，又
( )(

(1 ) (1 )
X nP

n n
)θ γ γ

β β
−

≥
− − − −

l

l l
= ，所以它的γ 信賴水準的信賴

區間為
(1 )( ,

( )
n )X

n
β

γ
−

−∞
l

l
即為所求容忍區間。 

舉例三:對於 location-scale family，其機率密度函數為
1 ( xf )θ
σ σ

−
，其θ和σ 均未

知，所以它的分位數應為 cθ σ+ ，c 為已知是 β 的函數，則要求取這個分位數的

信賴區間，其樞紐量應為
( )X c

s
θ σ− +

，舉例: 2( , )N μ σ ，其μ 和 2σ 均未知，這

個例子可在下節中看到，所以就不多做解釋。 

 

4-2. 利用分位數尋找常態分配的容忍區間 

在文獻回顧 2-2.中，作者I. Janiga 和 I. Garaj（2005）一開始便假設單邊有上界

的 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間的形式為 ( , X ks−∞ + ) ，也就是

1| |P ( ( ) )
nX XP X X ksθ θ β γ
+

< + ≥ =
%

，其中
1

1 n

i
i

X x
n =

= ∑ 、
2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

s x
n =

= −
− ∑ X ，

這裡的 k 是要被決定的值，只要決定出 值就能得到一個單邊有上界的k β 覆蓋率

γ 信賴水準的容忍區間，但是在前一節，我們提出一個比較有系統的方法來得到



單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，以下我們就利用這個方法來找常

態分配的容忍區間。假設一組樣本 1 2( , , )nX x x x= L
%

，來自 2N( , )μ σ ，我們想得到

一個估計μ 單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，這裡的μ 和 2σ 是未

知參數，首先我們找出 β 分位數為 1z βμ σ−+ ，再取這個分位數 1z βμ σ−+  的γ

信賴水準的信賴區間。為了求取 1z βμ σ−+ 的γ 信賴水準的信賴區間，我們先找

一個樞紐量（此樞紐量為 1z βμ σ−+ 與資料之函數，且樞紐量之分配與參數無

關），在此我們選取 
( )1

1( , )
X z

Q X z n
s

β
β

μ σ
μ σ −

−

− +
+ =

%
， 其中

1

n

i
i

X X
=

= ∑ ，

2

2 1

( )

1

n

i
i

x X
s

n
=

−
=

−

∑
，其分配為 

( ) 11
1~ '( 1, ) 

X n z nX z
n tss

ββ
β

μ
μ σ σ

σ

−−
−

−
−− +

= −n z n− 。 

所以藉由
1

1( ' ( 1,

X n z n
P t n zs

β

γ β

μ
σ ))n γ

σ

−

−

−
−

> − − = 可以推得

1
1

' ( 1, )
( )

t n z n
P x s z

n
γ β

βμ σ γ，最後得到這個分位數−
−

− −
− > + = 1z βμ σ−+ 的γ 信

賴水準的信賴區間為 1( 1, )
( ,

t n z n
)X s

n
γ β−
′ − −

−∞ − ，也就是

1 1( 1, )
( ,

t n z n
)X s

n
γ β− −
′ −

−∞ + 。亦即 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間為

1 1( 1, )
( ,

t n z n
)X s

n
γ β− −
′ −

−∞ + 。把這個結果拿來和和文獻回顧中的 2-2.常態分配

的容忍區間比較一下，發現雖然我們一開始沒有和這篇論文做一樣的假設，但是
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結果卻是相同的。 

 

在以下的部分，我們將會運用這種方法來計算容忍區間，由於我們下面的文章會

用到常態分配的容忍區間，所以在這裡我們只舉出常態分配來當例子，但是實際

上還有很多例子可以用此方法求得容忍區間，有multivariate normal distribution、

exponential、Weibull 和其它連續或離散的分配。 

 

4-3. 利用分位數尋找迴歸的容忍區間 

若利用上面文獻回顧中 2-2. Normal 分配的容忍區間來求迴歸的容忍區間，假設

1 2( , , )nX x x x= L
%

， 服從迴歸模型1 2( , , )nY y y y= L
%

0 1i iy x iβ β ε= + + ，這裡的 iε 服

從 2(0, )N σ 且獨立，若有一新資料 0x ，我們想得到估計 0 0 1 0y x 0β β ε= + + 的單邊

有上界的 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，在此模型中 0β 、 1β 和 2σ 都是未知，

首先我們找出 0y 的 β 分位數為 0 1 0 1x z ββ β σ −+ + ，再求取這個分位數

0 1 0 1x z ββ β σ −+ +  的γ 信賴水準的信賴區間。 由迴歸分析的結論，假設

為

2
0 1( , , )b b s

2
0 1( , , )β β σ 的最小平方法估計量，我們有(1) 0 1b b x0+ 分配為

2
20

0 1 0
( )1( , ( )

xx

x XN x
n S

)β β σ−
+ + ，其中 2

1

(
n

xx i
i

S x X
=

= −∑ )  (2) 
2

2

( 2)n s
σ
−

分配為

 (3) 和 獨立。因此我們知道2 ( 2nχ − ) 0 1( , )b b 2s

0 1 0 0 1 0 1

2
0

( ) (

( )1( )
xx

b b x x z

x X
n S

s

β )β β σ −+ − + +

−
+

的
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分配為 1

2
0

'( 2, )
( )1( )

xx

z
t n

x X
n S

β−− −
−

+

是一個樞紐量。而且 

2
10

0 1 0 0 1 0 12
0

( )1(( ) ( ) ' ( 2, ) ( ) )
( )1( )xx

xx

zx XP b b x t n s x z
n S x X

n S

β
γ ββ β σ−

−

−
+ − + − − > + − =

−
+

γ

（在這裡的 1

2
0

' ( 2, )
( )1( )

xx

z
t n

x X
n S

β
γ

−− −
−

+

表示 的(1't γ− ) 分位數），最後我們得到

這個分位數 0 1 0 1x z ββ β σ −+ +  的γ 信賴水準的信賴區間為

2
10

0 1 0 2
0

( )1( , ( ) ( ) ' ( 2, )
( )1( )xx

xx

zx Xb b x t n s
n S x X

n S

β
γ

−−
−∞ + − + − −

−
+

)，也就是

2
10

0 1 0 1 2
0

( )1( , ( ) ( ) '( 2, )
( )1( )xx

xx

zx Xb b x t n s
n S x X

n S

β
γ

−
−

−
−∞ + + + −

−
+

) 。這種計算方法可

輕易推至多維。舉例: nX ×L1 2 n pX'=(X ,X , ) ， 1 2' ( , , )ny y y= LY 的迴歸模型

1pY X β ε×= + ，這裡的ε 服從 ，我們想得到估計2
n n p pN (O , I )σ × 0 0 'y x 0β ε= + 的

單邊有上界的α 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，在此模型中 β 和 2σ 都是未知，

首先我們找出 0y 的α 分位數為 0 1'x z αβ σ−+ ，再求取這個分位數的γ 信賴水準的

信賴區間。 由迴歸分析的結論，我們用 'Y 估計1( ' )X X Xβ −= β，同樣的我們知

道 (1) β 分配 ) )為 2 1
pN ( 2) 

2

2

( (p+1))s n
σ
−

分配 2
n p, ( 'X Xβ σ −  ( 為 χ − ，其中

2 1
n p

( )'( )s Y X Y Xβ β= − −
−

 (3) β 和 獨立。因此我們知道2s

0 0
11 1

0 0 0 0

' ' 1
'( ' ) '( ' )

x x z
x X X x x X X x

s

α
β β

σ

σ

−− −

−
−

分配為 1 1
0 0

1'( ( 1), )
' )

p z
'(

t n
x X X x

α− −
− + −
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是一個樞紐量。而且 

1
0 1 0 0 01

0 0

1( ' ' ( ( 1), ) '( ' ) ) ' )
'( ' )

P x t n p z x X X x x z
x X X x

γ α α1β σ β σ−
− −−

− − + − > + = γ，最

後我們得到這個分位數 0 1'x z αβ σ−+  的γ 信賴水準的信賴區間為

1
0 1 01

0 0

1( ,  ' ' ( ( 1), ) '( ' ) )
'( ' )

0 )x t n p z s x X X x
x X X x

γ αβ −
− −

−∞ − − + − ，也就是

1
0 1 1 0 01

0 0

1( ,  ' + ' ( ( 1), ) '( ' ) )
'( ' )

)x t n p z s x X X x
x X X x

γ αβ −
− − −

−∞ − + 。 

 

4-4. 利用分位數尋找貝氏的容忍區間 

在第三章我們提到的信賴區間是由一組給定的樣本計算出來的範圍，由於樣本是

隨機的，所以我們可以知道這個區間也是隨機的，而要估計的參數卻是一個定

值，所以當我們得到一個 90%信賴區間，意思是說知道大約會有 90%的樣本點

蓋住這個參數，但是當樣本固定時參數落在裡面的機率不是 0 就是 1，但是相反

的在貝氏的想法中，參數本身並不是一個定值，它是有分配的，通常我們稱這個

分配叫做先驗分配，所以就像樣本點一樣參數本身是隨機的，所以這個假設使得

我們可以說這個參數會有某個機率落在估計區間裡面，而不像信賴區間一樣只能

說機率不是 0 就是 1，由於他們是如此的不一樣，所以在貝氏的假設下我們稱估

計區間為 credible(可信的、可靠的) interval 而非信賴區間。那麼在貝氏的假設下，

我們要怎麼得到參數的容忍區間呢?其實方法還是差不多的，參考文獻回顧中 2-3.

貝氏的容忍區間，比起之前參數固定時的方法，只是多了一個步驟，我們必須先
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得到參數的後驗分配。給定一組樣本資料 X
%
，我們可以計算θ的後驗分配，再

藉由θ的後驗分配求 1( )Fθ β− (單一樣本 ix 的 β 分位數)的後驗分配，則這個分配的

γ 分位數 就是單邊有上界的貝氏( )b X
%

β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間

。舉例:一組樣本( , ( )b X−∞
%

) 1 2( , , )nX x x x= L
%

其分配為 exp( )θ ，這裡的θ的先驗

分配為 exp( )α ，想得到估計新觀察資料貝氏單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴水準的 

容忍區間，所以利用上面的方法，我們先找出θ的後驗分配為 ，

藉由

1
( 1,

n

i
i

n xα
=

Γ + +∑ )

θ的後驗分配求 1( ) n(1 )Fθ β β θ− = − −l 的 γ信賴水準的 credible interval 為

1
2

2 (1 )( )

(2 2)

n

i
i

n x

nγ

β α

χ
=

− − +

+

∑l

，因此，新觀察資料的貝氏單邊有上界的 β 覆蓋率γ 信賴

水準的容忍區間就是 1
2

2 (1 )( )
(0, )

(2 2)

n

i
i

n x

nγ

β α

χ
=

− − +

+

∑l

。 

 

4-5. 利用單邊容忍區間尋找雙邊容忍區間 

上面的文章內容和所舉的例子都只有單邊 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，但是

若我們希望找的是雙邊 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，那該怎麼辦呢?其實作

法就像找雙邊γ 信賴水準的信賴區間一樣。要找一個雙邊γ 信賴水準的信賴區間

只要讓 1 2 1γ γ+ = −γ ，然後選取區間 滿足( ( ), ( ))a X b X
% %

1P( ( ))a Xθ γ≤ =
%

並且

2P( ( ))b Xθ γ≥ =
%

，這樣子我們就可以得到P( ( ) ( ))a X b Xθ γ≤ ≤ ≥
% %

，所以區間

就是一個雙邊( ( ), ( ))a X b X
% %

γ 信賴水準的信賴區間。把這個想法和4-1.(利用分位

數的信賴區間找常態分配的容忍區間)的方法綜合一下，我們就會得到一個雙邊

的容忍區間。計算的步驟是:首先求出單一觀察值的 1β 分位數和 2 1β β β= + 分位
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數，再分別求 1β 分位數的單邊有下界的 1γ 信賴水準的信賴區間和 2β 分位數的單

邊有上界的 2 1 1γ γ γ= + − 信賴水準的信賴區間，把這兩個區間綜合起來就會成為

一個 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間。我們用數學式子來說明:假設 

且( )1 2, ,..., nX X X X=
% 1 2, ,..., ,n n 1X X X X + 為iid，這裡的 1nX + 為新的觀測值。若

( )
1| , 1 1 1( ) 1

nX X nP T X Xθ β
+ +< > −

% %
且 ( )

1| , 1 2 2( )
nX X nP X T Xθ β
+ + < >

% %
，則我們可以得到

( )( )
1| , 1 1 2 1 2 2 1( ), ( ) 1 (1 )

nX X nP X T X T Xθ β β β
+ + ∈ > − − − =

% % %
β−

( ) 1
nX X X nP P T X Xθ θ

，若

( )( )1| | , 1 1 1 1 ( ( )

 17

β γ
+ +< > − ≥

% % %
且 )1| | , 1 2 2 2( )

nX X X nP P X T Xθ θ β γ
+ + < > ≥

% % %

+ −

，那

麼 。因為希望( )( )( )1| | , 1 1 2 2 1 1 2( ), ( ) 1
nX X X nP P X T X T Xθ θ β β γ γ
+ + ∈ > − >

% % % %

2 1β β β− = ，則 2 1β β β= + ，所以我們可以取 1 (1 ) 2β β= − ，

2 1 (1 ) 2β β β β= + = + ，所以取 為樣本的1( )T X
%

(1 ) 2β− 分位數， 為樣本的2 ( )T X
%

(1 ) 2β+ 分位數。同樣的希望 1 2 1γ γ γ+ − = ，則取 1 (1 ) 2γ γ= + ，

2 11 (1 ) 2γ γ γ γ= + − = + ，所以取 (1 ) 2β− 分位數的單邊有下界的 (1 ) 2γ+ 信賴水

準的信賴區間 和1( ( ), )T X ∞
%

(1 ) 2β+ 分位數的單邊有上界的 (1 ) 2γ+ 信賴水準的

信賴區間 ，把這兩個區間綜合起來就會成為一個2( , ( )T X−∞
%

) β 覆蓋率γ 信賴水準

的容忍區間。 

舉個例子來說: 1 2( , , )nX x x x= L
%

來自 2N( , )μ σ ，想得到一個估計新的觀測值雙邊

β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間，這裡的μ 和 2σ 皆是未知，首先我們找出這個

分配的 (1 ) 2β−  分位數為 (1 ) 2z βμ σ 和++ (1 ) 2β+ 分位數為 (1 ) 2z βμ σ−+ ，可以

發現區間 (1 ) 2 (1 ) 2( , )z zβ βμ σ μ+ −+ + σ 會包含這個分配 β 比率，則由樞紐量求出

(1 ) 2β− 分位數的單邊有下界的 (1 ) 2γ+ 信賴水準的信賴區間為



(1 ) 2 (1 ) 2
1

( 1, )
( ( ), ) ( , )

t n z n
T X X s

n
γ β− +

′ −
∞ = − ∞

%
和 (1 ) 2β+ 分位數的單邊有上界的

(1 ) 2γ+ 信賴水準的信賴區間為

(1 ) 2 (1 ) 2
2

( 1, )
( , ( )) ( ,

t n z n
T X X s

n
γ β− −

′ −
−∞ = −∞ +

%
) ，也就是

| 1 (1 ) 2( ( ) ) (1 ) 2XP T X zθ βμ σ γ+≤ + = +
% %

且 | (1 ) 2 1 2( ( )) (XP z T Xθ β 1 ) 2μ σ γ−+ ≤ = +
% %

，再把

這兩個區間綜合起來就會成為一個 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間

為1 2( ( ), ( ))T X T X
% %

(1 ) 2 (1 ) 2 (1 ) 2 (1 ) 2( 1, ) ( 1, )
( ,

t n z n t n z n
)X s X s

n n
γ β γ β− + − −

′ ′− −
− + ，這是

因為藉由

| 1 (1 ) 2 (1 ) 2 2( ( ) ( )) (1 ) 2 (1 (1 ) 2)XP T X z z T Xθ β βμ σ μ σ γ γ γ+ −≤ + ≤ + ≤ ≥ + − − + =
% % %

，可以

推出
1| | 1 1 2( ( ( ( ), ( ))) )

nX X nP P X T X T Xθ θ β γ
+ + ∈ >

% % %
≥ 。 

 

4-5. 關於非工業統計方面容忍區間的運用 

在文章的最前面我們提過容忍區間比較常被使用在工業統計，也就是說容忍區間

不僅僅只能用在工業統計，除了工業統計之外，容忍區間在別的方面也很有貢

獻，以下就是介紹兩篇不是工業統計方面而使用容忍區間的論文。當然，除了我

們介紹的這兩篇論文，還有很多有關於容忍區間使用在非工業統計的文章，只是

礙於文章篇幅，所以在本文內我們只介紹這兩篇論文中和本文主要討論的容忍區

間有關係的內容。 
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4-5.1 Prediction Approaches to Sequentially Searching for an Optimal Dose 

第一篇論文是，Prediction Approaches to Sequentially Searching for an Optimal 

Dose，這是一篇 1989 年的論文，作者是 W. J. Shih，本篇論文主要是在討論如何

用容忍區間找出某些用藥的適當的劑量。在醫學上所使用的藥劑雖然可以治癒我

們的疾病，但是如果大量的使用同一種藥劑或許反而會有反效果，可能是藥劑本

身含有毒性，若是太大量的使用反而會破壞人體器官正常的功能，舉例來說:嗎

啡有止痛的效果，適當的使用可以紓緩病人身體的疼痛，但是如果過度的增加病

人的使用劑量，反而會讓病人上癮，所以這篇文章的目標就是找出在可以容忍的

範圍內，讓藥劑療效達到最高的藥劑使用量。雖然也可以找出單邊有下界的區

間，這樣子所得到的就會是在有藥效的前提下藥劑的最小用量，但是文章中主要

討論的區間是單邊有上界的容忍區間，找出可以容忍的藥劑使用量的最大值。文

章中提到 Eichhorn 和 Zacks (1973)兩個人定義出藥劑最大使用量，在藥劑毒性沒

有超出某個已知數值(ζ )下的機率至少為某個比率(γ )的前提下，他們所使用的

統計模型有兩個，在這裡我們只介紹其中一個和本文相關的模型:讓 表示在

藥劑使用量

( )y x

x下所產生的毒性反應， x和 y 都是測量得到，必要時還會對他們做

數學轉換，例如:對於觀測值取 log，再讓 0x 表示身體可以自然消化的毒性的藥劑

量，所以在藥劑使用量 x在給定範圍內， 服從一個常態分配，其期望值為( )y x

0( ( ) | ) ( )E y x x x xβ= − ，變異數為 ，這裡的2
0( ( ) | ) ( )Var y x x x xσ= − 2 β 和σ 為未知

參數，在參數固定下，若我們希望 ( | )P y xζ γ≤ ≥ ，令 ( )
1 2( , , )n

nX x x x= L ，

代表已收集到的資料，則在藥劑使用量為最大值的前提下，因( )
1 2( , , )n

nY y y y= L
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為 0
1

0

( )( | ) ( | )
( )

y x xP y x P z x
x x γ
βζ γ

σ −

− −
≤ = ≤ ≥

−
，所以藥劑最佳使用量為

0 1/( )x zγ γξ ζ β σ −= + + ， ( |P y x)ζ≤  表示毒性在可容忍範圍 ( , )ζ−∞ 的機率，假

設我們從 n 個病人身上調查到了 ( )nX 和 ，根據這些收集到的資料，我們希望

找到

( )nY

1nx + (為 ( )nX 和 的函數)使得( )nY ( ) 1

( ) ( )
1 1( ( | , ( , )) )n n

n n
y n nY

P P y x X Yζ γ
+ + + α≤ ≥ ≥ ，

此為給定歷史資料 和在藥劑使用量(( ) ( )( ,n nX Y ) 1nx + )為最大值的前提下，毒性

( 1ny + )在可容忍範圍 ( , )ζ−∞ 的機率，文章中用了兩種模型尋找 1nx + ，其中一種

模型為: ( ) 1

( ) ( )
1 1( ( ( ) | , ( , )) )n n

n n
y n nY

P P y x x X Yζ γ
+ + +≤ α≥ ≥ 。，這個模型和我們前面所

討論的容忍區間一樣。W. J. Shih（1989）沒有寫下推導的過程而只呈現結論，

我們現在利用前面 4-1.提過的利用分位數的信賴區間找常態分配的容忍區間來

推導這個模型。令 0(K y x x= − )，所以 2~ ( , )K N β σ ，則

( ) 1

( ) ( )
1 1( ( ( ) | , ( , )) )n n

n n
y n nY

P P y x x X Yζ γ
+ + +≤ ≥ α≥ 等同於

( ) 1

( ) ( )1
1

0 0

( )( ( | , ( , )) )
( ) ( )n n

n nn
y nY

y xP P x X Y
x x x x

ζ γ α
+

+
+≤ ≥ ≥

− −
，在此模型中 β 和 2σ 未知，

首先我們找出K 的γ 分位數為 1z γβ σ−+ ，再取這個分位數 1z γβ σ−+  的α 信賴

水準的信賴區間，在此 β 和 2σ 都是未知參數，利用 0(K y x x )= − 服從標準常態

分配， 再利用論文前面的結果我們可以得到 0(K y x x )= − 的單邊有上界的γ 覆

蓋率α 信賴水準的容忍區間為 1( 1, )
( ,

t n z n
K s

n
α γ−
′ − −

−∞ − )，也就是

1 1( 1, )
( ,

t n z n
K

n
α γ− −
′ −

−∞ + )s ，藉由這個區間我們可以知道 0( )x xζ − 也就是

1 1( 1, )t n z n
K

n
α γ− −
′ −

+ s ，所以可以再進一步推得
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1 0

1 1( 1, )
nx x

t n z n
K s

n
α γ

ζ
+

− −

= +
′ −

+

。

 

4-5.2 SPEAKER VERIFICATION WITHOUT BACKGROUND SPEAKER 

MODELS 

第二篇論文是， SPEAKER VERIFICATION WITHOUT BACKGROUND 

SPEAKER MODELS(2003)，作者是 Chun-Nan Hsu、Hau-Chung Yu 和 Bo-Hou 

Yang，這篇論文的出處是 Institute of Information Science, Academia, Sinica, 

Nankang 115, Taipei City, Taiwan，這篇文章主要是找一個聲音辨識系統

OSCILLO，這個系統可以依照接收到的音調辨識說話的人，也就是依照所接收

到的聲波，這個系統會自動的辨識說話者的身分，舉例來說:若是現在市面上便

於攜帶式的手機或是 PDA 都可以具備一個辨識音調的系統，那麼除了擁有者以

外的人就不可以使用它。藉由音調辨識說話者身分的系統就可以產生這個功能，

這篇文章提供的這個聲音辨識系統把被判斷說話者的一段說話音調分成數個樣

本，再建構出這些樣本的單邊有下界

 

β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間

%
，然後把

%
當做確認門檻，若是再收集到的一段說話音調落在這

個容忍區間內就確認這個說話者的身分無誤。  

 

第五章  結論

( ( ), )b X ∞ ( )b X

 

在意義上，信賴區間和容忍區間是不相同的。信賴區間是我們期望一個給定參數
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(例如:期望值)落在裡面的區間，而容忍區間則是我們期望一個未來資料有特定的

比率落在裡面的區間，當樣本數越來越大，信賴區間趨近於 0，而容忍區間則會

趨近於一個定區間。但是在推導 β 覆蓋率γ 信賴水準的容忍區間的數學式中，容

忍區間可以藉由計算某些特定分位數的信賴區間得到，我們發現若不和文獻回顧

2-2.(常態分配的容忍區間)中對容忍區間做一樣的事先假設，而是先求出此分配

的 β 分位數再求取分位數的γ 信賴水準的信賴區間，會得到相同的結果，所以本

篇論文對於容忍區間給予讀者另一種推導的想法。 

對於未來研究方向大致上可分為三個方向: 

(1) 如何比較不同的容忍區間？在不同的準則下何謂最好的容忍區間？ 

(2) 在不同的準則下如何找到覆蓋區間最好的估計量？何謂最好？ 

(3) 對於不同的樞紐量求得的區間該如何比較？       

以上的問題我們尚未討論，未來可以加以討論，有些討論方向可見交通大學統計

研究所黃景業(2003)之博士論文-眾數型態區間。 
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