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摘要 
     無蹤質量一直是天文學中一個難解的謎題，它的來由是由於觀測螺旋星系

的 旋 轉 曲 線 時 ， 和 牛 頓 力 學 所 預 測 的 有 所 不 同 。 而 Modified Newtonian 

dynamics(MOND)就是要來解決這類問題的一個理論。它是由 Milgrom (1983)所

提出的一個構想。他指出當 g 的值小於一個典型的 g0（~1.2 × 10−8 cm s−2）

的時候，原本的重力場需要做一個修正。對於暗物質的問題，這個理論展現出了

相當的可行性。本論文就是以此理論為根據，來計算螺旋星系的質光比。期望能

找到質量與光度的關係，進而更進一步的瞭解螺旋星系以及其動力學。 
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ABSTRACT 

 
      The disappearance of masses is puzzle of astronomy. When we observe the spiral 

galaxies , we get the different rotation curve from the prediction of Newtonian dynamics. 

Modified Newtonian dynamics proposed that gravitational field needs modifications when 

the field strength g is weaker than critical value g0 g0（~1.2 × 10−8 cm s−2）. It was 

suggest by Milgrom in 1983, this has been shown to be a good candidate as an alternative 

to cosmic dark matter.  In this paper , we start with this theory , and use it to calculate the 

M/L function of spiral galaxies. We hope it could help us to find the relation of mass and 

luminosity. Finally we could more understand the dynamics of spiral galaxies and the 

underlying physics.   
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第一章 序論  
    十八世紀以來，人們就知道夜空是有矇朧而延展的天體。這些天體原來通通

被叫做「星雲」，其中漩渦星雲(spiral galaxy )是最早被人們所討論的課題。人們

猜想，漩渦星雲實際上可能是一種與銀河系相類似的恆星系統。漩渦星雲可能是

位於銀河系外遙遠的獨立恆星系統的思想，後來變成著名的「島宇宙假說」在

1918 年，沙普利(Harlow Shapley)提出了一個非常巨大尺度的銀河系新模型。沙

普利斷言，漩渦星雲不可能是單獨的「島宇宙」，必然是一種類似於氣體星雲的

天體。而以柯蒂斯(Heber Curtis)為首的科學家，不同意這個觀點，於是便展開了

一場大辯論。 

    關於「島宇宙假說」的爭論部分裡，提出了三個主要問題： 

(1) 漩渦體的距離有多遠？ 

(2) 組成漩渦體的是恆星還是氣體？ 

(3) 為什麼漩渦體不在銀河系平面？ 

沙普利和柯蒂斯兩人都認為，解決爭論的關鍵是漩渦體的距離。他們兩人都提出

了直接測量漩渦體距離的方法，特別的是，這兩個天文學家都用仙女座星系 M31

的新星觀測來論證他們各自的觀點。基本的方法是把 M31 裡的新星視亮度峰

值，與銀河系裡被校準過的新星爆發相比較。沙普利和柯蒂斯得出不同的結論，

部分是因為他們對銀河系距離尺度的看法不一，另一部份是因為在那時，從理論

上或從觀測上都不知道超新星和新星之間的區別。 

    而就漩渦體的組成，假如漩渦體是星系，沙普利推測他們應該像銀河系一樣

的光度和頻譜特徵。沙普利引證了西爾斯(Seares)和雷諾斯(Reynolds)的工作。西

爾斯利用了卡普坦(Kapteyn)和榮因(Van Rhijn)恆星計數法，導出銀河系的表面亮

度比漩渦體小的多。不幸的是，在當時沒有一個人知道星際消光會引起銀河系面

亮度過低的估計。 
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爭論的解決 

    在 1923 年，是哈柏(Edwin Hubble)提供了漩渦星系是真正獨立星系的確切證

據首先，哈柏需要把 M31 外圍區域分變成恆星；其次，他需要找到和辨認變星。

從造父變星視亮度的測量和它們的「週期-光度」關係，哈柏能推斷 M31 的距離。

這個距離的現代植是兩百萬光年，它位於銀河系外很遠的地方，所以仙女座星系

是一個獨立的恆星系統。雖然距離我們有兩百萬光年，但它卻是最靠近銀河系的

大漩渦星系。 

星系的分類 

     哈柏能夠把他所觀測的所有星系，分成如下圖所列出的幾種型態：

 
其中有百分之幾的星系，它們有不規則的型態，哈柏稱它們是「不規則星系」。

絕大部分星系在天空投影都有規則的幾何形狀，而這些規則形狀又可分為兩種基

本類型：形狀近乎圓形的被稱為橢圓星系；樣子扁平的稱做盤狀星系。

星系型態的分類

 尋常漩渦星系：S 或 SA 型，中央核球加扁平的盤。 

棒旋星系： 型，中央核球加上棒再加上盤。

橢圓星系：

不規則星系： 型，不規則的幾何形狀。 

 

 

(1)

(2) SB  

(3) E 型，圓及平滑的光度分佈。 

(4) Irr
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第二章  理論架構 
2.1 理論模型

重力場 g 寫成以下的形式 (Milgrom 1983) 

 
     在天文學中，無蹤質量一直是困擾人們已久的問題。第一次發現這個問題

是在人們在測量太陽係附近的銀盤厚度時，由所測出的重力場強度，可以推出產

生這個觀測重力所需要的物質質量。然後我們可以把產生這個重力所需要的總質

量，與以恆星和氣體星雲形式存在的觀測質量相比較。當天文學家歐特(Jan Oort)

第一次在做這個研究工作的時候，他發現觀測質量大致只有重力所要求的質量的

一半。在星系或更大尺度的天體裡，令人困擾的一系列類似（動力學）質量測量

問題，這是第一個被發現的差異。而Modified Newtonian dynamics(MOND)就是

要來解決這類問題的一個理論。它是由Milgrom (1983)所提出的一個構想。他指

出當g的值小於一個典型的g0（~1.2 × 10−8 cm s−2）的時候，原本的重力場需

要做一個修正。而這個理論的最基本的基礎來自於兩個觀測事實：(1) 扁平漸進

的旋轉曲線 (2) 螺旋星系中成功解釋速度與光度之間的關係，Tully-Fisher 

(TF)law，M～V^4。 

     首先我們可以把

Nggg =× )(µ ……(1)，其中
g0

µ 是修正項， Ng 是質量從牛頓力學推斷出來的值，

Milgrom把µ 假設為以下的形式： 
21

)(x =µ ‧‧‧‧‧（2） 由這個方程式

所推論出來的重力場與很多螺旋星系都相吻合

可以解釋這個理論。在本論文中我們所使用的方程式是由B.Famaey和Binney所提

出的形式： 

x
x
+

。而還有其他很多形式的方程式都

x1
x(x) =µ ‧‧‧‧‧
+

(3) 這個形式對我們所在的銀河系所產生的重力場比較吻

合。從(1)式及(3)式我們可以推導出 MOND 的重力場 g ：
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2
4 0

2
NNN gggg

g
++

= ‧‧‧‧‧(4) 

    由此可以經由一些計算，來得知一個螺旋星系應該有的質量，再由此質量得

到質量與光度的關係式，可以得知螺旋星系的此理論是否可行。 

 

2.2  質量公式推演 
     對於一個扁平的螺旋星系，我們可以假設他是一個圓盤狀。而質量密度的

公式可以寫成[1]： 

       
)6.......(..........).........()()(

)5......(....................)()((r)

0 0

0 0

krJrrdrk

krJkkdk

∫
∫

∞

∞

=

=

µµ

µµ

其中J ) 是Bessel function，而封閉轉換公式為： (xJ m

)'(1)'()(
0

xx
x

kxJkxkdkJ mm −=∫
∞

δ                             (7) 

這個公式可以轉換(6)變成(5)。 

Green＇s equation ：                          (8) )()(4)(2 zrGxG δδπ−=∇

可以轉變為另一種形式: 

∫
∞

−=
+ 0 022

)(]exp[1 krJzkdk
zr

                                    (9) 

然後，牛頓的位能 Nφ 可以寫成[6,7]： 

∫
∞

−=
0 0N ]exp[)()(2z)(r, zkkrJkdkG µπφ                         (10) 

由面質量密度，可以寫成： 

∫
∞

==−∂=
0 1 )()(2)0,()( krJkkdkGzrrg NrN µπφ                          (11) 

最後我們可以得到面質量密度： 

∫∫
∞∞

=
0 100

)'()()'(''
2

1(r) krJkrJrgrdrdk
G Nπ

µ                             (12) 
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我們可以更進一步的定義函數H(r,r’)： 

∫
∞

=
0 00 )'()()r'H(r, krJkrdkJ                                           (13) 

然後可以將 (r)µ 寫成： 

∫
∞

∂=
0 ' )',()]'('['

2
1)( rrHrgrdr
G

r Nrπ
µ                                   (14) 

而H(r,r’)可以用橢圓函數K(x)表示為： 

)(2)r'H(r,
>

<

>

=
r
r

K
rπ

                                                 (15) 

其中 r(<)為r,r’的比較值。 

再來我們可以先將 的積分形式寫下來： )(J0 x

∫=
π

θθ
π 00 ]sincos[1)( dxxJ                                            (16) 

然後把delta function表示成平面波的形式來展開： 

∫
∞

∞−
= ]exp[

2
1(x) ikxdk
π

δ                                              (17) 

我們就可以把 表示為： 0J

∫
∞

−
=

0 20
1

1)(]cos[
k

xJkxdx    for k < 1                                (18)

當k > 1時，積分會等於零。所以我們可以應用以上的式子寫出： 

∫ ∫
∞

=
−

=
0

2
0 2200 )(2

sin1

2)()(
π

πθ

θ
π

xK
x

dkJkxdkJ                          (19) 

在這裡我們定義橢圓函數為： 

∫
−

−= 2
0

2
1

22 )sin1(K(x)
π

θθ dx                                           (20) 

∫ −= 2
0

2
1

22 )sin1(E(x)
π

θθ dx                                           (21)  

這個定義與某些書和一些電腦程式的內定函數(Ex:MATLAB Mathematica)寫得

不一樣，但為了方便起見在本論文中還是使用這個定義。 

最後我們可以得到面密度的公式： 
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∫
∞
∂=

0

2
' ')',()]'([

2
1(r) drrrHrv
G

Nrπ
µ                                    (22)

這個公式是我們計算星系面積的基本公式，因為我們一開始取得的資訊是旋轉曲

線，而它代表的是星系的旋轉速度與半徑的關係。有了這個公式後，我們可以很

方便的來計算出星系的質量。 

2.3 星系旋轉速度公式預測 
有了以上的質量公式我們可以算出星系的質量，而我們的重點是MOND使用了方

法算出了質量公式後，我們希望能算出M/L比值，最後能由面質量密度來回推星

系的旋轉曲線，看是否和觀測到的旋轉曲線一致，驗證MOND理論是否可行。 

要實行以上的方法，首先我們必須用MOND理論找出速度公式的形式，然後再找

出面質量密度應該是何種形式，這樣經由數值的計算便可以來驗證理論的計算是

否可行。 

我們可由面質量密度公式得出牛頓速度： 

22

2
02 )(

ar

aC
rvN

+
=                                                   (23) 

在這裡 和a是常數參數。可以發現當 r 趨近無窮大時，速度為零。而在 r=0 時

速度等於 。但是當 r=0時我們希望在一個對稱的星系中速度是等於零的，我

們稍後會再討論這個問題。 

0C

0C

    從(14)式，我們可以推出： 

∫
∞

Λ=
0 0 )()(

2
1(r) krJkkdk
Gπ

µ                                          (24) 

而這裡的 定義為： )(kΛ

∫
∞

+
≡Λ

0 122

2
0 )()( drkrJ

ar

aC
k                                           (25)  

為了要計算 ，我們可以經由以下這個公式幫忙： )(kΛ

[ ]
20 0

1
1)(exp

x
kJkxdk

+
=−∫

∞
                                        (26) 
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經過演算後，我們可以改寫成： 

[ ]
2200

1)(exp
ax

kaJkxdk
+

=−∫
∞

                                      (27) 

代入(24)後可以得到： 

[ ]( )∫
∞

−−=
0 0

2
0 )(exp1

2
(r) krJakdk

G
C
π

µ  

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−=

22

2
0 11

2 arrG
C
π

                                          (28) 

 

2.3.1  Famaey and Binney Model 
      在FB模型裡[3]，牛頓速度  和觀測到的速度 v 由(1)和(3)可得知有以

下的關係：  

Nv

2
4 22

0
4

NNN vrvgv
v

++
=                                          (29) 

之後我們可以把星系的旋轉曲線 表示為： 0v

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
++

+
=

2
1

2
0

22
0

22

2
02

0
4

11
2

)(
aC

arrg

ar

aC
rv                           (30) 

可以得知： 

22

2
02

0 )(
ar

aC
rvN

+
=  

在這裡 和a是常數參數，之後我們就可以得到面質量密度：0C

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−=

22

2
0

0
11

2
)(

arrG
C

r
π

µ                                         (31) 
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之後我們就可以推出速度的公式： 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

+
=

2
2

2

2

2
1

2

1
0

2
0 )(

ar

a

ar

aCrvN                                   (32) 

可以推廣成： 

 

                                                                 (33) ∑∑ ⎥
⎦

⎢
⎣ ++i jji brar 2

⎥
⎤

⎢
⎡

−≡=
j j

jj
oijjiNN

ba
CbaCrvrv

,
222

2

,
0

2
0

2 ),,,()(

而質量密度： 

                                                                 (34)   
∑∑ ⎥

⎥
⎤

⎢
⎡C 11

⎦
⎢
⎣ +

−
+

≡=
i jj

i

i
ji

arbrG
aCrr

2222

2
0

00 2
),,()(

π
µµ
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第三章  程式及數值方法 
星系的動力學一直是我們所想瞭解的，經由之前的討論我們發現螺旋星系的面質

量密度和旋轉曲線可能存在一組解析解。所以在這章裡面我們嘗試著用幾個星系

來驗證以上的公式是否可行。 

3.1 旋轉曲線的原理與取得方法 
拍攝星系的光譜，測量恆星群的吸收線或者HⅡ區發射線的Dooppler位移，可以

得到旋轉曲線。巴布科克(Babcock)、梅奧爾(Mayall)和考特斯(Courtes)開創了這項

技術。 

3.1.1 氣體旋轉曲線取得原理： 

氫原子譜線： 

對於n,m<5的躍遷，在Z=1時，它的能量hv在10和0.1 eV之間，輻射波段是在近紫

外、可見光和紅外波段這樣的能量所對應的溫度
k
hvT =  為 ，為恆星

的外層或是星際空間中的電離氫區的典型溫度。因此在這些天體中這類躍遷是最

明顯的，而Balmer α線（λ=121.6 nm）出現在電離雲氣（HⅡ區）的光譜區中。 

K35 1010 −

而觀察到這些譜線後，我們可以利用都普勒原理來推斷出旋轉曲線。發射體相對

於觀測者有運動，他有相對速度v，其結果是改變頻率Δν，公式如下： 

c
v

v 平行
0=∆ν   非相對論條件下（v<<c）                           (35) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−=∆

c
v
c

v

v
平行

平型

1

1
1

2
1

2

2

0ν   相對論速度條件下                          (36) 

其中 是速度在視線方向的投影。 平行v

都普勒譜線： 當進行躍遷的原子、離子，或分子處在溫度為T的馬克斯威爾

 15



(Maxwellian)熱攪動情況下，譜線的輪廓主要將由熱攪動所引起的都普勒效應來

決定。他可用一個高斯函數描述： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= 2

2
0

2/1 2
)(

exp
)2(

1)(
σ
νν

πσ
νφ                                     (37) 

其中頻率的彌散σ由下式給出: 

2/1
20 2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += V

m
kT

c
ν

σ                                              (38) 

其中m是一個原子、離子，或所涉及的值點的質量。這個σ的通用公式包括了溫

度下的運動特性，和以V作為最可能值，所表示的各向同性的微觀湍流速度所產

生的效應。這一輪廓的半寬高稱為「都普勒寬度」(Doppler width)： 

τ
ν

ν 3556.222ln
2 2/1

20 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∆ V

m
kT

cD                               (39) 

所以我們只要觀察星系裡的物質的譜線，即可從譜線輪廓看出這些運動的特徵，

進而求得星系的氣體旋轉曲線。 

3.1.2 星系旋轉曲線取得： 

    要求得星系旋轉曲線時，我們可以先對星系進行高解析的CO-line觀察而求得

Position-Velocity(PV圖)。然後與已經存在的氫原子譜線在一起做比較。而同時也

觀測在星系中央的H-alpha和[NII] line的放射物得出CCD的光譜。最後利用

envelop-tracing方法來從PV圖得到旋轉曲線[13]。所以我們只要觀察星系

裡的物質的譜線，即可從譜線輪廓看出這些運動的特徵，進而求得星系的旋轉曲

線。 

3.2  光度資料的原理與取得 

      恆星的光度L是指在一秒鐘內恆星所輻射出來的能量總和，不只

可見光、紅外光與紫外光，還包括了所有波長的電磁能量總和。以下積
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分式所給出： 

∫∫∫∫ ==
v vv vS

dvLdPL
π4

 

其中S為天體所包含的面積， 稱為「單色光度」［ ］。 vL 1−WHz

星等：星等系統起源於希臘天文學家根據天體的目是亮度所做的分類。到了19

世紀，這一分類依照人眼感官大致相當的對數尺度被公式化(Pogson，1856)。星

等是天體單色流量的相對測量，從觀測的角度而言恆星實際上是一個點源，因此

它的視大小是無關的；但對展源而言，如星系或天空背景，它的大小就必須被考

慮，所以要用新的單位，這就引入了「每平方角秒內的星等」這個單位，及立體

角1角秒乘以1角秒內所觀測到的星等。若e(λ)是天體在地球大氣外單色流量，在

波長 0λ 處星等定義為： 

( ) ( )
00 0

0

0 log5.2log5.2 λλ λ
λ

qe
e

e
m +−=−=                   (40) 

其中 是定義零星等的常數。實際上，任何測量都是在一定波段所做是以穿透

率

0λ
q

( )λ0t 的濾光片所定義，這就是為什麼存在著那麼多星等系統，因為它們的差

別來自於選擇了不同的光譜帶，所以單色輻射e(λ)所產生的星等為： 

00 0 00 0 )(log5.2)()(log5.2 λλ λλλλλ qdtdetm ++−= ∫∫
∞∞

                    (41) 

絕對星等(Absolute Magnitude)： 

「視星等」是對在地球上所接收到的流量作的測量。它與我們與天體的距離有

關，我們若要對不同的天體做比較，則需要引入絕對星等的概念。絕對星等就是

把天體都置於10秒差距(pc)並做星際消光（即「紅化」，用符號A表示）的改正後

的視星等。一個距離為D的天體，其視星等m與絕對星等M的關係為： 

M=m+5-5logD-A                                                  (42) 

3.3  數值計算在這裡，我們使用之前的質量公式來計算星系的質量，

但是為了計算方便我們將面質量密度公式改寫： 
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(43) 

在x=1時，橢圓函數會趨近無窮大，但會和第二項的橢圓函數消掉。所以使用此

公式我們可安心的來計算。我們使用MATLAB程式語言來計算星系的面質量密

度。得到面質量密度後，我們再用MATHEMATICA所提供的一個packge

【NonLinearFit】，來處理曲線的擬合而所用的擬合公式如下： 

1 12 2
2 0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x N y N
rr v rx K x dx v K y ydy

Gr y
µ

π
⎡ ⎤⎡ ⎤

⎡ ⎤= ∂ − ∂⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫

                                                               （44） 
∑∑ ⎥

⎤
⎢
⎡

−≡=
C 11),(µµ

⎥
⎦

⎢
⎣ ++i jj

i

i
ji

arbrG
aCrr

2222

2
0

00 2
,)(

π
 

而我們的處理步驟事先將旋轉曲線的資料利用以下公式得到牛頓速度 

 

                                      （45） 
2

2
0

4
2

gasN v
vrg

v −
+

=
v

得到了牛頓速度後，我們可以代入(2)式得到面質量密度。 

3.3.1  NGC2403 

DIAM1 : 12.6 DIAM2 : 6.0 D=6.1(MPC) 

0 5 10 15 20 25
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40

60

80

100

120

kpc

km
/s

NGC2403

VN

VN without gas

V

Vgas

 

Figure 1 rotation curve and Newtonian velocity and gas velocity 
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在這裡橫軸使用的單位為 KPC，而縱軸為 2

2

s
Km

。(本論文後有詳細的單位轉換) 

粗黑線為旋轉曲線，虛線逗點線為 Newtonian 速度曲線，而短虛線為不含氣體的

Newtonian 速度，最後長虛線為氣體的速度。而旋轉曲線的誤差範圍大概在

+4.1%~ -5.1%之間。旋轉曲線的取得是來自於：

http://www.ioa.s.u-tokyo.ac.jp/~sofue/RC99/2403.dat 

VelocitySquare: 

 
Figure 2  Square of velocity and fitting curve and delta velocity   
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虛線為擬合的曲線，擬合的方程式為(32)，參數為 C0=          a1=7.2   

KPC  b1= 0.1 KPC 實線為數據資料由(42)所算出的曲線，而細黑線為兩者之相

差的數據曲線縱軸單位為公里的平方除以秒平方，橫軸單位為 1000 乘以秒差距。 

27107.7 −×
2

2)( pc
s

 

Mass density 

 
Figure3  mass density and curve fitting 
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橫軸依然是 KPC，為了等下我們處理資料方便，我們把縱軸不使用 M.K.S 制而

使用了太陽質量除以 PC 平方。 

而相關的參數為：C0=          a1=7.2   KPC  b1= 0.1 KPC 27107.7 −× 2

2)(
s
pc

實線為數據資料所算出的質量密度(40)，而虛線為擬合質量密度(31)。 

M/L 

 

Figure 4  mass density over luminosity 

縱軸為太陽質量除以太陽光度，橫軸為 1000 秒差距 
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3.3.2 NGC2903 

DIAM1 : 21.9 DIAM2 : 12.3 D=3.25(MPC) 

 
Figure 5 rotation curve and Newtonian velocity 

在這裡橫軸使用的單位為 KPC，而縱軸為 2

2

s
Km

。粗黑線為旋轉曲線，虛線逗點

線為 Newtonian 速度曲線，而短虛線為不含氣體的 Newtonian 速度，最後長虛線

為氣體的速度。誤差範圍在+8%~ -18%之間。旋轉曲線的取得是來自於：

http://www.ioa.s.u-tokyo.ac.jp/~sofue/RC99/2903.dat 
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VelocitySquare: 

 
Figure 6  Square of velocity and fitting curve and delta velocity 

虛線為擬合的曲線，擬合的方程式為(32)，參數為 C0=       a1=5  

KPC  b1= 0.14  KPC 實線為數據資料由(42)所算出的曲線，而細黑線為兩者之

相差數據曲線縱軸單位為公里的平方除以秒平方，橫軸單位為 1000 乘以秒差距。 

26104.4 −×
2

2)( pc
s
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Mass density 

 

Figure 7 mass density and curve fitting 
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橫軸依然是 KPC，為了等下我們處理資料方便，我們把縱軸不使用 M.K.S 制而

使用了太陽質量除以 PC 平方。實線為數據資料所算出的質量密度(40)，而虛線

為擬合質量密度(31)。相關的參數為：C0=          a1=5  KPC  b1= 

0.14  KPC 

26104.4 −× 2

)( 2

s
pc

 

M/L 

 

Figure 8 mass density over luminosity 

縱軸為太陽質量除以太陽光度，橫軸為 1000 秒差距 

 

 25



3.3.3 NGC 6503 

DIAM1 : 7.1 DIAM2 : 2.4  D=5.9(MPC)   
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Figure 9 rotation curve and Newtonian velocity 

在這裡橫軸使用的單位為 KPC，而縱軸為 2

2

s
Km

。粗黑線為旋轉曲線，虛線

逗點線為 Newtonian 速度曲線，而短虛線為不含氣體的 Newtonian 速度，最後長

虛線為氣體的速度。縱軸單位為公里的平方除以秒平方，橫軸單位為 1000 乘以

秒差距。旋轉曲線的取得是來自於[12]。 
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VelocitySquare 

 
Figure 10  Square of velocity and fitting curve and delta velocity 

虛線為擬合的曲線，擬合的方程式為(32)，參數為 C0=            

C01=  

261024.4 −×

271076.8 −×

2

2)( pc
s

a1=1.2 KPC ， a2= 4.6 KPC 
2

2)(
s
pc

             b1=0.9 KPC， b2=1 KPC   
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實線為數據資料由(42)所算出的曲線，而細黑線為兩者之相差數據曲線，縱軸單

位為公里的平方除以秒平方，橫軸單位為 1000 乘以秒差距。 

Mass density 

 

Figure 11 mass density and curve fitting 

相關的參數為：C0=            C01=  261024.4 −× 271076.8 −×

a1=1.2 KPC ， a2= 4.6 KPC 

             b1=0.9 KPC， b2=1 KPC   

2

)( 2

s
pc

2

2)(
s

pc
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橫軸依然是 KPC，為了等下我們處理資料方便，我們把縱軸不使用 M.K.S 制而

使用了太陽質量除以 PC 平方。實線為數據資料所算出的質量密度(40)，而虛線

為擬合質量密度(31)。 

M/L 

 

Figure 12 mass density over luminosity 

縱軸為太陽質量除以太陽光度，橫軸為 1000 秒差距 
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第四章   結論 
      在前面的部分我們討論了螺旋星系的動力學，得到了旋轉曲線的解析解，

也利用數值運算擬合出了解析解的可靠性。現在我們想更進一步的討論亮度與質

量之間的關係。無蹤質量一直是天文學的一個問題，暗物質在目前看來是提供這

個問題的解答之一，但是經由 MOND 的理論我們可以得知，修改重力定律或許

也是這個問題的解答。在前面的章節，我們經由 MOND 理論算出了發光物質所

佔星系的質量，接下來我們將要比較發光物質的質量與亮度的比值。 

亮度： 

NGC 2403： 

 

Figure 13 Luminosity of NGC 2403 

縱軸為亮度橫軸為 1000 秒差距 
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NGC 2903 

 

Figure 14 Luminosity of NGC 2903 

縱軸為亮度橫軸為 1000 秒差距 

NGC 6503 

 

Figure 15 Luminosity of NGC 6503 

縱軸為亮度橫軸為 1000 秒差距，以上的亮度資料來自[6],[7]。 
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我們將這些亮度資料分別與其對應的發光物質質量相比較，得到了下圖 

 

Figure 16  M/L of NGC2403 NGC2903 NGC6503 

一般天文學裡認定的 M/L 值如下： 

NGC 2403   1.4 

NGC 2903   3.5 

NGC 6503   0.041 

橫軸的單位為 KPC，縱軸的單位為「太陽質量除以 L 的太陽光度」，在天文學理

我們定義太陽的 M/L=1。在一般的天文學裡，我們知道質量是與 r 成反比，而光
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度是與 exp(-r)成比例，所以當 r 很大時，M/L 必然增加得很強烈。這是推斷無蹤

質量的一個關鍵。但當我們使用 MOND 理論來計算 M/L 時，可以得到較平緩的

數值，這顯示了可能並非是有其他看不見的物質在星系邊緣，而是有可能在大尺

度下重力定律必須被修正，就如同本論文的方法。到目前為止，還沒有一個方法

能夠有效的說明無蹤質量這個問題，但 MOND 理論似乎提供了我們一條新的

路，可以去嘗試解決這個問題。而且透過了這個理論，我們更進一步瞭解了螺旋

星系的動力學，這樣對於我們要去探討天文學的問題時，我想是提供了一些小小

的幫助。而這個理論正在發展中，也在一些星系理得到了成功的吻合，真理是要

棄而不捨得努力去追尋，我想 MOND 理論提供了我們更多的線索，讓我們可以

一步步逼向最後的真理。 
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APPENDIX Ⅰ 
物理和天文常數單位換算 

光速 c                                     299792458 m/s 

重力常數G                                 6.673 x 10-11 m3/kgs 

秒差距pc                                   3.0856775807 x 10-16 m 

                                           ＝3.261633 light yr 

太陽質量                                     kg3010989.1 ×

太陽亮度                                    W2610826.3 ×

名稱 [ ]mµλ0  [ ]mµλ0∆  [ ]12
0

−− mWme µ [ ]Jye0   

U 0.36 0.068 81035.4 −×  1,880 紫外 

B 0.44 0.098 81020.7 −×  4,650 藍 

V 0.55 0.089 81092.3 −×  3,950 可見 

R 0.70 0.22 81076.1 −×  2,870 紅 

I 0.90 0.24 9103.8 −×  2,240 紅外 

J 1.25 0.30 9104.3 −×  1,770 紅外 

H 1.65 0.35 10107 −×  636 紅外 

K 2.20 0.40 10109.3 −×  629 紅外 

L 3.40 0.55 11101.8 −×  312 紅外 

M 5.0 0.3 11102.2 −×  183 紅外 

N 10.2 5 121023.1 −×  43 紅外 

Q 21.0 8 14108.6 −×  10 紅外 

Table 1 標準測光系統 

1Jy=  122610 −−− HzWm
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APPENDIX Ⅱ 

數值計算程式 
1. 計算星系質量密度(MATLAB)： 
clear; clc; close all; tic; 

D=9.1; band=4.83;  %variable    

KPC=3.09.*(10.^19); g0=1.2.*(10.^(-10)); G=6.67.*(10.^(-11));  

PC=3.09.*(10.^16); SOLARMASS=1.99.*(10.^30);   %constant 

  

fid=fopen( '2903.txt','rt'); 

data1=fscanf(fid,'%f',[2 inf]); 

fclose(fid); 

data1=data1';         % Rotation curve total 

  

fid=fopen( '2903gas.txt','rt'); 

data2=fscanf(fid,'%f',[2 inf]); 

fclose(fid); 

data2=data2'; 

data2=[0 0;data2];    %Rotation curve gas 

  

fid=fopen( '2903L1.txt','rt'); 

data3=fscanf(fid,'%f',[2 inf]); 

fclose(fid); 

data3=data3';         %bright 

  

fid=fopen( '2903L2.txt','rt'); 

data4=fscanf(fid,'%f',[2 inf]); 

fclose(fid); 

data4=data4';         %bright 

  

R=20; VelocitySquare=[0]; 

while VelocitySquare(end)>=0 

    R=R+20; 

    r=0:0.05:R; r=r'; 

    newdata1=zeros(length(r),1); 
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    for n=1:length(r) 

        if r(n)<=data1(end,1) 

            newdata1(n)=interp1(data1(:,1),data1(:,2),r(n)); 

        else 

            newdata1(n)=data1(end,2); 

        end 

    end 

    newdata2=zeros(length(r),1); 

    for n=1:length(r) 

        if r(n)<=data2(end,1) 

            newdata2(n)=interp1(data2(:,1),data2(:,2),r(n),'spline'); 

        else 

            newdata2(n)=data2(end,2); 

        end 

    end 

     

VelocitySquare=(((1000.*newdata1(2:end)).^4)./((g0.*r(2:end).*KPC)+((1000.*newdata1

(2:end)).^4)))-((1000.*newdata2(2:end)).^2); 

end 

zeropoint=interp1(VelocitySquare,r(2:end),0); 

n=length(r); 

while r(n)>=zeropoint 

    n=n-1; 

end 

VelocitySquare=[0 0;r(2:n) VelocitySquare(1:n-1);zeropoint 0]; 

  

dyx=diff(VelocitySquare(:,2))./diff(VelocitySquare(:,1).*KPC); 

midpoint=zeros(length(VelocitySquare)-1,1); 

for n=1:length(midpoint) 

    midpoint(n)=(VelocitySquare(n,1)+VelocitySquare(n+1,1))./2; 

end 

diffVelocitySquare=[0 dyx(1);midpoint dyx;zeropoint 0]; 

  

M=0.0005:0.001:0.9995; W=1./M; 

K=ellipke(M.^2); 

i1=diffVelocitySquare(:,1)*M; i1=i1'; 

i2=diffVelocitySquare(:,1)*W; i2=i2'; 

M=M'; W=W'; K=K'; 
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I1=zeros(length(M),length(diffVelocitySquare)); 

for n=1:length(M) 

    for m=1:length(diffVelocitySquare) 

        if i1(n,m)<=diffVelocitySquare(end,1) 

             

I1(n,m)=interp1(diffVelocitySquare(:,1),diffVelocitySquare(:,2),i1(n,m)); 

        end 

    end 

end 

K1=zeros(length(diffVelocitySquare),1); 

for m=1:length(diffVelocitySquare) 

    K1(m)=trapz(M,K.*I1(:,m)); 

end 

  

I2=zeros(length(M),length(diffVelocitySquare)); 

for n=1:length(M) 

    for m=1:length(diffVelocitySquare) 

        if i2(n,m)<=diffVelocitySquare(end,1) 

             

I2(n,m)=interp1(diffVelocitySquare(:,1),diffVelocitySquare(:,2),i2(n,m)); 

        end 

    end 

end 

K2=zeros(length(diffVelocitySquare),1); 

for m=1:length(diffVelocitySquare) 

    K2(m)=trapz(M,K.*I2(:,m).*W); 

end 

  

density=(K1+K2)./(G.*(pi.^2)); 

n=1; 

while density(n)>=0 

    n=n+1; 

end 

density=(PC.^2).*density(1:n-1)./SOLARMASS; 

  

totalmass=zeros(length(density)-1,1); 

for n=1:length(totalmass) 
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totalmass(n)=trapz(diffVelocitySquare(1:n+1,1),2.*pi.*diffVelocitySquare(1:n+1,1).*

density(1:n+1)); 

end 

totalmass=[0;totalmass]; 

  

bright=[data3;data4(:,1).*60 data4(:,2)]; 

radius=bright(:,1).*pi.*D.*1000./(180.*3600); 

Mag=bright(:,2)-(5.*log10(D.*100000)); 

luminosity=(2.512.^(band-Mag))./((D.*1000000.*pi./(180.*3600)).^2); 

  

totalluminosity=zeros(length(luminosity)-1,1); 

for n=1:length(totalluminosity) 

     

totalluminosity(n)=trapz(radius(1:n+1),2.*pi.*radius(1:n+1).*luminosity(1:n+1)); 

end 

totalluminosity=[0;totalluminosity]; 

  

if diffVelocitySquare(length(density),1)<=radius(end) 

    last=diffVelocitySquare(length(density),1); 

else 

    last=radius(end); 

end 

  

r=0:0.1:last; r=r'; 

newdensity=zeros(length(r),1); 

for n=1:length(r) 

     

newdensity(n)=interp1(diffVelocitySquare(1:length(density),1),density,r(n),'spline'

); 

end 

newtotalmass=zeros(length(r),1); 

for n=1:length(r) 

     

newtotalmass(n)=interp1(diffVelocitySquare(1:length(density),1),totalmass,r(n),'spl

ine'); 

end 

newluminosity=zeros(length(r),1); 
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for n=1:length(r) 

    newluminosity(n)=interp1(radius,luminosity,r(n),'spline'); 

end 

newtotalluminosity=zeros(length(r),1); 

for n=1:length(r) 

    newtotalluminosity(n)=interp1(radius,totalluminosity,r(n),'spline'); 

end 

  

ml=newdensity./newluminosity; 

ML=newtotalmass(2:end)./newtotalluminosity(2:end); 

  

figure(1); 

plot(r,ml); 

figure(2); 

plot(r(2:end),ML); 

  

toc; 

 

2 擬合曲線程式(MATHEMATICA)： 
s=ReadList["2903_12.txt",{Number,Number}] 
<<Statistics`NonlinearFit` 
NonlinearFit[s,theta1*((x^2+theta2^2)^0.5-(x^2+theta3^2)^0.5)/((x^2+theta2^2)^0.5
*(x^2+theta3^2)^0.5)+theta4*((x^2+theta5^2)^0.5-(x^2+theta6^2)^0.5)/((x^2+theta5
^2)^0.5*(x^2+theta6^2)^0.5),x,{theta1,theta2,theta3,theta4,theta5,theta6}] 
BestFitParameters/.NonlinearRegress[s,theta1*((x^2+theta2^2)^0.5-(x^2+theta3^2)^0
.5)/((x^2+theta2^2)^0.5*(x^2+theta3^2)^0.5)+theta4*((x^2+theta5^2)^0.5-(x^2+theta
6^2)^0.5)/((x^2+theta5^2)^0.5*(x^2+theta6^2)^0.5),x,{theta1,theta2,theta3,theta4,the
ta5,theta6},RegressionReport　BestFitParameters] 
f3=Block[{theta1=1303.4055606525544,theta2=-5.6503077814271405,theta3=-0.148
39929878772273,theta4=0.006716632178861634,theta5=-0.677464557717977,theta6
=-2.506588798706922*10^(-6)},Plot[theta1*((x^2+theta2^2)^0.5-(x^2+theta3^2)^0.5
)/((x^2+theta2^2)^0.5*(x^2+theta3^2)^0.5)+theta4*((x^2+theta5^2)^0.5-(x^2+theta6
^2)^0.5)/((x^2+theta5^2)^0.5*(x^2+theta6^2)^0.5),{x,0,15}]] 
f4=ListPlot[s,PlotRange　 {0,20000},PlotJoined　 True,PlotStyle　Hue[.6] ] 
Show[f3,f4] 
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3.擬合參數回推程式(MATLAB)： 
 
clear;clc; 

load('2403t') 

g0=1.2.*(10.^(-10)); 

KPC=3.09.*(10.^19); 

G=6.67.*(10.^(-11)); 

PC=3.09.*(10.^16); 

SOLARMASS=1.99.*(10.^30); 

G2=G.*SOLARMASS./(PC.^3); 

R=20; VelocitySquare=[0]; 

while VelocitySquare(end)>=0 

    R=R+20; 

    r=0:0.05:R; r=r'; 

    newdata1=zeros(length(r),1); 

    for n=1:length(r) 

        if r(n)<=data1(end,1) 

            newdata1(n)=interp1(data1(:,1),data1(:,2),r(n)); 

        else 

            newdata1(n)=data1(end,2); 

        end 

    end 

    newdata2=zeros(length(r),1); 

    for n=1:length(r) 

        if r(n)<=data2(end,1) 

            newdata2(n)=interp1(data2(:,1),data2(:,2),r(n),'spline'); 

        else 

            newdata2(n)=data2(end,2); 

        end 

    end    

VelocitySquare=(((1000.*newdata1(2:end)).^4)./((g0.*r(2:end).*KPC)+((1000.*newdata1

(2:end)).^2)))-((1000.*newdata2(2:end)).^2); 

end 

zeropoint=interp1(VelocitySquare,r(2:end),0); 

n=length(r); 

while r(n)>=zeropoint 

    n=n-1; 

end 
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VelocitySquare=[0 0;r(2:n) VelocitySquare(1:n-1);zeropoint 0]; 

vn2=(((1000.*newdata1(2:end)).^4)./((g0.*r(2:end).*KPC)+((1000.*newdata1(2:end)).^2

))); 

line1=sqrt(vn2)./(10.^3); 

vgas=((1000.*newdata2(2:end)).^2); 

line2=sqrt(vgas)./(10.^3); 

newdatav=(1000.*newdata1(2:end)).^2; 

line3=sqrt(newdatav)./(10.^3); 

p=VelocitySquare(:,1) 

 theta1=0; theta2=28153.2; theta3=0; theta4=275; theta5=7; theta6=0.1121; 

theta7=theta1.*2.*pi.*G2;theta8=theta4.*2.*pi.*G2 

a2=theta2.*KPC; a3=theta3.*KPC;  a5=theta5.*KPC; a6=theta6.*KPC 

vn3=(theta7.*((theta2./((p.^2+theta2.^2).^0.5))-(theta3./((p.^2+theta3.^2).^0.5)))+

theta8.*((theta5./((p.^2+theta5.^2).^0.5))-(theta6./((p.^2+theta6.^2).^0.5)))) 

newvn2=vn3.*(PC.^2).*1000./(10.^6) 

line4=sqrt(VelocitySquare(:,2))./(10.^3) 

dv=VelocitySquare(:,2)./(10.^6)-newvn2 

vsq=VelocitySquare(:,2)./(10.^6) 

err=load('err24.txt'); 

range=load('wangerr24.txt') 

xx=err(:,1); 

yy=err(:,2); 

mm=range(:,2); 

nn=range(:,1); 

figure(1) 

plot(r(2:end),line1,'k','LineWidth',3); 

hold on; 

plot(VelocitySquare(:,1),line4,'k--','LineWidth',2); 

hold on 

errorbar(xx,yy,mm,nn); 

hold on 

plot(r(2:end),line3); 

hold on 

plot(r(2:end),line2,'k--') 

axis([0 25 0 inf]) 

xlabel('kpc') 

ylabel('km/s') 

legend('VN','VN without gas','','V','Vgas',1) 
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title('NGC2403'); 

print -depsc 2403Velocity.eps; 

figure(4); 

plot(p,newvn2,'k--','LineWidth',2); 

hold on 

plot(p,vsq,'k','LineWidth',3); 

hold on 

plot(p,dv,'k'); 

legend('VN2f','VN2','delta VN2'); 

axis([0 25 -inf inf]); 

xlabel('kpc'); 

ylabel('km^2/s^2'); 

print -depsc 2403Vn2.eps; 

load dif24 

figure(2); 

plot(diffVelocitySquare(1:last,1),totaldensity(1:last),'b',diffVelocitySquare(1:las

t,1),fitdensity(1:last),'r',diffVelocitySquare(1:last,1),density(1:last),'k'); 

legend('mu','mu_f') 

axis([0 10 -inf inf]) 

xlabel('kpc') 

ylabel('solarmasss/(pc)^2'); 

print -depsc 2403mu.eps; 

figure(3) 

plot(r,ml,'k','LineWidth',3); 

xlabel('kpc'); 

ylabel('solarmass/solarluminosity'); 

axis([0 8 0 inf]); 

print -depsc 2403ml.eps; 
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