
 1

Chap1 鈉鉀離子幫浦的傳輸原理 
 
  在生物細胞細胞膜上，有許多能讓物質通過的構造，通常由脂質或蛋白質構

成。有一類構造能讓分子因內外濃度差使其用擴散的方式通過而不需要消耗能

量，這樣的運輸通常稱為被動運輸；而另外一類構造則可利用消耗能量，也就是

利用 ATP 分解產生的能量，使得物質可以抵抗濃度梯度來進行運輸，換句話說，

就是使低濃度區域的物質仍可以往高濃度區域進行運輸；這樣的運輸通常稱為主

動運輸。而本論文所探討的鈉鉀離子幫浦蛋白質中鈉鉀離子的運輸便是主動運輸

的一種。 
 
細胞膜上鈉鉀幫浦的作用是每分解一個 ATP，便可以把三個 Na+運出細胞外，並

把兩個 K+運入細胞內。通常細胞內 Na+為 5-15mM，Ｋ+為 140mM；細胞外 Na+

為 145mM，Ｋ+為 5mM。由於每次向外運出三個正電荷，向內運入兩個正電荷，

因此細胞膜內相對於細胞膜外變成負電荷，也就是產生了電位梯度，大小通常為

-100mV。這個系統包含了由離子運輸產生的離子濃度梯度以及電位梯度，通常

稱為電化學梯度(electrochemical gradient)。 
 
這個運送鈉鉀離子的過程，原則上是一個連續變化的過程，但是可以利用鈉鉀幫

浦蛋白質與鈉鉀離子間的結合釋放過程所導致在構型上的不同，來分成個四步

驟，而鈉鉀幫浦就是利用四步驟循環[1]來驅動的： 
 
１. 鈉鉀離子幫浦蛋白質在細胞膜內側和 3 個 Na+結合。 
 
２. 由一種蛋白質激酶催化 ATP 分解，其產生的磷酸根和鈉鉀幫浦蛋白質作用使

後者磷酸化，並產生構型上的改變，此時 3 個 Na+由細胞膜內側往細胞膜外

側輸送並且釋放。 
 
３. 在鈉離子釋放之後，2 個Ｋ+在細胞膜外側和磷酸化的鈉鉀幫浦蛋白質結合。 
 
４. 一種水解酶催化去除磷酸化鈉鉀幫浦蛋白質上的磷酸基，使得該蛋白質恢復

成去磷酸化後原來的構型，並且將 K+輸送進入細胞膜。 
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Chap2 鈉鉀離子幫浦的動力分析 
 
2.1 鈉鉀離子幫浦動力模型 
 
  通常鈉鉀離子幫浦的離子運輸是一個連續的過程，由於傳輸離子過程中某些

過程其自由能的變化較小，因此將該過程視為一個狀態。由此發展出來的模型有

二階模型還有四階模型。為了方便起見，下面我們僅討論鉀離子的傳輸。二階模

型示意圖如 Fig2.1.，其中Ｅ為沒有和鉀離子結合之狀態，ES 為有和鉀離子結合

之狀態，而上下兩部份分別表示鉀離子在細胞膜外接合以及向細胞膜內釋放的過

程。 

 

Fig2.1 二階模型示意圖(Michaelis-Menten model) 
E*S 為蛋白質和受質接合的狀態，E 為沒有和受質接合的狀態，α為速率係數，S1 為系統所接

合的受質，S2 為系統所釋放的受質。 

 
而四階模型示意圖如 Fig2.2. 

 

Fig2.2 四階模型示意圖 
藍色綠色部分為鈉鉀離子幫浦蛋白質，圓形為受質鉀離子，k 為速率係數，E1 表示蛋白質構型

為向細胞膜外接合，E2 則為向內；L 為受質，EL 表示蛋白質已和受質接合。 

 

j1 

j2 

j3 
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E1L 和Ｅ2L 皆為和鉀離子結合的狀態濃度，而 E1,Ｅ2 皆為未接合鉀離子之狀態，

L 代表鉀離子濃度。而各個過程分別代表： 
 

1 1E E L↔ ：細胞膜在細胞膜外側內接合 K+ 

1 2E L E L↔ ：鈉鉀幫浦改變構型，將 K+移至細胞膜內側 

2 2E L E↔ ：鈉鉀幫浦將 K+在細胞膜內釋放 

2 1E E↔ ：鈉鉀幫浦改變構型回到原狀態 
 
這四個狀態即為在 chap1 所介紹的四步驟循環，而且在鈉鉀離子幫浦蛋白質構型

改變速度遠快於離子結合和釋放的速度時，二階模型即為四階模型之近似。 
由於細胞膜上具有非常多的鈉鉀離子幫浦，通常我們利用 Master equation 來描述

系統各狀態濃度(參見附錄Ａ)[2]，於是便可以將系統簡化成化學動力方程式來描

述： 
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 (2.1-1) 
 
式中 k 為速率係數，其中[L]為鉀離子濃度，我們考慮時間量測的尺度不大，因

此可以將其視為幾乎不隨時間改變而當成是常數，利用這個近似便可將原來的非

線性方程式化為線性方程。為了表達方便起見，我們可以將常數鉀離子濃度[L]
併入速率係數之中成為新的係數。 
 
在一般生物細胞中，ATP 分解會產生 ADP、磷酸根離子，以及能量。分解產生

的能量可讓離子能與離子幫浦蛋白質結合，而磷酸根離子則可和鈉鉀離子幫浦蛋

白質鍵結來改變該蛋白質的構型使得離子得以橫跨細胞膜，這是鈉鉀幫浦傳輸的

原理。不過鄭天佑博士在 1983 年時做了一個實驗，他將細胞中的 ATP 去除，也

就是不使用 ATP 的分解來提供能量；取而代之的是在細胞膜上外加交流電場，

並且用具有放射性的銣離子取代鉀離子，用以觀察細胞膜中離子的傳輸

[3][4][5]。而實驗結果則證實了外加交流電場一樣也可以導致離子的傳輸，並且

得出外加電場為 20V/cm 且頻率為 1.0kHz 時鈉鉀離子幫浦具有最佳的傳輸效

率。有了這樣的實驗結果，於是便有人開始發展由外加電場和鈉鉀離子幫浦蛋白

質構型之間的耦合所產生的離子傳輸理論[6][7]，並稱之為電構型耦合理論

(Theory of electroconformational coupling，TEC)。而我們需要討論的系統就是這

個理論所建立的模型。 
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在我們考慮的系統中，如果沒有 ATP 供應能量或是沒有其他外加場供應能量的

話，系統是沒有辦法進行淨傳輸而必須進入細節平衡狀態(detailed balance)，詳

細內容請參考附錄 A，其意義上為化學系統在趨於平衡而穩定時，不僅各態濃度

不再改變，並且各時刻下任意兩態之間亦不存在淨流量。 
 

 

 
 
以我們後面會討論到的三階系統為例，如圖 Fig2.3、Fig2.4。如果三階系統處於

細節平衡狀態，則各狀態瞬時淨流量 j 皆為 0。若將瞬時淨流量之方向定義如

Fig3.4，並將其寫為矩陣形式，則為 
 

1 112 21

2 23 32 2

13 313 3

0
0

0

j Ek k
j k k E

k kj E

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥≡ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.1-2) 

 
我們能這樣定義瞬時流量的原因是，從 1j 來看，若 1E 越大或 2E 越小，則化學反

應就越具有從 1E 流向 2E 的趨勢；並且從物理因次方面來看，速率係數乘以狀態

濃度具有單位濃度除以單位時間的因次，這可從(2.1-1)式看出。 
若系統處於細節平衡，則各態間狀態濃度不在變化且瞬時淨流量為 0，我們定義

平衡態濃度 lim ( )i ist
E t E

→∞
= 則可將(2.1-2)式化為 
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Fig.2.3 三階模型(Briggs-Haldane model)速率係數示意圖 
Ei 為各系統狀態，Kij 為由 i 往 j 方向之反應速率係數。 

Fig.2.4 三階模型(Briggs-Haldane model)瞬時流量示意圖 
Ei 為各系統狀態，ji 為各狀態間之瞬時流量。 
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(2.1-3)式為三階化學動力系統在平衡態時為了符合細節平衡，使得其速率係數必

須符合這樣的條件，即正反應速率係數乘積同於逆反應速率係數乘積。 
仿照前面的討論(2.1-1)的動力系統在速率係數為定值時將會得到類似於(2.0-3)的
速率係數限制條件 
 

1 2 3 4 1 2 3 4k k k k k k k k− − − −=  (2.1-4) 
 
但是在我們所考慮的 TEC 模型中，由於系統具有外加交流電場，它將會影響到

系統的速率係數，導致其值為時間的函數，我們接著將說明外加交流電場如何影

響速率係數。 
 
在化學系統中，各種不同狀態具有不同的自由能(Gibbs free energy)，狀態間自由

能差距的物理意義為在可逆反應下，等壓以及等溫過程中，系統可從外界得到除

了體積改變用功以外的能量，並可將其值定義為 
 
G U PV TS≡ + −  (2.1-5) 
 
U 、 P 、V 、T 、 S 分別是系統內能、壓力、體積、溫度、熵。我們也可從熱力

學定律出發來解釋 Gibbs free energy 的物理涵義。在等溫等壓狀態下可逆反應中

系統內部熵變化可寫為 
 

'Q U W U P V WS
T T T

+ + +
= = =

+ + ++  (2.1-6) 

 
其中Q 為系統從溫度為T 的熱庫中所擷取出的熱能，W 為系統對外界所做的功，

'W 為除了體積改變以外系統對外界所做的功。 
接著利用等溫以及等壓條件可將(2.1-5)式化為 
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'G U P V T S W= + − = −+ + + +  (2.1-7) 
 
可知狀態間自由能差距即外界對系統內所做體積改變以外的功，且 
 

0G <+ ，系統對外界做功，反應有往末態進行的趨勢 
0G =+ ，系統和外界彼此不做功，沒有往初態或末態進行的趨勢 
0G >+ ，外界對系統做功，反應有返回初態的趨勢 

 
和物理系統的能量意義上類似，它可以決定系統反應改變的趨勢。系統狀態間平

衡時的自由能差值與平衡常數之間具有下列關係： 
 

G
RT

eqK e
−

=
D+

 (2.1-8) 

 

eqK 為系統之平衡常數， GD+ 為平衡狀態下反應後和反應前 Gibbs 自由能差值，R

為亞佛加厥常數，T 為絕對溫度。 
以三階系統 Fig3.3 為例，系統達平衡時任意兩狀態皆為平衡態，即為 
 

ij js
eq

ji is

k E
K

k E
= =  (2.1-9) 

 
綜合(2.1-5)(2.1-6)可得 
 

G
ij js RT

eq
ji is

k E
K e

k E
−

= = =
D+

 (2.1-10) 

 
若此時我們外加一個交流電場，導致細胞膜電位改變，則(3.1-7)式可寫為 
 

( )G q t
ij RT

eq
ji

k
K e

k

φ+
−

= =
D+

 (2.1-11) 

 
其中 q 為 i 和 j 狀態間不同蛋白質構型所產生之不同等效電荷， ( )tφ 為細胞膜表面

之外加場電位差。此處我們假設電位差的改變速度比離子通道蛋白質構型的改變

慢的多，因此自由能雖然在改變，仍可將此過程視為處於平衡狀態。 
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有了(2.1-11)式後，我們可以猜測速率係數的形式為 
 

( ( ))ij G q t
RT

ijk e
δ φ− +

=
D+

 

(1 )( ( ))ij G q t
RT

jik e
δ φ− +

=
D+

 (2.1-12) 

 

其中 ijδ 為分配係數(apportionment constant)，由實驗所測定，它可以劃分平衡狀

態時正反應和逆反應分別具有的自由能比重。 
 
由(2.1-9)式後我們可以把速率係數寫成時變以及不隨時變部分 
 

( )ijd t
ij ijk h e ψ≡  (2.1-13) 

 

其中 0ijh > 。由於我們要求系統在去除外加場後( ( ) 0tψ = )系統能處於細節平

衡 ，因此 ijh 部分仍須滿足 (2.1-3)式的條件。 

我們所取的外加場 ( )tψ 的形式為 sin( )A tω 或 cos( )A tω ，A 為外加場振幅。除了外

加簡諧波，也可以討論外加噪聲項的情形，但本文中不予討論。 
 
了解了這個 TEC 模型的建構過程後，接著將討論這個系統的一些動力學的性

質。由於方便起見，本章接下來會討論三階系統的性質，並且可以將三階系統所

得的結果延伸至 TEC 的四階模型，也可以將其推廣至 n 階的環狀動力系統。 
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2.2 三階系統點源的動力行為 
 
 

  我們在研究動力系統 ( , )d F t
dt

=
x x 的時候，常常討論 ( , ) 0F t =x 的情形，也就

是點源項的動力行為，此處我們考慮較為簡單的情形，也就是三階的環狀系統，

生物系統中通常稱為 Briggs-Haldane model，其系統狀態示意圖如 Fig.2.3 所示。 
 

 

 

 
此系統可以用微分方程式來表示： 
 

1 112 13 21 31

2 12 21 23 32 2

13 23 31 323 3

( )
( )

( )

E Ek k k k
d E k k k k E
dt

k k k kE E

− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − + ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ME  (2.2-1) 

 

1E 2E 3E 分別為三個狀態的濃度，由於環狀系統各狀態濃度總和為定值，故 
 

1 2 3 0E E E E+ + =  (2.2-2) 
 
並且由上節的結果可知化學速率係數可寫為 
 

( )ijd t
ij ijk h e ψ≡  (2.1-13) 
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Fig.2.3 三階模型(Briggs-Haldane model)速率係數示意圖 
Ei 為各系統狀態，Kij 為由 i 往 j 方向之反應速率係數。 

Fig.2.4 三階模型(Briggs-Haldane model)瞬時流量示意圖 
Ei 為各系統狀態，ji 為各狀態間之瞬時流量。 
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此處我們考慮外加場型式為 ( ) sin( )t A tψ ω= ， A 為外加場振幅，ω 為外加場頻

率，便可將(2.1-13)寫為 
 

( )ijd t
ij ijk h e ψ≡  (2.2-3) 

其中  0i jh > 。 

接著我們定義瞬時流量和系統狀態濃度間的轉換關係 
 

1 112 21

2 23 32 2

13 313 3

0
0

0

j Ek k
j k k E

k kj E

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = − ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

j AE  (2.2-4) 

 
瞬時流量 j 的量值由(2.2-4)定義，方向如 Fig.2.4 所示。以 1j 為例，可看出 1E 較大

2E 較小時 1j 較大，且因次同於
dE
dt

。為了以後需要我們先求出 1−A ： 

 

23 31 21 31 21 32

13 32 12 31 12 32
12 23 31 21 32 13

13 23 13 21 12 23

1
k k k k k k
k k k k k k

k k k k k k
k k k k k k

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

-1A  (2.2-5) 

 
其中 

12 23 31 21 32 13k k k k k k j+− ≡  (2.2-6) 

 
由於去除外加電場 sin( )A tω 後必須滿足(2.1-3)的 detailed balance 條件，即(2.2-3)
式中不隨時變部份必須符合 
 

12 23 31 21 32 13 0h h h h h h− =  (2.2-7) 
 

雖然由(2.2-3)(2.2-7)式可知在外加場 sin( ) 0A tω = 時，也就是
nt π
ω

= ， 0,1,2...n = 處

1−A 存在奇異點，但是在一般情形下
nt π
ω

≠ 時則不存在奇異點，此時可假設奇異

點對動力系統的狀態的影響很小而繼續推導。 
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有了 1−A 後可用(2.2-2)代入 1−=E A j 關係中可得 
 

23 31 13 32 13 23 1 21 31 12 31 13 21 2 21 32 12 32 12 23 3
0

12 23 31 21 32 13

( ) ( ) ( )k k k k k k j k k k k k k j k k k k k k jE
k k k k k k

+ + + + + + + +
=

−
 

 (2.2-8) 
此時定義符號 1f ， 2f ， 3f ： 
 

1 23 31 13 32 13 23f k k k k k k≡ + +  (2.2-9) 
 
恰為 1 j− +⋅A 第一行元素和。同理， 1 j− +⋅A 第二行、第三行元素和分別為 
 

2 21 31 12 31 13 21f k k k k k k≡ + +  (2.2-10) 
 

3 21 32 12 32 12 23f k k k k k k≡ + +  (2.2-11) 
 
並定義 1 j− +⋅A 各元素總和為 
 

1 2 3F f f f≡ + +  (2.2-12) 
 
於是(2.2-8)可改寫為 
 

1 1 2 2 3 3
0

f j f j f jE
j+

+ +
=  (2.2-13) 

 
接著我們利用(2.2-2)式系統各態濃度和為定值的條件，可以將系統狀態方程式

(2.2-1)改寫為 
 

31 01 112 13 31 21 31

12 32 21 23 322 2 32 0

( )
( )

k EE Ek k k k kd
k k k k kE E k Edt

− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.2-14) 

 
則系統點源項 1sE ， 2sE 由以下方程決定： 
 

1 31 012 13 31 31 21

32 12 21 23 32 2 32 0

s

s

E k Ek k k k k
k k k k k E k E
+ + − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (2.2-15) 
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利用 Crammer’s Rule 
 

31 21 23 32 32 31 21
1 0

12 13 31 21 23 32 32 12 31 21

( ) ( )
( )( ) ( )( )s

k k k k k k kE E
k k k k k k k k k k

+ + − −
=

+ + + + − − −
 

 

31 21 31 23 32 21 0

12 23 12 32 13 21 13 23 13 32 31 23 31 32 32 21 12 31

( )k k k k k k E
k k k k k k k k k k k k k k k k k k

+ +
=

+ + + + + + + +
 

 (2.2-16) 
 
此處定義 1 j− +⋅A 第一列元素和為 
 

1 31 21 31 23 32 21g k k k k k k≡ + +  (2.2-17) 
 
將(2.2-12)(2.2-17)之定義代入(2.2-16)中可得 
 

1
1 0s

gE E
F

=  (2.2-18) 

 

同理可將 1 j− +⋅A 第二列、第三列元素和分別為定義為 2g ， 3g 。並利用 Crammer’s 

Rule 得出 
 

12 13 31 31
0

32 12 32 0 2
2 12 32 13 32 12 31 0( )s

k k k k
E

k k k E gE k k k k k k E
F F F

+ +
−

= = + + ≡  (2.2-19) 

 

由於 1g ， 2g ， 3g 為矩陣 1 j− +⋅A 之各列元素，顯然有 

 

1 2 3g g g F+ + =  (2.2-20) 
 
由此可得 
 

3
3 0 1 2 0s s s

gE E E E E
F

= − − =  (2.2-21) 

 
(2.2-18)(2.2-19)(2.2-21)即系統的點源解。從系統狀態方程(2.2-1)可知，對於點源

解不太變化的特殊情況，系統狀態解應當很接近於點源解，即 
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1 2 , 0s sdE dE
dt dt

∼  (2.2-22) 

 

將點源解 1
1 0s

gE E
F

= 代入 1 0sdE
dt

∼ 則 

 

1
1

1 0
0 2( ) ( ) 0

dg dFF gg Ed dt dtE
dt F F

−
= ∼  (2.2-23) 

 
又由(2.2-3)式可得 
 

sin( )cos( ) cos( )i jd A tij
ij ij ij ij

dk
h d A t e d A t k

dt
ωω ω ω ω= =  (2.2-24) 

 
利用(2.2-24)式，將(2.2-23)式整理成 
 

1
1

1 0 1 1
0 02 2( ) ( ) cos( )( ) 0d d

dg dFF gg E Fg g Fd dt dtE E A t
dt F F F

ω ω
− −

= = ∼  (2.2-25) 

 
其中 

12 23 12 23 12 32 12 32 13 21 13 21 13 23 13 23 13 32 13 32( ) ( ) ( ) ( ) ( )dF d d k k d d k k d d k k d d k k d d k k≡ + + + + + + + + +

31 23 31 23 31 32 31 32 32 21 32 21 12 31 12 31( ) ( ) ( ) ( )d d k k d d k k d d k k d d k k+ + + + + + + +  
 
而 1 31 21 31 21 31 23 31 23 32 21 32 21( ) ( ) ( )dg d d k k d d k k d d k k≡ + + + + +  
 
(2.2-25)告訴我們在外加場振幅 A 和外加場頻率ω 都很小，且系統總狀態濃度不

大的條件下，點源解可以近似於系統狀態解。 
再將(2.2-18)(2.2-19)(2.2-21)式代入(2.2-4)式中可得點源項貢獻之瞬時流量 
 

1 1 112 21 12 21
0 0

2 23 32 2 23 32 2

13 31 13 31 33 3

0 0 1
0 0 1

0 0 1

S S

S S

S S

j E gk k k k
E E jj k k E k k g
F F

k k k k gj E

+
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 (2.2-26) 
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其中(2.2-26)式存在下列關係 
 

12 1 21 2k g k g j+− =  (2.2-27) 

23 2 32 3k g k g j+− =  (2.2-28) 

31 3 13 1k g k g j+− =  (2.2-29) 

 
同時我們也可以看出，三狀態點源項貢獻之瞬時流量相等 
 

0
1 2 3S S S c

E jj j j j
F

+

= = = ≡  (2.2-30) 

 
此結果也近似於 0E 、 A 、ω 很小條件下由系統狀態決定之瞬時流量。 
 
除上述的方法外，也可用另一方法討論系統點源的情形，且該方法除了應用於本

節的三階系統外，還可推廣至下一節所討論的 n 個狀態環狀系統。由(2.2-1)可知 
 

12 13 21 31 13 31 12 21

12 21 23 32 12 21 23 32

13 23 31 32 23 32 13 31

( ) 0 0
( ) 0 0

( ) 0 0

k k k k k k k k
k k k k k k k k
k k k k k k k k

− + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + = − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M

 (2.2-31) 
 
此時定義列交換矩陣 

12

0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R  23

1 0 0
0 0 1
0 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R  (2.2-32) 

將列交換矩陣乘於矩陣左邊可以交換該矩陣所指定的兩列。 
由(2.2-31)和(2.2-32)知 
 

12 23

0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1
( ) 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1

⎛ ⎞ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

M R R I A A A  

 (2.2-33) 



 14

且由(2.2-1)系統點源項可寫為 
 

0=ME  (2.2-34) 
 
並寫下系統狀態和順時流量的反轉換關係 
 
= -1E A j  (2.2-35) 

 
由(2.2-33)(2.2-34)(2.2-35)可得 
 

1

2

3

1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1

j
j
j

− − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = − =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

-1 -1ME MA j AA j  (2.2-36) 

並可解得 
 

1 2 3 cj j j j= = ≡  (2.2-37) 
 
將 cj 代入(2.2-13)式，則 
 

1 1 2 2 3 3
0

cf j f j f j FjE
j j+ +

+ +
= =  

0c
jj E
F

+

⇒ =  (2.2-38) 

 
此結果同於(2.2-30)，又 
 

1
0

0 2

3

1
1
1

g
Ej E g

F F
g

+
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

-1 -1E A j A  (2.2-39) 

 
此結果同於(2.2-18)(2.2-19)(2.2-21)。至此我們可以得出三階系統點源項系統狀態

濃度以及點源項所貢獻之瞬時流量的值，且從(2.2-38)(2.2-39)式中各符號定義可

以觀察出兩者取值皆為週期函數，其週期同於外加場週期。 
 
推得系統的瞬時流量後，我們也可以定義平均流量為 
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0
( )

lim

T

ave

T

j t dt
J

T→∞
= ∫  (2.2-40) 

 
由於點源項所貢獻的瞬時流量為週期函數，且其週期同外加場週期，則平均流量

(2.2-40)式也可簡化為 
 

0
( )

T

cave
j t dt

J
T

ω
= ∫  (2.2-41) 

 
此時T 為外加場週期，ω 為外加場頻率。顯然和外加場相同週期的函數其週期平

均流量是不會隨著外場頻率改變而改變其值，詳細證明可以參見附錄 B。這個結

論顯然和實驗上存在頻率讓傳輸效益最佳化的結果顯然不同，這可以解釋為因為

實驗上鉀離子的最佳傳輸頻率是 1.0kHz，且最佳外加電場振幅為 20V/cm，這裡

外加場的頻率過大而外加電場不夠小，此時系統耗散不夠快，使得系統狀態偏離

點源解，便不能用點源的動力特性來解釋系統的行為。我們之後會在第四章用傅

立葉級數展開的方法來求系統的平均流量。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 16

2.3 n 階系統點源的動力行為 

 
 
上一節討論過三階系統點源項的動力行為後，接著我們把結果推廣至 n 個狀態之

環狀系統，如圖(Fig.2.5)。則此系統之點源項通式可寫為 
 

1
0

n

ij j
j

M E
=

=∑  (2.3-1) 

 

且  i jM 矩陣可寫為 

  , 1 , 1 1, 1, 1, 1, ( )i j i j i i i i i j i i i j i iM k k k kδ δ δ+ − + + − −≡ − + + +  (2.3-2) 

 

其中  i jδ 為 Kronecker delta，且若(2.3-2)式中下標取值為 n+1 時則換為 1，取值為

0 時則換為 n，下面的計算我們也都沿用這個規定。接著我們寫下瞬時流量和系

統狀態轉換式 
 

 
1

n

i i j j
j

j A E
=

= ∑  (2.3-3) 

 

且  i jA 矩陣可寫為 

  , 1 1, 1,  i j i j i i i j i iA k kδ δ+ + += −  (2.3-4) 

 
有了(2.3-3)式後，將其左右兩邊同時乘上 iAα 並且同時對下標 i 求和，且存在

   
1

=
n

i i j j
i

A Aα αδ
=
∑ 關係，於是便可化為 

 

E1 
E2 

E3 

En 

E4 

. 

. 

. 
. 

K21

K23 k32 

K12 

Fig.2.5 n 階模型系統狀態示意圖 
Ei 為各系統狀態，Kij 為由 i 往 j 方向之反應速率係數。 
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1

n

i i j j
j

j A E
=

= ∑  

   
1 1 1

n n n

i i i i j j
i i j

A j A A Eα α
= = =

⇒ =∑ ∑∑  

  
1 1

n n

i i j j
i j

A j Eα αδ
= =

⇒ =∑ ∑  

 
1

n

j j
i

E A jα α
=

⇒ =∑  (2.3-5) 

 
此處得出瞬時流量和系統狀態間關係反變換的約定求和寫法。 

由  i jA 的通式(2.3-4)式可將  i jM 矩陣的通式(2.3-2)進行如下代換 

 1, 1,  , 1  , 1 1, 1, ( )i j i j i i i j i i i j i i i j i iM k k k k= δ δ δ − δ− − − + + +− −  

1,  i j i jA A−= −  

1,    
1

( )
n

i k k j i k k j
k

A Aδ δ−
=

= −∑  

1,   
1

( )
n

i k i k k j
k

Aδ δ−
=

= −∑  (2.3-6) 

 
接著把(2.3-5)(2.3-6)的結果代入系統點源項(2.3-1)中，可得 
 

 1,    1, j  j
1 1 1 1 1

( ) ( ) 0
n n n n n

i j j i k i k k j j i i j
j k j j

M E A A j jα α
α

δ δ δ δ− −
= = = = =

= − = − =∑ ∑∑∑ ∑  (2.3-7) 

 

且 1,  ( )i k i kδ δ− − 部分的矩陣形式為 

 

1,  

1 0 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0

1
1

0 1 1 0
0 1 1

i k i kδ δ−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− ≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

"
"
"

# # % #
%
"
"

 

 (2.3-8) 
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因此從(2.3-7)亦可得出 
 

1 2 3 ... n cj j j j j= = = = ≡  (2.3-9) 
 
由(2.3-5)(2.3-9)式，仿照(2.2-38)(2.2-39)式的方法，可得 
 

0c
jj E
F

+

=   0
i

i
gE E
F

=  (2.3-10) 

其中 ig 為矩陣 1 j− +⋅A 之第 i 列元素和。 

至此我們已經得出 n 階環狀系統的系統點源項所貢獻的狀態濃度以及瞬時流量

的通式，其形式就類似於我們在 2.2 節所討論的三階系統的結果。 
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2.4 系統狀態和系統點源項動力行為的比較 
 
在這一節我們將利用程式計算 TEC 模型的系統狀態解和 2.2、2.3 節理論所計算

出來的點源解作比較，探討在改變外加電場頻率和振幅時，兩者之間狀態濃度 E
以及瞬時流量 j 的差異。Table 2.1 是我們使用 Fig2.2 所定義之 k 值時，所取的對

應參數值。且化學速率係數符合 
 

( )ijd t
ij ijk h e ψ≡  ( ) sin( )t A tψ ω=  (2.2-3) 

 
 

ik  1k  1k−  2k  2k−  3k  3k−  4k  4k−  

ih (1/ )s  40 60 25700 12000 70 200 20 10 

id ( / )cm V  0 0 -2 -3 0 0 4 -2 
 

Table2.1 四階 TEC 模型之化學速率係數數值 
 
 

 

Fig2.2 四階模型示意圖 
 

藍色綠色部分為鈉鉀離子幫浦蛋白質，圓形為受質鉀離子，k 為速率係數，E1 表示蛋白質構型

為向細胞膜外接合，E2 則為向內；L 為受質，EL 表示蛋白質已和受質接合。j 為我們所定義順

時流量的方向。 

 
 
 

j1 

j2 j4

j3 
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首先我們固定外加場振幅為 1V/cm (此處的電場振幅為了方便起見有改變尺度

過，並非實際的電場振幅)並比較外加場頻率為 10Hz 以及 1kHz 下系統狀態解以

及以及點源解的差異。Fig2.6 為系統外加頻率為 10Hz 的系統狀態解，Fig2.7 為

系統外加頻率為 10Hz 的點源解，由兩圖比較可看出，在外加頻率不大的時候系

統狀態解和點源解所得結果很接近，亦即系統耗散的速度很快，系統狀態很快就

靠近點源，這符合我們理論的預測。 

 
 Fig2.6 系統狀態解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 10Hz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 

 
 Fig2.7 系統點源解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 10Hz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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接著我們改變外加頻率為 1kHz，Fig2.8 為系統狀態解，Fig2.9 為點源解，由兩圖

比較可看出，和低頻率外加場狀況不同，明顯點源解解偏離了系統狀態解。這可

以解釋為在外加場頻率過快的時候，狀態解無法追及點源項，此時點源項的動力

行為偏離了整個系統狀態。 
 

 
 Fig2.8 系統狀態解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 

 
 Fig2.9 系統點源解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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比較過系統狀態和點源之間在不同頻率的外加場下的差異後，接著考慮頻率對於

瞬時流量 j 的影響，在外加場頻率為 10Hz 時，Fig2.10 為系統狀態之瞬時流量，

Fig.2.11 為點源所貢獻的瞬時流量。同樣的，可以看出在外加場頻率不大時兩者

非常接近，點源項所貢獻的瞬時流量幾乎就是系統狀態的瞬時流量。 
 

 
 

 Fig2.10 系統狀態解的瞬時流量震盪 
 此處外加電場頻率取為 10Hz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 
 Fig2.11 系統點源解的瞬時流量震盪 
 此處外加電場頻率取為 10Hz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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接著考慮外加場為 1kHz 的情形，系統狀態的瞬時流量為 Fig2.12，點源項貢獻的

瞬時流量為 Fig2.13，此時可以看出點源項所貢獻的瞬時流量仍為週期性函數，

且四個狀態皆為同一個值；而系統狀態的瞬時流量則是各狀態間出現了相位差，

且振幅也有不一致的現象。此時無法用點源解的特性來描述系統狀態各態間的瞬

時流量變化。 
 

 
 Fig2.12 系統狀態解的瞬時流量震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 

 
 Fig2.13 系統點源解的瞬時流量震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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接著我們將外加場頻率固定為 1kHz，並且將電場振幅從 1V/cm 改為 0.01V/cm，

分別比較系統狀態解以及點源解之間的差異。Fig2.14 為系統狀態解，Fig2.15 為

點源解。可以看出在外加場振幅不大的情況下，在經過一段弛豫時間後，點源解

和系統狀態解之間沒有什麼差異，也可以說點源解是系統狀態解的一個很好的近

似，這也符合我們先前理論的預測。 
 

 
 Fig2.14 系統狀態解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 0.01V/cm。 

 

 
 Fig2.15 系統點源解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 0.01V/cm。 
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也可將 Fig2.14 和 Fig2.15 所得的結果跟 Fig2.8 和 Fig2.9 結果相比較，可以知道

雖然系統的外加頻率皆為 1kHz，但是外加振幅很小時則點源解仍會和系統狀態

解的結果非常接近；而外加振幅頗大時兩者則存在較大差距。因此也可得出當

Aω 的值很小時，點源解可近似於系統狀態解。 
接著我們比較外加場頻率為 1kHz，振幅為 0.01V/cm 下系統狀態瞬時流量 Fig2.16
和點源項貢獻之瞬時流量 Fig2.17 之間的差異。 
 

 
 Fig2.16 系統狀態解的瞬時流量震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 0.01V/cm。 

 

 
 Fig2.17 系統點源解的瞬時流量震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 0.01V/cm。 
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將 Fig2.16，Fig2.17 和 Fig2.12，Fig2.13 比較可知一樣在外加頻率為 1kHz 下，外

加振幅夠小時點源項和系統狀態所貢獻的瞬時流量仍然沒有什麼差異；而外加振

幅較大時兩者間的瞬時流量則會出現較大的差距。 
 
接著我們比較系統狀態以及系統點源分別所貢獻的總流量以及平均流量在不同

外加電場頻率時的差異，Fig2.18 與 Fig2.19 分別為在外加場為 1kHz 和 10Hz 時

系統的總流量，可以看出總流量為正值，亦即系統存在淨流動方向，且其值隨時

間幾乎呈線性關係，而兩圖中為了方便起見我們取橫軸縱軸比相同，因此根據

(2.2-40)式，平均流量的值即為圖中的斜率。比較兩圖後可以發現外加場為 1kHz
的平均流量較 10Hz 的來得大，這裡也間接印證這個模型可能存在最佳外加頻率

使得系統平均流量為最大，同樣也符合實驗上的預測。但是這一章中運用系統點

源逼近系統動力行為的方法並無法看出這個現象，因為根據我們在 2.2 節以及附

錄 B 中的討論，本系統的點源解所貢獻的瞬時流量為週期函數，而週期函數的

平均流量不會隨著週期改變而改變其值，因此頻率增加所導致的平均流量增加並

非點源項所貢獻。 
 
Fig2.20 與 Fig2.21 分別為在外加場為 1kHz 和 10Hz 時系統點源項貢獻的總流量，

此處可以看出兩者的平均流量幾乎相同，亦即其值幾乎不隨頻率變化，這符合我

們先前的預測。在本章裡我們應用了點源項逼近系統狀態的方法，但是沒有辦法

瞭解系統平均流量如何隨頻率而變化，這一點我們將會在第四章，用傅立葉級數

展開的方法計算在小振幅下平均流量和頻率之間的關係。 
 

 
 Fig2.18 系統狀態解的總流量震盪變化 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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 Fig2.19 系統狀態解的總流量變化 
 此處外加電場頻率取為 10Hz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 

 

 
 Fig2.20 系統點源解的總流量變化 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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 Fig2.21 系統點源解的總流量變化 
 此處外加電場頻率取為 10Hz，外加電場振幅取為 1V/cm。 
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chap3 一些可解的特殊系統狀態解 
 
3.1 一個類似的動力系統----速率係數不為指數函數之情形 
 
在前面一章我們考慮過三階系統甚至高階系統點源項的一些動力特性，這一章我

們將探討這類的環狀系統能夠導致淨傳輸的成因，並且解析解出一些特殊而簡單

情形的系統狀態解來加以比對。我們仍然考慮具有相同形式之三階動力系統： 
 

31 01 112 13 31 21 31

12 32 21 23 322 2 32 0

( )
( )

k EE Ek k k k kd
k k k k kE E k Edt

− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.1-1) 

 

不過我們將原有的速率係數形式
sin( )

  
ijd A t

i j i jk h e ω= 改為下式 

 

   sin( )i j i j i jk h d A tω=  (3.1-2) 

 
也就是去除指數項以觀察此系統之狀態解是否可以導致類似於在第二章各狀態

間產生淨流量之效果。 
 
將(3.1-2)代入(3.1-1)式可得 

 

31 31 01 112 12 13 13 31 31 21 21 31 31

12 12 32 32 21 21 23 23 32 322 2 32 32 0

( )1
( )sin( )

h d EE Eh d h d h d h d h dd
h d h d h d h d h dE E h d EA t dtω

− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  
 (3.1-3) 
 

下面我們可以將狀態濃度分為點源項 1 2,s sE E 以及非點源項 * *
1 2,E E ： 

 

31 31 0 21 21 31 31

32 32 0 21 21 23 23 32 32* *
1 1 1 1

12 12 13 13 31 31 21 21 31 31

12 12 32 32 21 21 23 23 32 32

                     
                     ( )

( )
( )

s

h d E h d h d
h d E h d h d h d

E E E E
h d h d h d h d h d

h d h d h d h d h d

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦= + ≡ +
− + + −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦
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12 12 13 13 31 31 31 31 0

12 12 32 32 32 32 0* *
2 2 2 2

12 12 13 13 31 31 21 21 31 31

12 12 32 32 21 21 23 23 32 32

( )                      
                     

( )
( )

s

h d h d h d h d E
h d h d h d E

E E E E
h d h d h d h d h d

h d h d h d h d h d

− + + −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦= + ≡ +
− + + −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

 

  
 (3.1-4) 
 
且 1sE ， 2sE 為(3.1-3)點源解，亦即滿足 
 

1 31 31 012 12 13 13 31 31 21 21 31 31

12 12 32 32 21 21 23 23 32 32 2 32 32 0

( )
( )

s

s

E h d Eh d h d h d h d h d
h d h d h d h d h d E h d E

−− + + − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.1-5) 

 
而點源系統(2.2-15)加以變號後可寫為 
 

1 31 012 13 31 21 31

12 32 21 23 32 2 32 0

( )
( )

s

s

E k Ek k k k k
k k k k k E k E

−− + + − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.1-6) 

 

比較(3.1-5)和(3.1-6)式可看出兩者之間的差異為  i j i jh d 和 i jk 符號交換，在一般情

形下，可將(3.1-6)式之點源解(2.2-18)(2.2-19) (2.2-21)中之 i jk 係數換為   i j i jh d 即可

得(3.1-5)式新動力系統之點源解，此點源解顯然為定值。 
 
接著將(3.1-4)式代入(3.1-3)則 
 

* *
1 112 12 13 13 31 31 21 21 31 31
* *

12 12 32 32 21 21 23 23 32 322 2

( )1
( )sin( )

E Eh d h d h d h d h dd
h d h d h d h d h dA t dt E Eω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + −⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.1-7) 

 
並定義 

12 12 13 13 31 31 21 21 31 31

12 12 32 32 21 21 23 23 32 32

( )
( )

h d h d h d h d h d
h d h d h d h d h d

− + + −⎡ ⎤
≡⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

dH  (3.1-8) 

 
將 dH 矩陣對角化 
 

* *
1 11 1
* *

22 2

0
sin( )

0
d

d d
d

E Ed S S A t
dt E E

λ
ω

λ
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (3.1-9) 



 31

其中 idλ 為矩陣 dH 之特徵值且 dS 為特徵向量矩陣。 
 
利用線性變換引入行向量 dY 使得 
 

≡ -1 *
d dY S E ， ≡*

d dE S Y  (3.1-10) 

且
*
1
*
2

E

E

⎡ ⎤
≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

*E 。 

則由(3.1-10)，(3.1-9)式可化為 
 

sin( )id
id id

dY A t Y
dt

ω λ=  1,2i =  (3.1-11) 

 
在初始時間取為０條件下，(3.1-11)之解可以寫為 
 

0
(1 cos( ))sin( )

( ) (0) (0)
t id

id
A tA s ds

id id idY t Y e Y e
λ

ωλ ω
ω

−∫= =  (3.1-12) 

 

且定義
(1 cos( ))

( )
id A t

id t e
λ

ω
ωϕ

−
=  (3.1-13) 

 
由(3.1-4)(3.1-10)(3.1-12)(3.1-13)可將狀態濃度寫為下列形式 
 

*
1 11 1 111 12

*
21 222 2 2 22

s s

s s

E EE E c c
c cE E EE

ϕ
ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.1-14) 

 

其中 11 12

21 22

c c
c c
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

為常數矩陣，由初始條件和特徵向量矩陣 dS 決定之。 

由(3.1-13)(3.1-14)可知系統狀態濃度呈現週期震盪。 
 
接著考慮各狀態間之瞬時流量 j ，由(2.2-2)(2.2-4)(3.1-2)(3.1-14)知 
 

1 112 21 12 21
1

2 23 32 2 32 23 32 32 0
2

13 31 13 31 31 31 03 3

0 0
0

0 ( )

j Ek k k k
E

j k k E k k k k E
E

k k k k k k Ej E

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = + + −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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12 12 21 21
1 111 12

32 32 23 23 32 32 32 32 0
21 22 2 2

13 13 31 31 31 31 31 31 0

0
sin( )

( )

d s

d s

h d h d
Ec c

h d h d h d h d E A t
c c E

h d h d h d h d E

ϕ
ω

ϕ

⎛ − ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + + −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

  
 (3.1-15) 
 
(3.1-15)式點源部份所貢獻之瞬時流量為 
 

12 12 21 21
1

32 32 23 23 32 32 32 32 0
2

13 13 31 31 31 31 31 31 0

0
sin( )

( )

s

s

h d h d
E

h d h d h d h d E A t
E

h d h d h d h d E
ω

⎛ − ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 (3.1-16) 

 
上式可仿照(2.2-26)所討論之方法計算，並利用符號變換來得出其值。由於點源

解為定值，因此流量值的變化主要由 sin( )A tω 來決定。 
 
而(3.1-15)式非點源項的貢獻可寫為 
 

12 12 21 21
111 12

32 32 23 23 32 32
21 22 2

13 13 31 31 31 31

sin( )
( )

d

d

h d h d
c c

h d h d h d A t
c c

h d h d h d

ϕ
ω

ϕ

−⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥− + −⎣ ⎦

 (3.1-17) 

 

其值由
1

2

sin( )d

d

A t
ϕ

ω
ϕ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

和初始條件所決定之矩陣 11 12

21 22

c c
c c
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

得出。 

此時重寫 2.2 節所定義之平均流量 
 

0
( )

lim

T

iave
i T

j t dt
J

T→∞
= ∫  (3.1-18) 

 
且總流量可定義為 
 

0
( )

ttot
i iJ j s ds≡ ∫  (3.1-19) 

 



 33

利用(3.1-16)(3.1-17)所討論的點源項以及非點源項所貢獻的瞬時流量， tot
iJ 主要由

下面兩式之線性疊加決定其值 
 

0
sin( )

t
A s dsω∫  (3.1-20) 

 
和 

(1 cos( ))

0
sin( )

id A st
e A s ds
λ

ω
ω ω

−

∫  (3.1-21) 

 
亦即 

2 (1 cos( ))

0 0
1

sin( ) sin( )
jd A

st ttot
i ij i

j

J a e A s ds b A s ds
λ

ω
ω ω ω

−

=

= +∑∫ ∫  (3.1-22) 

其中 ija ， ib 為常數。 

接著分別計算(3.1-20)(3.1-21)式，(3.1-20)可化為 
 

0

2sin( ) (1 cos( ))
t A AA s ds tω ω

ω ω
= − ≤∫  (3.1-23) 

 
而(3.1-21)可化為 
 

(1 cos( )) cos( )

0 0
sin( ) ( cos( ))

id
id id

A
A As st t id

id

Aee A s ds e d s

λ
λ λωω ω
ω ω λω ω

λ ω
− −

= −∫ ∫  

cos( ) (1 cos( ))

0

1 1( 1) ( 1)
id

idid id

id id id

A t AA A
s te e e e

λ
2λλ λω ω ω ωω ω

λ λ λ

− −
= = − ≤ +  (3.1-24) 

 
根據(3.1-23)(3.1-24)式可將(3.1-22)式化為 
 

2 2(1 cos( ))

1 1

2( 1) (1 cos( )) ( 1) .
idid

id id

AA tij ijtot i i
i

j j

a ab A b AJ e t e Const
2λλ

ω ωω ω
λ ω λ ω

−

= =

= − + − ≤ + + =∑ ∑  

 (3.1-25) 
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由(3.1-25)可得總流量小於一個定值，再將結果代入(3.1-18)式中可以得出平均流

量 ave
iJ 為０，即無法持續性的流動。從這裡也可以知道如果將化學速率係數中的

指數項去除，則這個動力系統將無法提供淨方向平均流量，因此指數項對提供淨

方向流動有著不可或缺的效果。 
 
接著我們一樣可以用程式模擬的結果來對照我們所計算的結果，我們所取的參數

值為 Table3.1 而符號如同 Fig2.2，並且我們將對應的速率係數換為(3.1-2)式，而

外加電場頻率取為 1kHz，電場振幅取為 1V/cm。 
 

ik  1k  1k−  2k  2k−  3k  3k−  4k  4k−  

ih (1/ )s  40 60 25.7 12 7 20 20 10 

id ( / )cm V  0 0 -2 -3 0 0 4 -2 
 

Table3.1 不含指數項之化學速率係數數值 
 

 
 Fig3.1 不含指數項系統狀態解的酵素濃度變化 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 
從 Fig3.1 可看出系統狀態解完全呈現週期震盪而沒有像 2.4 節 Fig2.8 的系統狀態

具有趨向系統點源的馳豫時間，也沒有各態之間相位分離的現象。符合我們

(3.1-13) (3.1-14)後的討論。接著我們可以看一下這個系統的總流量變化，如圖

Fig3.2 所示。 
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 Fig3.2 不含指數項系統狀態解的總流量變化 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 
從 Fig3.2 可看出這個系統總流量呈現週期震盪，反應並沒有往某個方向進行的趨

勢，其平均流量即為圖中之斜率，可看出為０，符合我們我們(3.1-25)式後的討

論。所以根據本節的討論以及電腦模擬的結果，要使系統產生淨平均流量，化學

速率係數中的指數項是不可或缺的。 
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3.2 化學速率係數中 d 都相同的情形 
 
 
在前面一節我們考慮了如果化學速率係數不含指數項的情形，其結果是沒有指數

項時則系統無法產生淨平均流量，而這一節我們將討論原來含指數項的動力系

統，但把化學速率係數中受電場影響的權重取為等值，亦即系統具有對稱性，並

且用計算和模擬的方法來探討這個系統的狀態濃度以及平均流量。 
 
我們重新考慮一個三階系統： 
 

31 01 112 13 31 21 31

12 32 21 23 322 2 32 0

( )
( )

k EE Ek k k k kd
k k k k kE E k Edt

− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.2-1) 

 
其中 
 

sin( )ijd A t
ij ijk h e ω=  (3.2-2) 

 

速率係數受電場影響的權重相同，亦即考慮 .ijd Const d= ≡ 的特殊情形 

sin( )dA t
ij ijk h e ω=  (3.2-3) 

 

從物理上的角度來說，此時系統中所有化學速率係數受外加電場的影響皆相同，

亦即此時系統中受電場影響是對稱的。接著我們開始解系統狀態方程，利用(3.2-3)

式可將(3.2-1)式化為 

 

31 01 112 13 31 21 31 sin( ) sin( )

12 32 21 23 322 2 32 0

( )
( )

dA t dA th EE Eh h h h hd e e
h h h h hE E h Edt

ω ω− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

31 01 112 13 31 21 31
sin( )

12 32 21 23 322 2 32 0

( )1
( )dA t

h EE Eh h h h hd
h h h h hE E h Ee dtω

− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⇒ = + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
 (3.2-4) 
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下面我們可以將狀態濃度分為點源項 1 2,s sE E 以及非點源項 * *
1 2,E E ： 

 

31 0    31 21

32 0 21 23 32* *
1 1 1 1

12 13 31 31 21

32 12 21 23 32

 
           

s

h E h h
h E h h h

E E E E
h h h h h

h h h h h

−
+ +

= + ≡ +
+ + −
− + +

 

 

12 13 31 31 0

12 32 32 0* *
2 2 2 2

12 13 31 31 21

32 12 21 23 32

           
           

s

h h h h E
h h h E

E E E E
h h h h h

h h h h h

+ +
−

= + ≡ +
+ + −
− + +

 (3.2-5) 

 
且 1sE ， 2sE 為(3.2-4)點源解，亦即滿足 
 

1 31 012 13 31 31 21

32 12 21 23 32 2 32 0

s

s

E h Eh h h h h
h h h h h E h E
+ + − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (3.2-6) 

 

利用 2.2 節所得知結果，亦可將 1 2 3, ,s s sE E E 分別寫為 1
0

( 0)
( 0)

g t E
F t

=
=

， 2
0

( 0)
( 0)

g t E
F t

=
=

，

3
0

( 0)
( 0)

g t E
F t

=
=

。接著將(3.2-5)式代入(3.2-4)則 

 

* *
1 112 13 31 21 31 sin( )
* *

12 32 21 23 322 2

( )
( )

dA tE Eh h h h hd e
h h h h hdt E E

ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + −⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.2-7) 

 
並定義 
 

12 13 31 21 31

12 32 21 23 32

( )
( )

h h h h h
h h h h h

− + + −⎡ ⎤
≡⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

H  (3.2-8) 

 
將 H 矩陣對角化 
 

* *
1 11 1 sin( )
* *

22 2

0
0

dA tE Ed S S e
dt E E

ωλ
λ

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3.2-9) 
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其中 iλ 為矩陣 H 之特徵值且S 為特徵向量矩陣。 
利用線性變換引入行向量 Y 使得 
 

≡ -1 *Y S E ， ≡*E SY  (3.2-10) 

且
*
1
*
2

E

E

⎡ ⎤
≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

*E  

 
則由(3.2-10)，(3.2-9)式可化為 
 

sin( )dA ti
i i

dY e Y
dt

ω λ=  1,2i =  (3.2-11) 

 
在初始時間取為０條件下，(3.2-11)之解可以寫為 
 

sin( )
0( ) (0)
t dA si e ds

i iY t Y e
ωλ ∫=  (3.2-12) 

 
且定義 
 

sin( )
0( )
t dA si e ds

i t e
ωλ

ϕ ∫=  (3.2-13) 

 
由(3.2-5)(3.2-10)(3.2-12)(3.2-13)可將狀態濃度寫為下列形式 
 

*
1 11 1 111 12

*
21 222 2 2 22

s s

s s

E EE E c c
c cE E EE

ϕ
ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.2-14) 

 

其中 11 12

21 22

c c
c c
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

為常數矩陣，由初始條件和特徵向量矩陣S 決定之。 

 

觀察(3.2-13)式，由於 sin( )

0

t dA se dsω∫ 恆為正值，且其值隨著時間 t 增加而發散，可知

iλ 的值將會決定(3.1-14)式系統之動力行為，此時討論矩陣 H 之特徵值，由於我

們所考慮的系統之 ijh 皆為正值，則由矩陣理論知 
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2

2 2
1

tr( ) i
i

λ×
=

=∑H  (3.2-15) 

2

2 2
1

det( ) i
i

λ×
=

=∏H  (3.2-16) 

 
則矩陣 H 特徵值之關係可由(3.2-15)(3.2-16)式得出 
 

12 23 31 21 32 13 1 2tr( ) 0h h h h h h λ λ= − − − − − − = + <H  (3.2-17) 
 

12 23 12 32 13 21 13 23 13 32 31 23 31 32 32 21 12 31 1 2det( ) 0h h h h h h h h h h h h h h h h h h λ λ= + + + + + + + + = >H
 (3.2-18) 
 
由於二次特徵方程式之解必為兩實根或是互為共軛虛根，則(3.2-17)(3.2-18)式可

知若為兩實根，則 1 2,λ λ 皆為負根；若互為共軛虛根則分別令兩根為 a bi+ ，a bi−

並帶入(3.2-17)式可得 0a < ，亦即兩根實部小於０。由此可知無論如何兩根之實

部必皆小於０，此結果使得(3.2-13)式在時間無限長趨於平衡態時 ( )i tϕ 趨近於 0，

也使得(3.2-14)系統狀態濃度 1 2,E E 趨於 1 2,s sE E 點源項而不會發散。而本系統點源

項為定值，因此系統狀態濃度亦將趨於定值。 
 
接著考慮各狀態間之瞬時流量 j ，由(2.2-2)(2.2-4)(3.2-3)(3.2-14)可得 
 

1 112 21 12 21
1

2 23 32 2 32 23 32 32 0
2

13 31 13 31 31 31 03 3

0 0
0

0 ( )

j Ek k k k
E

j k k E k k k k E
E

k k k k k k Ej E

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = + + −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

12 21
1111 12 sin( )

32 23 32 32 0
21 22 2 2

13 31 31 31 0

0

( )

s dA t

s

h h
Ec c

h h h h E e
c c E

h h h h E

ωϕ
ϕ

⎛ − ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

  

 (3.2-19) 
 
其中(3.2-19)式點源部份可用(2.2-26)所討論之方法得出 
 

12 21
1 sin( ) sin( )0

32 23 32 32 0
2

13 31 31 31 0

0 1
( 0)1
( 0)

( ) 1

s dA t dA t

s

h h
E j t Eh h h h E e e
E F t

h h h h E

ω ω
+

⎛ − ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤ =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ =⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

 (3.2-20) 
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其中 ,j F+ 定義如同 2.2 節，又因我們所考慮的化學系統必須符合

12 23 31 21 32 13( 0) 0j t h h h h h h+ = = − = (detailed balance)，因此(3.2-20)式等於 0，亦即點

源項對於瞬時流量沒有貢獻。則剩下非點源項的貢獻可寫為 
 

1 12 21
111 12 sin( )

2 32 23 32
21 22 2

13 31 313 ( )

dA t

j h h
c c

j h h h e
c c

h h hj

ωϕ
ϕ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.2-21) 

其值由 1 sin( )

2

dA te ωϕ
ϕ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

和初始條件所決定之矩陣 11 12

21 22

c c
c c
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

得出。 

此時重寫 2.2 節所定義之平均流量 
 

0
( )

lim

T

iave
i T

j t dt
J

T→∞
= ∫  (3.2-22) 

 
且總流量可定義為 
 

0
( )

ttot
i iJ j s ds≡ ∫  (3.2-23) 

 

利用(3.2-21)， tot
iJ 主要由下式之線性疊加決定其值 

 

sin( )

0

t dA s
ie dsωϕ∫  (3.2-24) 

 
亦即 

2
sin( )

 0
1

ttot dA s
i i j j

j

J a e dsωϕ
=

=∑ ∫  (3.2-25) 

 

其中 ija 為常數。 

並定義 
 

sin( )

0
( )

t dA sx t e dsω= ∫  (3.2-26) 
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由(3.2-13)(3.2-26)可將(3.2-24)化為 
 

sin( ') sin( )
0 0

( )' ( )sin( )

0 (0)
0

1 1 1 ( 1)
s tdA s dA s

ii ii i

i

s t
t x te ds e dsx x sdA s

ix
i i is

e e ds e d x e e
ω ωλλ λλ λω

λ
λ

λ λ λ

=

=

∫ ∫= = = −∫ ∫

 (3.2-27) 
 
但是如同前面的結論，我們考慮的系統特徵值 iλ 的實部皆為負值 
 
因此 t →∞時(3.2-27)式變為 
 

sin( )
0

1 1( 1)
t dA s

i e ds

i i

e
ωλ

λ λ
∫ − → −  (3.2-28) 

 
從而(3.2-25)式變為 
 

2

1

lim ijtot
it j j

a
J

λ→∞
=

= −∑  (3.2-29) 

 

再將此式代入平均流量(3.2-22)式中得出 ave
iJ 為０，即無法持續性的流動。從這裡

可以知道如果化學速率係數受外加電場影響的權重都相同時，亦即保持系統的對

稱性時，則這個系統無法提供淨方向平均流量，因此也可以說系統能夠存在淨平

均流量是因為對稱性被破壞所導致。 
 
接著我們一樣可以用程式模擬的結果來對照我們所計算的結果，我們所取的參數

值為 Table3.2，和 Table2.1 所不同的地方在於我們將 d 值全部取為 1 而符號如同

Fig2.2 所示，並且我們將對應的速率係數換為(3.1-2)式，而外加電場頻率取為

1kHz，電場振幅取為 1V/cm。 
 
 

ik  1k  1k−  2k  2k−  3k  3k−  4k  4k−  

ih (1/ )s  40 60 25700 12000 70 200 20 10 

id ( / )cm V  1 1 1 1 1 1 1 1 
 

Table3.2 受電場影響相同之化學速率係數數值 
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 Fig3.3 受電場影響相同系統狀態解的酵素濃度變化 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 
從 Fig3.3 可看出系統不像 2.4 節 Fig2.8 的系統狀態具有類似週期震盪的形式，而

是直接逼近於系統不動點源，這一點符合我們(3.2-13)(3.2-14)式後的討論，接著

我們可以看一下這個系統的總流量變化，如圖 Fig3.4 所示。 
 

 
 Fig3.4 受電場影響相同系統狀態解的總流量變化 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 1V/cm。 

 
從 Fig3.4 可看出總流量幾乎沒有變化，而且也沒有週期性的震盪，並且由途中斜

率可以看出系統幾乎沒有淨平均流量，符合我們(3.2-29)式後的討論。所以根據
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本節的討論以及電腦模擬的結果，要使系統產生淨平均流量的條件是必須破壞化

學系統的對稱性，亦即各方向速率係數受到電場影響的權重必須不完全相同。本

章目前主要探討了指數項和系統的非對稱性對系統傳輸的影響，我們將在第四章

利用傅立葉級數展開的方式，探討在受電場影響權重不同而外加電場為較小振幅

時，系統狀態以及平均流量的變化情形。 
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Chap4 傅立葉級數展開求解 
 
4.1 傅立葉級數展開(Fourier series expansion) 
 
在第二章我們知道在 0E ， A ，ω 都不大的情形下可以利用點源解來逼近系統狀

態解，第三章中也討論了一些系統狀態解的特殊情形，接著我們運用 R. Dean 
Astumian 和 Baldwin Robertson 所使用的傅立葉級數展開法來求解系統狀態

[8][9]。由於本文所討論之動力系統外加場具有週期特性，因此我們將運用傅立

葉級數展開狀態濃度，並且帶入系統動力方程式比對各項並求得係數。 
 
首先重新寫下三階系統動力方程式： 
 

31 01 112 13 31 21 31

12 32 21 23 322 2 32 0

( )
( )

k EE Ek k k k kd
k k k k kE E k Edt

− + + − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (4.1-1) 

 
其中 

 cos( )
  

i jd A t
i j i jk h e ω=  (4.1-2) 

 
符號意義如同前面章節所述。 
如果我們將三階系統推廣至 n 階系統，可將系統動力方程(4.1-1)寫為下列形式： 
 
d
dt

= +
E ME N  (4.1-3) 

 
其中  ,  E N 皆為 n-1 階行向量， M 為 n-1 階方陣。 
由於我們要將系統狀態以傅立葉級數的形式帶入比對係數，因此必須將 M，N 中

所含之  cos( )
  

i jd A t
i j i jk h e ω= 以簡諧波的形式展開，此處我們利用 Modified Bessel 

function nI 來展開  cos( )i jd A te ω [10]，其展開形式為： 

 

cos( ) ( ) cos( )x t
n

n

e I x n tω ω
∞

=−∞

= ∑  (4.1-4) 

其中 
2

0

1( ) ( )
!( )! 2

s n
n

s

xI x
s s n

∞
+

=

=
+∑ , | | 2x <  (4.1-5) 
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在 | | 2x ≥ 時 ( )nI x 將會發散。 
由(4.1-5)可知 
 

( ) ( )n nI x I x−=  (4.1-6) 
 
再由(4.1-6)將(4.1-4)式寫為 
 

0
1

( ) cos( ) ( ) 2 ( ) cos( )n n
n n

I x n t I x I x n tω ω
∞ ∞

=−∞ =

= +∑ ∑  (4.1-7) 

 
利用(4.1-7)可將(4.1-2)化為下式 
 

 cos( )
   0    

1

( ) 2 ( ) cos( )i jd A t
i j i j i j i j i j n i j

n

k h e h I d A h I d A n tω ω
∞

=

= = + ∑  (4.1-8) 

 

因為在  2i jd A > 時  ( )n i jI d A 將會發散，因此我們所考慮的外加場振幅 A 以及系統

參數  i jd 都不能太大。 

以三階系統為例，可將其系統方程中矩陣 M 展開如下式： 
 

12 13 31 21 31

12 32 21 23 32

( )
( )

k k k k k
k k k k k

− + + −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

M  

 
13 31 3112 21

32 23 3212 21

cos( ) cos( ) cos( )cos( ) cos( )
12 13 31 21 31

cos( ) cos( ) cos( )cos( ) cos( )
12 32 21 23 32

( )
( )

d A t d A t d A td A t d A t

d A t d A t d A td A t d A t

h e h e h e h e h e
h e h e h e h e h e

ω ω ωω ω

ω ω ωω ω

⎡ ⎤− + + −
= ⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

 

 

12 0 12 13 0 13 31 0 31 21 0 21 31 0 31

12 0 12 32 0 32 21 0 21 23 0 23 32 0 32

( ( ) ( ) ( )) ( ) ( )
( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))

h I d A h I d A h I d A h I d A h I d A
h I d A h I d A h I d A h I d A h I d A

− + + −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

 

 

12 1 12 13 1 13 31 1 31 21 1 21 31 1 31

12 1 12 32 1 32 21 1 21 23 1 23 32 1 32

( ( ) ( ) ( )) ( ) ( )
2 cos( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
h I d A h I d A h I d A h I d A h I d A

t
h I d A h I d A h I d A h I d A h I d A

ω
− + + −⎡ ⎤

+ ⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦
 

 

22 ( ( )) cos(2 ) ...I x tω+ +O  
 

0 1 22 cos( ) 2 cos(2 ) ...t tω ω≡ + + +M M M  (4.1-9) 

式中 nM 矩陣具有 ( )n ijI d A 的因次且 =n n−M M 之特性。 
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因此 M 矩陣寫為矩陣級數展開形式即為 
 

0
1

cos( ) 2 cos( )n n
n n

n t n tω ω
∞ ∞

=−∞ =

= = +∑ ∑M M M M  (4.1-10) 

 
同理(4.1-10)式之結果亦可套用至 n 階系統之上。 
 
而 n 階行向量 N 亦可化簡為 
 

0
1

2 cos( )n
n

n tω
∞

=

= + ∑N N N  (4.1-11) 

 

至此我們已經把 M , N 中之  cos( )
  

i jd A t
i j i jk h e ω= 項用簡諧波的形式展開，於是可將系

統狀態解用傅立葉級數展開如下式： 
 

[ ]
0

cos( ) sin( )m m
m

m t m tω ω
∞

=

= +∑E A B  (4.1-12) 

 
其中ω 即為外加場週期。 
 
並將(4.1-10)(4.1-11)(4.1-12)代入系統動力方程(4.1-3)中 
 

[ ] [ ]
1 0

cos( ) sin( ) cos( ) cos( ) sin( )m m n m m
m n m

m m t m t n t m t m tω ω ω ω ω ω
∞ ∞ ∞

= =−∞ =

⎡ ⎤− = +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑B A M A B

0
1

2 cos( )n
n

n tω
∞

=

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑N N   

 (4.1-13) 
 
接著我們利用積化和差合併三角函數項： 
 

[ ] [ ]
1 0

1cos( ) sin( ) [ cos( ) cos( )
2m m n m

m n m

m m t m t m n t m n tω ω ω ω ω
∞ ∞ ∞

= =−∞ =

− = + + − +∑ ∑ ∑B A M A  

 

[ ] 0
1

sin( ) sin( ) ] 2 cos( )m n
n

m n t m n t k tω ω ω
∞

=

⎡ ⎤+ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑B N N   

 (4.1-14) 
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重新改寫下標 n 為 k： 
 

[ ]
1 0

1cos( ) sin( ) ( )[ cos( ) sin( )]
2m m k m m k m m

m k m

m m t m t k t k tω ω ω ω ω
∞ ∞ ∞

− −
= =−∞ =

− = + + +∑ ∑ ∑B A M M A B  

0
1

2 cos( )k
k

n tω
∞

=

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑N N   

 (4.1-15) 
 

為了化簡(4.1-15)式我們定義
0

( )[ cos( ) sin( )]k m m k m m
k m

I k t k tω ω
∞ ∞

− −
=−∞ =

≡ + +∑ ∑ M M A B  

並討論其餘弦部分 cos
0

( ) cos( )k m m k m
k m

I k tω
∞ ∞

− −
=−∞ =

≡ +∑ ∑ M M A 和正弦部份

sin
0

( ) sin( )k m m k m
k m

I k tω
∞ ∞

− −
=−∞ =

≡ +∑ ∑ M M B 在 0k = , 0k > , 0k < 三種情形下的取值： 

 

cos ( 0)I k = ： 
0

2 m m
m

∞

=
∑M A  (4.1-16) 

 

cos ( 0)I k > ： 
 

利用 | |=k m m k k m− − −=M M M ，則 

| |
1 0 1 0

( )[ cos( )] 2 [ cos( )]k m m k m k m m
k m k m

k t k tω ω
∞ ∞ ∞ ∞

− − −
= = = =

+ =∑∑ ∑∑M M A M A  

 (4.1-17) 
 

cos ( 0)I k < ： 
 
同理，利用 M 矩陣之特性以及 cos( ) cos( )k t k tω ω= − ，可得 

1 0 1 0

( )[ cos( )] ( )[ cos( )]k m m k m k m m k m
k m k m

k t k tω ω
−∞ ∞ ∞ ∞

− − + +
=− = = =

+ = +∑∑ ∑∑M M A M M A  

 (4.1-18) 
 
合併(4.1-16)(4.1-17)(4.1-18)式可得 

| |
0 0 1 0

( )[ cos( )] 2 2 ( )[ cos( )]k m m k m m m k m m k m
k m m k m

k t k tω ω
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

− − − +
=−∞ = = = =

+ = + +∑ ∑ ∑ ∑∑M M A M A M M A  

  
 (4.1-19) 
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sin ( 0)I k = ： 0  (4.1-20) 
 

sin ( 0)I k > :： 
 

| |
1 0 1 0

( )[ sin( )] 2 [ sin( )]k m m k m k m m
k m k m

k t k tω ω
∞ ∞ ∞ ∞

− − −
= = = =

+ =∑∑ ∑∑M M B M B  

 (4.1-21) 
 

sin ( 0)I k < ： 
 
和餘弦部分不同之處在於 sin( ) sin( )k t k tω ω− = − 。 
 

1 0 1 0

( )[ sin( )] ( )[ sin( )]k m m k m k m m k m
k m k m

k t k tω ω
−∞ ∞ ∞ ∞

− − + +
=− = = =

+ = − +∑∑ ∑∑M M B M M B  

 (4.1-22) 
 
合併(4.1-20)(4.1-21)(4.1-22)式可得 
 

| |
0 1 0

( )[ sin( )] 2 ( )[ sin( )]k m m k m k m m k m
k m k m

k t k tω ω
∞ ∞ ∞ ∞

− − − +
=−∞ = = =

+ = −∑ ∑ ∑∑M M B M M B  

 (4.1-23) 
 
將(4.1-19)(4.1-23)式代入系統動力方程(4.1-15)中，整理可得 
 

[ ] 0
1 0 1

cos( ) sin( ) 2 cos( )k k m m k
k m k

k k t k t k tω ω ω ω
∞ ∞ ∞

= = =

⎡ ⎤− = + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑B A M A N N  

 

| | | |
1 0

[( ) cos( ) ( ) sin( )]k m m k m k m m k m
k m

k t k tω ω
∞ ∞

− + − +
= =

+ + + −∑∑ M M A M M B  

 (4.1-24) 
 

若將(4.1-24)式兩邊對時間積分一個週期
2T π
ω

= 化簡可得 

 

0
0

0m m
m

∞

=

+ =∑M A N  (4.1-25) 
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將(4.1-24)同乘 cos( ' )k tω 後兩邊對時間積分一個週期 ( 'k 為整數)可得 
 

| |
0

( ) 2k k m m k m k
m

kω
∞

− +
=

= + +∑B M M A N  (4.1-26) 

 
將(4.1-24)同乘 sin( ' )k tω 後兩邊對時間積分一個週期 ( 'k 為整數)可得 
 

| |
0

( )k k m m k m
m

kω
∞

− +
=

− = −∑A M M B  (4.1-27) 

 
有了(4.1-25)(4.1-26)(4.1-27)三式後，我們已經得出了傅立葉展開式的各項系數，

但是要進一步的化簡則需要一些其他的條件，後面兩節我們分別探討在外加電場

振幅很小以及頻率很大的兩種情形。 
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4.2 外加交流電場振幅很小的近似 
 
上一節我們已經得出了各項傅立葉展開係數(4.1-25)(4.1-26)(4.1-27)三式，這一節

將針對外加電場振幅 A 很小的情形，做進一步的化簡。由(4.1-9)知 nM , nN 矩陣皆

具有 ( )n ijI d A 的因次，又由(4.1-5)式可知 2( ) ( ) ( )n n
n ij ijI d A d A O A += + ，在 A 很小時

( )n ijI d A 主要取值於振幅的 n 次方，即 nA 的因次，因此 nM , nN 矩陣皆為 nA 的因

次，又由(4.1-10)(4.1-11)： 
 

0
1

cos( ) 2 cos( )n n
n n

n t n tω ω
∞ ∞

=−∞ =

= = +∑ ∑M M M M  (4.1-10) 

 

0
1

2 cos( )n
n

n tω
∞

=

= + ∑N N N  (4.1-11) 

 
可知，M , N 矩陣的級數展開 nM , nN 即為簡諧波 cos( )n tω 的振幅，又 nM , nN 矩陣

皆為 nA 的因次，由此可知在外加場振幅不大的情況下，頻率越高的簡諧波其振

幅就越小。由於我們所考慮的系統耗散很快，因此系統狀態方程解 E 之簡諧波也

具有 M , N 矩陣相同的特性，亦即 E 之簡諧波振幅 mA mB 也具有 mA 之因次，便可

將(4.1-25)(4.1-26)(4.1-27)三式比對係數後化為 
 

0 0 0 0+ =M A N  (4.2-1) 
 

1

0 0
1

2 2
k

k k k k m m k
m

kω
−

−
=

= + + +∑B M A M A M A N  (4.2-2) 

 
1

0
1

k

k k k m m
m

kω
−

−
=

− = +∑A M B M B  (4.2-3) 

由(4.2-1)可知 
 

1
0 0 0

−= −A M N  (4.2-4) 

 
將(4.2-2)代入(4.2-3)中可得 kA 之關係式 
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1

0 0 1
1

0
1

2 2
k

k k k m m k k
m

k k m m
m

k
k

ω
ω

−

− −
=

−
=

+ + +
⇒ − = +

∑
∑

M A M A M A N
A M M B  

1 1
2 2 2
0 0 0 0

1 1

( ) 2 ( )
k k

k k k k m m k m m
m m

k kω ω
− −

− −
= =

⇒ − + = + + +∑ ∑M A M M A N M M A M B  

1 1
2 2 2 1
0 0 0 0

1 1

( ) 2 ( )
k k

k k k k m m k m m
m m

k kω ω
− −

−
− −

= =

⎡ ⎤⇒ = − + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑A M M M A N M M A M B

 (4.2-5) 
 
將(4.2-3)代入(4.2-2)中可得 kB 之關係式 
 

1

0 1
1

0 0
1

2 2

k

k k m m k
m

k k k m m k
m

k
k

ω
ω

−

− −
=

−
=

+
⇒ = − + +

∑
∑

M B M B
B M A M M A N  

1 1
2 2 2
0 0 0

1 1

( ) 2 ( )
k k

k k k k m m k m m
m m

k k kω ω ω
− −

− −
= =

⇒ + = + − +∑ ∑M B M A N M M B M A  

1 1
2 2 2 1
0 0 0

1 1

( ) 2 ( )
k k

k k k k m m k m m
m m

k k kω ω ω
− −

−
− −

= =

⎡ ⎤⇒ = + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑B M M A N M A M M B

 (4.2-6) 
 
(4.2-4)(4.2-5)(4.2-6)三式可決定外加場不大的時候系統狀態由傅立葉級數展開之

係數。 
 
由(4.2-4)(4.2-5)得 1A 為 
 

2 2 1 1
1 0 0 1 1 0 0( ) 2 ( )ω − −⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦A M M N M M N  (4.2-7) 

 
由(4.2-4)(4.2-6)得 1B 為 
 

2 2 1 1
1 0 1 1 0 0( ) 2 ( )ω ω− −⎡ ⎤= + −⎣ ⎦B M N M M N  (4.2-8) 

有了傅立葉展開係數後便可以計算相對應的平均流量，由第二章所討論的瞬時流

量矩陣(2.2-4)： 
 

1 112 21

2 23 32 2

13 313 3

0
0

0

j Ek k
j k k E

k kj E

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

AE  (2.2-4) 
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由於(4.1-1)式僅有 1E , 2E 狀態濃度，且 A 這個符號可能和前面傅立葉係數之餘弦

振幅混淆，因此利用 1 2 3 0E E E E+ + = 關係將(2.2-4)改寫為 
 

1
1 112 21 12 21

2
23 32 32 32 23 32 02 2

3

0 0
0

E
j Ek k k k

E
k k k k k k Ej E

E

⎡ ⎤
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = = + ≡ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

j PE Q

 (4.2-9) 
 
而 3j 則可先由 1 2 3 0E E E E+ + = 解得 3E 後代入(2.2-4)得之。 
則平均流量即為 
 

0

T

ave
dt

T
= ∫

j
J  (4.2-10) 

且
2T π
ω

= ，ω 為外加場振幅。 

 
(4.2-9)(4.2-10)的結果同樣也可以套用至 n 階系統當中，其中 P 為 n-1 維矩陣，

j , E ,Q , J 均為 n-1 維行向量。 
 
下面我們將計算系統之平均流量。仿照先前利用 Modified Bessel function 展開

 cos( )i jd A te ω
的作法，可分別將 P ,Q 展開為 

 

0
1

cos( ) 2 cos( )n n
n n

n t n tω ω
∞ ∞

=−∞ =

= = +∑ ∑P P P P  

0
1

cos( ) 2 cos( )n n
n n

n t n tω ω
∞ ∞

=−∞ =

= = +∑ ∑Q Q Q Q  (4.2-11) 

 
以及系統狀態解之傅立葉級數展開 
 

[ ]
0

cos( ) sin( )m m
m

m t m tω ω
∞

=

= +∑E A B  (4.1-12) 

 
將(4.1-12)(4.2-11)式代入(4.2-9)中，得 
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[ ]0 0
1 0 1

( 2 cos( )) cos( ) sin( ) 2 cos( )n m m n
n m n

n t m t m t n tω ω ω ω
∞ ∞ ∞

= = =

= + + + +∑ ∑ ∑j P P A B Q Q  

 (4.2-12) 
 
仿照(4.1-24)式的化簡方式，可將(4.2-12)寫為 
 

0 | | | |
0 1 1 0

2 cos( ) [( ) cos( ) ( ) sin( )]m m k k m m k m k m m k m
m k k m

j k t k t k tω ω ω
∞ ∞ ∞ ∞

− + − +
= = = =

⎡ ⎤= + + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∑P A Q Q P P A P P B

 (4.2-13) 
 
接著對(4.2-13)式兩邊同時對時間積分一個外加場週期後除以該週期，亦即求其

一週期的平均值： 
 

0
0

m m
m

∞

=

= +∑J P A Q  (4.2-14) 

 

考慮外加場為小振幅的情形，仿照先前的討論， mP , mA 均有外加場振幅 mA 的因

次。若將平均流量 J 的值考慮至外加場振幅的二次項，則(4.2-14)可寫為 
 

0 0 1 1 0= + +J P A P A Q  (4.2-15) 
 
此時 0A 部分需考慮至外加場振幅之二次項，由(4.1-25)式可得 
 

0 0 0 1 1 0
0

0 0m m
m

∞

=

+ = + + =∑M A N M A M A N∼  

1
0 0 1 1 0( )−⇒ = − +A M M A N  (4.2-16) 

 
接著將(4.2-16)所得之 0A 以及 1A 項係數 

2 2 1 1
1 0 0 1 1 0 0( ) 2 ( )ω − −⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦A M M N M M N  (4.2-7) 

代入(4.2-15)式中 
 

1
0 0 1 1 0 1 1 0( )−= − + + +J P M M A N P A Q  

1 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1( )− −= − + −Q P M N P P M M A  

1 1 2 2 1 2 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0( )( ) 2 ( )ω− − − − −= − + − + −Q P M N P M M P M M M N M M N  
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2 2 1 2
0 0 1, 0( )ω ωω −

=∞ =≡ + +J W M M A  (4.2-17) 

 
其中 
 

1
0 0 0 0ω

−
=∞ ≡ −J Q P M N  (4.2-18) 

 

ω=∞J 之意義為外加場頻率ω 趨近無限大時，平均流量 J 的值。 
另外定義Ｘ行向量： 
 

1
1 0 0 1( )−≡ −W P P M M  (4.2-19) 

1 1
1, 0 0 1 1 0 02 ( )ω

− −
= ≡ − −A M N M M N  (4.2-20) 

1, 0ω=A 之意義為外加場頻率ω 趨近於０時 1A 振幅項的值。 

 

接著將 0M 矩陣對角化為 1−S DS ， D為 0M 之特徵值矩陣，S 為 0M 之特徵向量矩

陣，則式(4.2-17)可化為： 

2 2 1 2
0 0 1, 0( )ω ωω −

=∞ == + +J J W M M A  

1 2 1 2 1 1 2
1, 0( )ω ωω− − − −

=∞ =⇒ = + +J J W S D S S S S D SA  

1 2 2 1 2
1, 0( )ω ωω− −

=∞ =⇒ = + +J J WS D D SA  (4.2-21) 

 

並定義 1− ≡WS X ， 1, 0ω= ≡SA Y 。 

 
則(4.2-21)式可寫為 
 

2 2 1 2( )ω ω −
=∞= + +J J X D D Y  (4.2-22) 

 

此時我們定義 jλ 為 0M 矩陣之特徵值，並將(4.2-22)寫為求和形式： 
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21

, 2 2
1

n
j

i i ij j
j j

J J x yω

λ
λ ω

−

=∞
=

= +
+∑  (4.2-23) 

 

 
 Fig4.1 系統狀態解的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 0.1V/cm。 

 

 
 Fig4.2 傅立葉級數展開的酵素濃度震盪 
 此處外加電場頻率取為 1kHz，外加電場振幅取為 0.1V/cm。所取的級數 

 項為 A0,A1,B1。 
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接著我們用程式來模擬我們所計算的結果，我們所取的參數值幾乎同於

Table2.1，不同的地方在於我們將 d 值取為原來的十分之一，亦即將外加電場振

幅取值為 0.1V/cm，並取外加電場頻率為 1kHz，Fig4.1 為運用數值方法解得的系

統狀態，Fig4.2 則為利用傅立葉級數展開所求得的 0A ， 1A ，以及 1B 振幅項所畫

的圖。我們可以發現在小振幅下兩者的值十分接近，符合我們的預測。 
 

 
 Fig4.3 傅立葉級數展開法與電腦模擬的平均流量比較 
 J 為用傅立葉級數展開法所得之平均流量(各態的值皆相同)，J2、J3、J4  

 為電腦模擬所得的平均流量。此處外加電場振幅取為 0.1V/cm。 
 

接著我們比較傅立葉級數展開所得的平均流量方程式(4.2-23)和電腦模擬結果之

間的差異，並將外加場取值為 0.1V/cm，如 Fig4.3 所示。可以發現兩者所得的結

果相當接近，在外加電場頻率很高以及很低的時候，系統平均流量趨近於定值，

而且在頻率 1~10kHz 附近有最佳的傳輸效率。這符合實驗上所觀測到系統具有

最佳傳輸的效率。而 Fig4.3 中的誤差可以視為我們在將平均流量式級數展開時僅

僅考慮至振幅的二次項導致。 
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Chap5 結論與展望 
 
  從前面的研究可以得出，TEC 四階動力模型處在細節平衡(detailed balance)
下，外加電場可以破壞細節平衡使其產生環狀淨傳輸，而在外加交流電場振幅和

頻率都很小的情況下，我們可以用系統點源的解來逼近系統狀態解，不過系統點

源解解出的週期函數值雖然可以提供系統淨流動，但是這個流量並不會隨著外加

電場頻率變化，在實驗上符合在系統狀態處在外加電場低頻和小振幅極限下，系

統幾乎無法進行淨傳輸的情形。這樣的結果不僅僅可用於四階動力系統，還可以

將這些結果推廣至類似的生物和化學高階環狀系統之中；另外我們也探討了系統

化學速率系數去除指數項，以及各係數值受外加電場影響的權重為相同的特殊情

形，發現在這兩個系統之中沒有辦法產生淨平均流量，由於速率係數中去除指數

項後正弦函數在正負方向的所佔比例相同，因此可以說指數項破壞了系統正負方

向的對稱性，而各速率係數受電場影響權重不相同也可以說是另外一種形式的對

稱性破缺；也可以說，對稱性的破壞是引起系統產生淨傳輸的必要條件。最後我

們猜測系統狀態和外加電場一樣具有週期特性，因此運用傅立葉級數展開分析小

振幅下的系統狀態解，得到系統狀態在各簡諧波分量，並求出平均流量和外加電

場頻率之間的關係，從關係式中可以看出在外加電場頻率很大或是很小的時候，

系統的平均流量幾乎不隨頻率而變動，這不但符合實驗的結果，也符合當頻率很

低的時候，系統動力行為逼近系統點源解時，平均流量不隨頻率改變的結果。 
 
  除了上述的內容以外，TEC 模型或是其他類似的生物化學模型特性還有一

些問題可供研究。例如要如何安排速率係數的數值才能使系統產生順時針或逆時

針環流淨傳輸的問題，以及在外加電場振幅不太小的時候的系統狀態求解問題。

此外我們雖然獲得了外加電場小振幅下系統頻率和平均流量的關係式，但是如果

要求得系統的最佳效率傳輸的頻率仍然不易從矩陣的運算中直接求得，因此我們

期望能夠直接從速率係數的安排即可得出最佳傳輸效率的頻率。當然除了我們原

有動力系統的一些問題外，我們還可以考慮一些我們還沒有考慮過的效應，例如

系統狀態濃度不大的時候，這個時候狀態濃度的漲落也會影響到系統狀態以及淨

平均傳輸的效率，這個狀態濃度的漲落是平衡態時系統內部產生內在噪聲項；而

在生物系統中，能量常常是會跟系統外部做交換的，這個時候也會產生來自系統

外部的噪音，對應到我們的 TEC 模型時，我們可以把外加電場的部份加入不同

形式的噪聲項，例如高斯白噪聲或是 RTF 噪聲，來觀察系統的傳輸效率和信噪

比之間的關係。 
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附錄Ａ Master equation and Detaied balance condition 
 
在一般的化學系統中，由於反應物和受質的數量非常多，因此無法探討單一反應

物或受質的動力行為，而僅能探討各態間狀態機率(或稱狀態濃度)的動力行為，

而描述各態濃度變化的方程式我們稱之為 Master equation。 
首先我們寫下一狀態機率恆等式： 
 

( , ; , ) ( , | , ) ( , )n t t m t P n t t m t m tρ ρ+ = ++ +  (A-1) 
 

( , )m tρ 為在 t 時刻下系統處於 m 狀態的機率， ( , ; , )n t t m tρ ++ 為在 t 時刻時系統處

於 m 狀態且 t t+ ∆ 時刻處於 n 狀態之聯合機率， ( , | , )P n t t m t++ 為在 t 時刻處於 m
狀態下系統 t t+ ∆ 時刻處於 n 狀態之條件機率。 
 
而系統 t t+ ∆ 時刻下處於狀態機率 ( , )n t tρ ++ 和聯合機率 ( , ; , )n t t m tρ ++ 間又存在

下列關係： 
 

1

( , ) ( , ; , )
M

m

n t t n t t m tρ ρ
=

+ = +∑+ +  (A-2) 

 
此式意味著系統 t t+ ∆ 時刻處於 n 狀態機率，即為在 t 時刻時系統處於所有不同 m
狀態且 t t+ ∆ 時刻處於 n 狀態之聯合機率的總和，此處各狀態可以用數字標號表

示不同狀態，而 M 代表總狀態個數。 
 
由(A-1)(A-2)可得 
 

1

( , ) ( , | , ) ( , )
M

m

n t t P n t t m t m tρ ρ
=

+ = +∑+ +  (A-3) 

 
接著我們要得到 t 到 t t+ ∆ 時刻間狀態 n 的機率變化，進而求得其動力方程式。於

是我們利用(A-3)式來求出
( , )n t
t

ρ∂
∂

： 

 

0 0 1

( , ) ( , ) ( , ) 1lim( ) lim ( ( , | , ) ) ( , )
M

mnt t m

n t n t t n t P n t t m t m t
t t t

ρ ρ ρ δ ρ
→ →

=

∂ + −
= = + −

∂ ∑+ +

+ +
+ +

 

 (A-4) 
 
其中 mnδ 為 Kronecker delta。 
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而(A-4)中 ( , | , )P n t t m t++ 又可以表示為 

1

( , | , ) 1 ( ) ( ) ...
M

mn m l m n
l

P n t t m t t w t w t tδ → →
=

⎡ ⎤+ = − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑+ + +  (A-5) 

 
其中 ( )m nw t→ 為單位時間從 m 狀態轉移至 n 狀態之轉移機率，在化學上通常稱之

為速率係數。接著將(A-5)代入(A-4)式中，即可得 
 

[ ]
1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
M

m n n m
m

n t w t m t w t n t
t

ρ ρ ρ→ →
=

∂
= −

∂ ∑  (A-6) 

(Master equation) 
 
有了 Master equation 後，我們討論一種化學上常見的平衡狀態條件，稱之為細節

平衡條件(Detailed balance condition)，其意義為在時間趨於無限大時，不僅系統

各狀態濃度不再改變，且各態之間不存在瞬時淨流量，亦及該系統無法存在持續

性的流動。 
 
由(A-6)式可以定義從 m 狀態轉移至 n 狀態之瞬時淨流量 m nj → 為 
 

( ) ( , ) ( ) ( , )m n m n n mj w t m t w t n tρ ρ→ → →≡ −  (A-7) 
 
系統在平衡時各狀態間若不存在瞬時淨流量，則 
 

lim 0m nt
j →→∞

=  (A-8) 

 
又一般化學系統速率係數通常為常數，即 
 

( )m n m nw t w const→ →= =  (A-9) 
 
而系統處於平衡態時，狀態機率(濃度)不隨時變 
 

( ) lim ( , )s

t
n n tρ ρ

→∞
≡  (A-10) 

 
綜合(A-7)(A-8)(A-9)(A-10)式可得 Detailed balance condition： 
 

( ) ( )s s
m n n mw m w nρ ρ→ →=  (A-11) 
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附錄Ｂ 點源解平均流量不隨頻率改變之證明 
 

若瞬時流量具有週期 ( ) ( ( )j t j t Tω ω= + ) 且週期
2T
ω

=
π

，則平均流量 J 為 

 
2

0 0
( ) ( )

T
j t dt j t dt

J
T

ωω ω

ω
= =∫ ∫

π

2π
 (B-1) 

 
接著我們將平均流量 J 對頻率ω 偏微，以期求出兩者之間的變化關係 
 

2 2

0 0

0 0

(( ) ) ( )
2 2

( , ) ( , ) )lim lim

h

h h

j h t dt j t dt

J J h t J t h
h h

ω ωω ω

ω ω (ω ω
ω

+

→ →

+
−

∂ + − += =
∂

∫ ∫
π π

π π

 

0

0

( ) (( ) ) ( )
lim

2

h

h

h j h t dt j t dt

h

ω ωω ω ω ω+
0

→

+ + −
= ∫ ∫

2π 2π

π
 (B-2) 

 
再利用 hω � ， 0h → 可將(B-2)之積分上限化為 
 

2 3
2

2 (1 ( ) ( ) ( ) ...)
(1 )

h h h h
hhω ω ω ω ω ω ωω
ω

= = − + − + ≈ −
+ +

2π π 2π 2π 2π  (B-3) 

 
利用(B-3)可繼續將(B-2)化簡 
 

0

0

( ) (( ) ) ( )
lim

2

h

h

h j h t dt j t dt

h

ω ωωω ω ω ω
−

0

→

+ + −
⇒ ∫ ∫2

2π 2π 2π

π
 

2
20 0

0

( )( (( ) ) (( ) ) ) ( ) ( )
lim

2

h

h

h j h t dt j h t dt h h j t dt

h

ω ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω2
−

→

+ + − + − + −
=

∫ ∫ ∫
2π 2π 2π

π π

π
 

2
20 0

0

( )( ( (( ) ) ( )) (( ) ) ) ( )
lim

2

h

h

h j h t j t dt j h t dt h j t dt

h

ω ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω2
−

→

+ + − − + +
=

∫ ∫ ∫
2π 2π 2π

π π

π
 

 (B-4) 
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(B-4)中
2

2 (( ) )h j h t dtω

ω ω

ω2
−

+∫
2π

π π 部份可利用積分中值定理化簡。 

2
2 2

2(( ) ) (( ) )h
hj h t dt j hω

ω ω

ω ω ξ
ω2

−
+ = + ⋅ ⋅∫

2π

π π

π  (B-5) 

 

且 2

2 2 2[  ,  ]hξ
ω ω ω

∈ −
π π π

，則當 0h → , 2ξ
ω

=
π,可將(B-5)化為 

 

2 2 2

2 2( ) (2 ) (0)h h hj j jω
ω ω ω ω

⋅ ⋅ = ⋅ =
π π 2π 2π

π  (B-6) 

 
將(B-6)代入(B-4)中 � 
 

20 0

0

( (( ) ) ( )) 2( )( (0) ) ( )
lim

2h

j h t j th dt j j t dt
h

ω ωω ωω ω
ω

→

+ −
+ − +

⇒
∫ ∫
2π 2π

π

π
 

2 2

20 0

2 1(0) ( )

2

j dt j j t dtω ω ω
ω ω ω

ω

∂
− +

∂=
∫ ∫

π π
π

π
 

0 0

1(0) ( )
T Tj Tdt j j t dt

T

ω
ω ω ω
∂

− +
∂=

∫ ∫
 (B-7) 

 
接著我們要觀察系統瞬時流量 j 對頻率的偏微和對時間的偏微間存在的關係為

何，先以我們考慮的系統瞬時流量(3.1-27)來看 
 

0E jj
F

+

=  (3.1-27) 

 
分別對頻率和時間偏微分 
 

0 2( )

j FF jj E
F

ω ω
ω

+
+∂ ∂

−∂ ∂ ∂=
∂

 (B-8) 
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0 2( )

j FF jj t tE
t F

+
+∂ ∂

−∂ ∂ ∂=
∂

 (B-9) 

 

利用 j+ 的定義， 12 23 31 21 32 13( ) sin( ) ( ) sin( )
12 23 31 21 32 13 12 23 31( )d d d a t d d d a tj k k k k k k h h h e eω ω+ + + ++ = − = −  

，並分別對頻率和時間偏微： 
 

12 23 31 21 32 13( ) sin( ) ( ) sin( )
12 23 31 12 23 31 21 32 13cos( ) ( ( ) ( ))d d d a t d d d a tj h h h a t t e d d d e d d dω ωω

ω

+
+ + + +∂

= ⋅ ⋅ + + − + +
∂

 

 (B-10) 
 

12 23 31 21 32 13( ) sin( ) ( ) sin( )
12 23 31 12 23 31 21 32 13cos( ) ( ( ) ( ))d d d a t d d d a tj h h h a t e d d d e d d d

t
ω ωω ω

+
+ + + +∂

= ⋅ ⋅ + + − + +
∂

 

 (B-11) 
 
比對(B-10)(B-11)可得 
 

j t j
tω ω

+ +∂ ∂
=

∂ ∂
 (B-12) 

 
同理也對 F 偏微可得 
 

F t F
tω ω

∂ ∂
=

∂ ∂
 (B-13) 

 
將(B-12)(B-13)代入(B-8)(B-9)式後比對可得 
 

j t j
tω ω

∂ ∂
=

∂ ∂
 (B-14) 

 
(B-14)的關係代入(B-7)中 
 

0 0

1 1(0) ( )
T Tj Tt dt j j t dt

t
T

ω
ω ω ω

∂
− +

∂⇒
∫ ∫

 (B-15) 
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利用部分積分關係得到 
 

0 0 0 00
(0)

TT T T Tjt dt tdj tj jdt Tj jdt
t
∂

= = − = −
∂∫ ∫ ∫ ∫  (B-16) 

 
最後將(B-16)代回(B-15)式 
 

0 0

1 1( (0) ( ) ) (0) ( )
0

T TTTj j t dt j j t dt

T

ω ω
ω ω ω

− − +
⇒ =

∫ ∫
 

0J
ω
∂

⇒ =
∂

 (B-17) 

 
可以知道平均流量在點源系統中是不隨頻率變化的。 
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