
1 

第一章 緒論 

本章節描述本論文研究的背景、動機及目的及論文結構。 

1-1 研究背景 

資訊的蓬勃發展改變了我們教數學的方式，對學生而言不僅改變學習數學的目的，

也提供更快的達到目的地的工具，如繁複的計算已不再需要，繪製統計圖表的能力也可

以交給電腦。當然老師們也同樣是獲益者，可以藉由電腦來呈現一些較難說明的概念，

增強一些視覺化的呈現，減少抽象的憑空思考，提升學生的學習興趣，NCTM(National 

Council of Teachers of Mathematics)亦建議各層級的老師都應使用資訊科技來輔助教

學，但應適當的運用才能真正的發揮其最大的功效。 

NCTM 於課程改革中提出數學問題解決是學習的主要活動。教學的目的在於提供學

生數學討論、觀察的學習環境，並設計一系列的有意義的題目讓學生可以做充分的討論

及成果展現，學習如何提出問題，並能積極的投入困難問題的解決(Manuel Santos-Trigo, 

2004)。 

12 年一貫數學課程研究報告中提出函數是用來表徵量與量的關係，和現實世界適當

結合，以三角函數而言，它的重點應是週期函數的意涵，學生要知道振幅、週期、幅角

的概念，這部分我們較未強調。相對地來說，我們傳統上比較強調在三角恆等式，如和

差化積、積化和差的公式，這和其他國家正好相反。如由函數表徵現實世界的一貫性精

神來看，高中綱要可以增加這方面的說明。另三角函數與其他學科之連結並無著墨，是

否可以考慮納入聲波、光波…等疊合的現象作為外部連結(陳宜良等,2005)。 

於大陸普通高中數學課程標準中指出三角函數是刻劃現實世界的重要數學模型，學

生在實際生活中遇到大量的週期變化現象，如音樂的旋律、波浪、晝夜的交替、潮汐、

鐘擺的運動、交流電等，這些都是三角函數的實際背景。三角函數的實際背景與應用，

有助於學生認識到三角函數與實際生活的緊密聯繫，及解決實際問題中的廣泛應用，從

中感受數學的價值，學會用數學的思維方式去觀察、分析現實世界，去解決日常生活和

其他學科學習中的問題，發展數學應用意識。 
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1-2 研究動機及目的 

絕大部份的教師認為所參加的資訊融入教學培訓課程並無法幫助自己有效提升資

訊素養，資訊科技與領域教學整合之概念，更無法從參加培訓課程中獲得(何榮桂、藍

玉如，2000)。因培訓課程多由電腦專長人員來訓練且內容偏重電腦或軟體的操作使用，

缺乏如何針對教學工作有效使用資訊科技。但教師若能根據自己的教學需求來自行設計

教材可以與教學目標更密切的融合(林威昇，1999)。 

為了能落實資訊融入教學，利用電腦科技來改善數學教學，以期帶給學生更多視覺

化的學習，本論文採用數學簡報系統 MathPS 做為誘發學生從事有意義數學學習以達到

或延伸數學課程目標的電腦工具。這套系統以 Microsoft PowerPoint 為平台，加入繪圖

輔助及互動設計等數學教學所需的增益集，讓我們對 PowerPoint 中的物件掌握更有效

率。只要具有基本的資訊素養即可使用，這是對一般人而言是較為熟悉的環境、也容易

上手。在適當的時機加以應用，可提升數學教學中視覺化及動態效果的呈現，增進課堂

中師生互動的效果。另外搭配動態幾何軟體 GSP 的操作，這是一套具有計算與繪圖功

能的軟體，並可製作相關的動態按鈕；繪圖時以基本的點、線、圓的功能出發，利用基

本的幾何定義方式來構圖。 

三角形是所有多邊形的基本組成單元，邊長與角度的關係(邊角關係)則是三角函數

的主要內涵。但對大部分的高中生而言，三角函數往往是他們感到最為頭疼的數學領

域。因為三角函數使用了簡單的函數符號來做各種推論，雖然帶來了思考與運算上的便

捷，可是也將問題變的抽象而不直覺，使得學生往往看的一頭霧水，遲遲無法進入狀況。 

有鑑於此，本論文將透過 GSP 及 MathPS 的動態展示功能，來建構動態三角函數的

教學與學習環境。一方面，動態的展示可以提供給學生對於三角函數更為直觀的了解；

其次，藉由電腦的生動表現，可以彌補書本上只有靜態示意圖的缺憾。我們期望能夠藉

由這種方式，將三角函數學習的重點從「公式、定理的推導」轉移到「觀察函數的概念、

性質與圖形」。使學生能夠對三角函數有具體而圖形化的了解，進而打破他們對於三角

函數的恐懼心理。 

數學學習不僅要在數學基礎知識、基本技能、思維能力、運算能力、空間想像能力

等方面得到訓練和提高，而且在應用數學分析和解決實際問題的能力方面同樣需要得到

訓練和提高。而培養學生的分析和解決實際問題的能力必須要使學生學會提出問題並明

確探究方向，能夠運用已有的知識進行交流，並將實際問題抽象為數學問題、建立數學

模型，從而形成比較完整的數學知識結構。數學模型是數學知識與數學應用的橋樑，他
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能幫助學生探索數學的應用，產生對數學學習的興趣，培養學生的創新意識和實踐能

力，因此加強數學建模教學與學習對學生的智力開發具有深遠的意義(李莉，2006)。 

諾貝爾物理獎得主熱納(Pierre-Gilles de Gennes)提到所謂的「數學帝國主義」，所有

科學領域的入學考試，最後一定淪為數學測驗。不僅如此，數學近年來幾乎滲透到所有

學科，透過數學的操弄似乎加快了發展速度。因此增加數學與日常生活或其他學科的聯

繫，已是世界數學教育的趨勢。因此將數學建模的概念融入教學過程中，教師的角色已

不再是單純的教書，而是一位引導者，提供學生學數學、用數學的環境；學生也不再只

是坐在講台下聽課了，學習的過程中學生透過網路收集相關資料，發揮自己的創意想辦

法分析、解決問題，並藉由小組合作的過程學習溝通、討論的能力，是真正的去做到以

學生為中心的教學。 

現實問題中不同的變化規律需要不同的函數來刻畫，我們可以透過傅利葉級數 

(Fourier series)轉換，所有自然界所見的週期現象，乃至於影像和聲音，基本上都可以用

正弦和餘弦函數表達出來，故三角函數就是刻畫週期變化規律的數學模型。因此在三角

函數的教學上再融入數學建模的概念，利用潮汐問題與溫度變化現象，企圖引起學生的

學習興趣，讓學生能體驗三角函數的實用性。 
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1-3 論文結構 

本研究內容主要是利用動態幾何軟體 GSP 及數學簡報系統 MathPS ( Mathematic 

Presentation System ) 為設計平台，佐以數學建模的概念，進行高中數學中三角函數的學

習。主要架構如下： 

在第二章中，先做數學建模及視覺化學習的相關文獻探討，目的是了解其對數學學

習的意義與助益。 

在第三章以三角函數應用的例子（潮汐問題、溫度問題）引出在日常生活中隱藏的

三角函數，並融入數學建模的概念。 

在第四章中，則呈現一系列三角函數動態學習的環境，首先以 GSP 為主要工具從

三角函數最基本的弧度、角度說起，進而介紹畢氏定理與餘弦定理的相關性，並觀察

)sin( cbxay += 的振幅、週期的改變；再描繪
sin x

x
圖形，利用夾擠定理與 sinx 的切線斜

率證明
x 0

sin xlim =1
x→

，進而說明 f(x)=sinx 的微分為 f`(x)=cosx。 

其次改使用數學簡報系統 MathPS，以面積、正餘弦疊合、畢氏定理等不同的觀點

用圖說證明（Proof without words）的方式來看和角公式。以重複利用同一個圖推論出不

同的三角關係的概念，企圖把一些相近的公式、定理或概念作比較，讓學習者加深學習

印象，並可直覺的感受到這彼此之間的關連性，以便深入理解他們之間的關連。 
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第二章 文獻探討 

本章主要在探討我國高中數學課程標準與大陸普通高中數學課程標準中資訊

融入教學、數學建模等相關文獻探討。 

2-1 我國高中數學課程標準與大陸數學課程標準 

以下就我國高中數學課程標準與大陸普通高中數學課程標準在資訊融入教學

及三角函數學習相異部分做說明。 

陳宜良等(2005)於「中小學數學科課程綱要評估與發展研究」中指出，關於計算工具

的使用，大陸在第一學段完全沒有提到計算器；第二學段開始提到計算器，從第三學段

開始就很清楚看得出計算機的用處了。計算機的用處有兩個面向：一個是幫助計算，一

個是當作舉例的對象。在計算方面，具體來說，學生要能夠拿科學型計算器來做平方根、

立方根、大數計算、三角函數、三角比的值、無理數的近似值。我們通常只拿計算機來

幫助學生計算，或做大量複雜的資料處理；而大陸課程標準會拿計算機來舉例子，把它

當工具來用，或當成討論的對象。 

於大陸普通高中數學課程標準中，要求鼓勵學生使用計算器和計算機探索和解決問

題。例如，藉助計算器、計算機求三角函數值，求解測量問題，畫三角函數 ( )ϕω += xAy sin

的圖像，分析參數變化對函數的影響等。資訊技術的運用，一方面，可以把學生從繁瑣

複雜的技巧性運算中解脫出來，為學生借助資訊技術去探索數學規律，從事一些富有探

索性和創造性的數學活動提供時間和空間；另一方面，可以解決一些實際問題(嚴士健

等，2004)。 

在三角函數的教學中，大陸普通高中數學課程標準中指出教師應關注以下兩點：第

一，根據學生的生活經驗，創設豐富的情境。例如，通過單擺、彈簧震盪、圓上一點的

運動，以及音樂、波浪、潮汐、四季變化等實例，使學生感受週期現象的廣泛存在，認

識週期現象的變化規律，體會三角函數是刻劃週期現象的重要模型以及三角函數模型的

意義。第二，注重三角函數模型的運用。即運用三角函數模型刻畫和描述週期變化的現

象（週期震盪現象），解決一些實際問題。這也是《標準》在三角函數內容處理上的一

個突出特點(嚴士健等，2004)，是台灣較為缺乏的部份。 
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2-2 資訊科技融入教學 

就文獻分析來看，美國加州、新加坡、中國、南韓、日本與英國等六個國家或地區

的數學綱要中，都一致地提到要使用科技工具或是資訊工具（IT：Information 

Technology，包括：數字計算器、科學與繪圖計算器、科技軟體）。值得注意的是，資訊

科技融入教育是一個整體性質的概念與行動。最晚也是在初中階段 (七年級) 開始明顯

地引入科學計算器，通常都被用在計算三角函數值、指數、對數和統計資料處理等方面。

新加坡不但使用計算器，還指明必須是科學型計算器，而且必須要有 yx 、 xlog 、 xsin 、

xcos 、 x1sin − 、 x1cos− 這些功能按鍵。新加坡和英國的國家證照考試標準中，都明訂計

算器之需求標準。繪圖計算器較昂貴，在函數學習中是否需要繪圖計算器的協助，還值

得研究(陳宜良等，2005)。 

檢視幾個國家或地區的數學課程綱要，我們發現某些國家的課程設計不只是將計算

機當作運算的工具，代以處理複雜的數字運算而已，而是將其作為一個教學的對象，或

是舉例的對象。當他們想要在數學課程中舉一個「生活」上的例子，就不只是舉出消費、

運動、旅行這一類的例子，而是舉出電腦硬體或軟體的例子。我們認為這樣做非常合理，

因為對於許多學生或家長而言，的確電腦已經像電視機和電冰箱一樣，是「生活」的一

部份了。特別是對學生而言，電腦網路可能並不被認為是一個「虛擬」世界，而是一個

「真實」的世界了。再者，我們也看到他國的數學課程中，包含了將來更深入學習計算

機之操作或理解所需要的基礎知識，例如二進制數字、數位邏輯、操作三維立體設計軟

體所需的數位幾何相關知識等等。而在幾何與設計這一方面的著墨，尤以中國大陸和英

國最多(陳宜良等，2005)。 

資訊融入數學教學中，具有傳統教學無法比擬的優勢(吴根師，2004)： 

(1) 利用這些資訊工具的互動功能營造優質的學習環境，激發學生學習興趣，提高

學習效率，讓學生輕鬆地理解知識的本質。 

(2) 並可將數學知識中的抽象內容具體化，突顯出學習的重點，提高課堂教學效率。 

(3) 將靜態的表現方式轉為動態，加深理解、引發思考。 

(4) 減少課堂中大量板書的時間，可增加教學內容並能更有效的利用課堂時間。 

(5) 有利於學生獲得大量的訊息，擴大知識領域，激發學生創造思維。 

但必考慮資訊的融入是否能更有效的達成數學教學目標，是否能利用電腦輔助釐清

數學的特點與需求是最重要的。我們應思考如何讓這些工具成為老師的得力助手，使學

生興趣盎然的參與教學活動，發揮學習的主動性並提高教學品質。為了讓科技成為教學
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的助力，需把握：目標明確、對問題本質的了解、對技術掌握的信心、在實驗中逐步完

成劇本等原則。勿因過度的視聽效果而分散了學生的注意力，也要注意學生才是學習的

主體，資訊科技只是一種輔助教學的手段，更不能取代了教師的講解。再實際教學中教

師也要有一定的應變能力，注意觀察學生在學習過程中的反應，適當的調整內容及呈現

方式。 

在考量降低數位落差以及提升普及性的前提下，交通大學陳明璋教授自 2004 年開

始積極開發「數學簡報系統(Mathematical Presentation System,MathPS)」。該系統以高普

及率的軟體 Microsoft PowerPoint 為平台，是一兼具繪圖及互動的教學環境，結合數學

教材多元呈現的特性，建構了一個數學教材的編輯及課堂授課的環境，提供數學教師整

體性的協助(陳明璋，2006)。不但容易上手，更可達到動態性的講解，在課堂上以老師

為引導者帶領學生思考，達成互動的教學模式。 

GSP(The Geometer’s Sketchpad)是一個尺規作圖功能強大的平面幾何構圖電腦輔助

教學軟體，可以精確的構造動態幾何。學生可經由動態幾何圖形的轉換及度量來描述他

們所發現的一些幾何關係，增加開放性的猜想與研究，適合處理一些動態幾何圖形的模

擬實驗與觀察，有助於學生做更深一層的思考探究(李吉彬，2006)。 
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2-3  數學建模 ( Mathematical Modeling ) 

數學建模是把現實世界中的實際問題加以整理，寫成數學模型，求出模型的解，再

驗證模型是否合理，並用該數學模型所提供的解答來解釋現實問題，或做為解決現實問

題的參考，我們把數學知識的這個應用過程稱為數學建模 (蕭志如，2003) 。 一般而言，

數學建模要經過模型準備、模型假設、模型建立、模型求解、模型驗證及模型應用這六

個步驟，如圖所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

數學教育最終的目的是希望培養學生解決問題的能力，強調以真實情境的生活問題

作為學生探索知識的出發點。並在這問題解決的教學過程中提供學生數學討論、觀察的

學習環境，讓學生在一個數學世界的教室，有著一系列的有意義的題目讓學生可以做充

分的討論及成果展現，並讓學生學習如何提出問題。過程中可以透過電腦軟體的視覺化

呈現與操作，使學生有更多的嘗試與觀察，並可使學生找尋一些數學原理來驗証自己的

想法(Manuel Santos-Trigo , 2004)。 

以往的數學教育旨在培養與發掘數學菁英，對於那些抽象能力、符號操弄、邏輯推

理思維相對較佳的學習者而言當然遊刃有餘，但何時正確使用和如何適當使用知識的策

略在真實情境的應用分析上，所謂的「數學精英」就不見得具有相同的優勢了。擁有高

數學知識的學生不代表他對數學知識就具有高運用能力，而高中數學建模正是具體體驗

此數學教育思想且富有實質教育意義的教學活動(林國源，2005)。 
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第三章 三角函數的應用 

三角函數是基本初等函數，它是描述現實世界中週期現象的重要數學模型，在

數學和其他領域中具有重要的作用(嚴士健等，2004)。除了教科書中許多有關

三角測量的應用外，許多自然現象圖形都呈現出類似正弦函數的形狀，我們稱

這類如正弦函數上下振動的圖形為"正弦函數圖"(sinusoidal graph)。我們可以透

過三角函數模型來探究規律的週期變化、預測未來、解決現實問題。在這章節

中將利用幾個例子介紹在日常生活中有許多跟三角函數的週期或圖形有關的

問題，並融合數學建模的概念，包括：潮汐問題、氣溫與時間的關係等。探索

從函數圖形中我們看到了什麼？發現了什麼？有什麼聯想？等等。 

3-1 潮汐問題 

這個例子改編自普通高中數學課程標準（實驗）解讀 p125 

海水受日月的引力，在一定的時候發生漲落的現象叫潮，一般早潮叫潮，

晚潮叫汐。在通常的情況下，船在漲潮時駛進航道，靠近船塢，卸貨後落潮時

返回海洋。下面是每天時間與水深的關係表： 

表 3-1 時間與水深關係表 

時間 水深 時間 水深 時間 水深 

0:00 10.0 9:00 7.1 18:00 10.1 

3:00 13.0 12:00 10.1 21:00 7.0 

6:00 9.9 15:00 13.0 24:00 9.9 

(1) 選用一個三角函數來近似描述這個港口的水深與時間的函數關係 

(2) 一條貨船的吃水深度為 7.1 米，安全條例規定至少要有 5 米的安全間隙，該

船何時能進入港口？在港口能待多久？ 

(3) 若某船的吃水深度為 6 米，安全間隙為 5 米，該船在 2:00 時開始卸貨，吃

水深度以每小時 0.3 米的速度減少，該船在什麼時間必須停止卸貨，將船駛

向較深的水域？ 

這是一個涉及港口水深週期性變化的問題，由觀察表格的數據我們可以得到週

期、振幅等訊息，以適當的函數表示後，利用不等式關係即可求得允許航行的時間

與持續關係。 
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問題一：首先我們將時間與水深的關係描點畫在座標平面上（利用 GSP 完成），並

觀察圖形，如圖 3-1-1。可以發現時間與水深的關係有週期性的現象大致符合正弦曲

線圖，因此我們試圖利用正弦函數來描述這圖形。利用這些已知表格中的數據可以

推論週期為 12 小時，水深的最大值為 13 公尺、最小值為 7 公尺，因此可得振幅為 3

公尺、垂直位移為 10 公尺。因此，函數為 10)
12
2sin(3)( +⋅= xxf π  , 描繪後如圖 3-1-2，

可以觀察到函數與已知數據大致符合。 

     
圖 3-1-1 水深與時間關係描點     圖 3-1-2 利用正弦函數近似 

問題二：找到水深與時間的函數關係後我們就可以利用來解決實際問題，一條貨船

的吃水深度（船底與水面的距離）為 7.1 米，安全條例規定至少要有 5 米的安全間隙

（船底與海底的距離），該船何時能進入港口？在港口能待多久？ 

由已知的規定我們可以知道海底至水面的距離（即水深）至少需要 12.1 公尺，

因此從函數圖形(圖 3-1-3)，我們可以發現在水深高於 12.1 公尺的時間內船可以進入

港口，即圖形中曲線高於 y=12.1 的時間時，船可以進入港口。我們可以透過簡單

的函數計算及圖形觀察得知，船可以在上午 01：30 至 4：30 及下午 13：30 至 16：

30 進入港口，各可以在港口內停留三小時。(不考慮船進出港口的時間) 
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圖 3-1-3 問題一，船可停留區間 

■ 

問題三：若某船的吃水深度為 6 米，安全間隙為 5 米，該船在 2:00 時開始卸貨，吃

水深度以每小時 0.3 米的速度減少，該船在什麼時間必須停止卸貨，將船駛向較深的

水域？根據題意因為開始卸貨吃水深度會逐漸減少，但隨著時間改變海水也開始漸

漸退潮，因此可得另一函數圖形 )2(3.0)()( −+= xxfxh ，呈現如圖 3-1-4。我們亦可

透過圖形的觀察及計算得知船從 2：00 開始卸貨，在 6：00 時必須開離港口。 

 

圖 3-1-4 船卸貨時的時間與水深關係 

2
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2
312

4
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6
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 ■ 

問題四(延伸)：在教學上，我們可以繼續延伸這的問題，若某船載著貨物 A 要到港

口卸貨，同時裝上貨物 B 運出港口。若滿載貨物 A 時，船的吃水深度為 7.11 米，滿

載貨物 B 時，船的吃水深度為 6.5 米。若卸、裝貨物 A、B 各需兩小時，則船可否

在一天內完成卸貨、裝貨後駛出海港？若能，在港內最少停留多長時間？ 

由題意可知，若船載滿貨物 A 進港的時間 t1，須滿足下列不等式關係： 

7.11510)
12
2sin(3)( 11 +≥+⋅= ttf π  

即
2
2.70)

6
sin( 1 ≈≥⋅ tπ  , 所以 

4
32kt

64
2k 1

πππππ +≤≤+  , 式中 Zk ∈ ；可得

2
912kt

2
312k 1 +≤≤+  . 

  同理，船載滿貨物 B 出港的時間 t2，須滿足下列不等式關係： 

5.6510)
12
2sin(3)( 22 +≥+⋅= ttf π  

可得 512kt112k 2 +≤≤+ , 式中 Zk∈ . 因在同一天內，故 k=0 或 k=1 , 因此在

1.5≤ t1≤ 4.5 或 13.5≤ t1≤ 16.5 時，船可進入港口；在 1≤ t2≤ 5 或 13≤ t2≤ 17 時，船可離

開港口，由於裝卸貨物共需 4 小時，若該船若希望在港口內停留的時間最短，則須

在上午四點半進入港口，下午一點時離開，共在港口停留九小時。            ■ 

如果再進一步思考，若河道挖深 1 公尺，則可延長停船時間為多少?並找出它的

函數關係圖，這個函數關係可作為港區管理的一個處理策略的參考。且由於受潮汐

影響，一天中不同時刻的水位高低相差很大，貨輪由於噸位大小不同，吃水深度（船

底離開水面的距離）各不一樣，因此船舶進港裝卸貨物要根據水位高低合理安排，

才能進一步提高年吞吐能力，促進港區的經濟建設。 

點開始卸貨）因可得 2 (  6x2

6.13.0)
6

sin(3

11)2(3.010)
6

sin(3

)2(3.0)()(

≤≤

≥+

≥−++=

−+=

xx

xx

xxfxh

π

π
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總結這類的問題，重點在於如何將船舶進港時間的安排與調度這這一一實際問題轉化成

數學問題，並引導學習者對該問題進行探究。利用表格、圖形的形式給定一些數據，在

從這些數據中找出適合的函數及其係數間的關係，並透過解方程組、不等式的概念應用

模型解決實際問題。在教學過程中融入數學建模概念，引導學習者進行以下各階段性思

考與學習： 

(1) 先由學習者分組針對港口潮汐的資料作蒐集準備。 

(2) 於課堂中討論潮汐對船的進出港即停泊時間的影響，帶領學習者解讀問題並了

解問題的背景與訊息（模型準備）。 

(3) 對問題簡化、數學化，並利用已知數據確定變量（參數模型假設）。 

(4) 引導學習者建立數學表達式（模型建立）。 

(5) 進而利用邏輯推理、證明及軟體應用找出合適的模型（模型求解）。 

(6) 比較模型與實際資料的誤差程度（模型驗證）。 

(7) 再應用於現實問題，如問題三、四（模型應用）。 
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3-2 氣溫與時間的關係 

 你有注意到嗎？在日常生活中，我們常說：一年四季的變化氣溫時高時低，「週」

而復始，你是不是有想到這溫度的變化是有週期性。說到週期性的變化，在數學的各種

函數圖形中，我們不難發現三角函數的圖形是滿足週期性的，下列這個例子是出自於 

CCP (The Connected Curriculum Project) 網頁中的例子(1)，國立交通大學白啟光教授也引

用這個例子來實施「利用 MAPLE 做數學實驗」的課程(2)： 

請找出吻合下列數據資料的正弦曲線 

下表顯示阿爾及利亞 Tamanrasset (撒哈拉沙漠附近) 的月均溫。各地氣溫與降

雨量的數據資料可在世界氣候網站查到。  

表 3-2 氣溫與月份關係表 

月

份 

一

月 

二

月 

三

月 

四

月 

五

月 

六

月 

七

月 

八

月 

九

月 

十

月 

十

一

月 

十

二

月 

F 55.0 59.7 65.1 72.0 79.0 83.8 83.3 82.8 79.9 72.7 64.0 56.7

資料來源：世界氣候網站 

(1) 繪出資料圖並注意到此圖大致上接近正弦曲線圖。為什麼 "月均溫可用一個週

期函數作為其模型" 是合理的？ 

(2) 我們將用一個正弦函數來描述這個資料圖形。觀察你的資料圖，估計其週期、

振幅、垂直位移、水平位移。利用這些數值構成一正弦曲線方程式模型，並同

時繪出這個圖及模型的資料圖來檢驗其正確性。(這兩個圖不會完全一樣，但

至少在某些點會重合，且在其他點也都相當接近。)  

(3) 到世界氣候網站上取得另一個城市的溫度資料。繪製其資料圖，並試著用一個

正弦曲線來作為它的模型。 

問題一：首先我們利用 GSP 或方格紙，將月份 (x 軸) 及溫度 (y 軸) 的關係繪製出

來，如圖 3-2-1 ，因此可以很明顯的看出此圖大致上接近正弦曲線圖。根據此圖形

及氣溫週而復始的特性，我們考慮利用正弦函數來描述他。                   ■ 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

(1) http://www.math.duke.edu/education/ccp/materials/precalc/singraph/index.html 

(2) http://xserve.math.nctu.edu.tw/people/cpai/lns/ws.htm 
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問題二：觀察圖形中各點之間的關係，推估其因一年 12 個月所以訂定週期為 12；

振幅取氣溫最高值與最低值相差的一半(
2

558.83 − =14.4)；垂直位移則取最低值加上

振幅(55+14.4=69.4)；水平位移依圖形推測約為 4 左右，藉用 Excel 軟體計算最小平 

     
圖 3-2-1 水溫與月份關係描點    圖 3-2-2 利用 Excel 計算 

                                                                             

方差(如圖 3-2-2)，可得當水平位移量為 4.21 時誤差值最小等。因此可得函數 

6.944.21)x
12
2sin(1.44f(x) ++⋅⋅=
π  

並可看出此函數圖形與已知數據相當接近，如圖 3-2-2。                      

 
             圖 3-2-3 利用正弦函數模擬 

■ 
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問題三：以台北的天氣為例，下表為中央氣象局(http://www.cwb.gov.tw/)統計的台灣

台北的月均溫（統計期間為 1971-2000 年） 

表 3-3 台灣台北的月均溫表 

月份 
一

月 

二

月 

三

月 

四

月 

五

月 

六

月 

七

月 

八

月 

九

月 

十

月 

十

一

月 

十

二

月 

10°C 1.58 1.59 1.80 2.17 2.47 2.74 2.92 2.88 2.71 2.43 2.09 1.76

資料來源：中央氣象局 

同樣的將資料畫在 GSP 中，並利用 Excel 計算其振幅 67.0
2

58.192.2
=

−
、垂直位移(最

小值加上振幅=1.58+067=2.25)等，並利用最小平方法，估算水平位移為 3.97 時(如

圖 3-2-4)誤差值最小，因此可得一正弦函數 

25.2)97.3x
12
2sin(67.0f(x) ++⋅⋅=
π  

再將函數圖形畫於 GSP 中，如圖 3-2-5，從圖形中我們可以看到推估的正弦函數圖

形，與實際資料相當吻合。 

  
  圖 3-2-4 利用 Excel 計算             圖 3-2-5 台灣的每月平均溫度曲線 

■ 
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從這個探究過程，可以看出溫度是具有週期性變化的自然現象，我們利用三角函數

模型來解決這些實際問題其步驟為： 

(1) 蒐集數據。 

(2) 利用電腦描繪出對應的分布圖。 

(3) 模擬最適合函數模型，並計算其誤差。 

(4) 利用推測出的函數模型解決實際問題。 

在連續兩個生活中的三角函數應用的例子中，都是跟三角函數的週期性質有關。利

用這些實際應用的例子，在教學過程中融入數學建模的操作方式，可讓學習者了解如何

從一個實際生活中的問題或觀察到的現象，利用已有的數學概念加以整理，找出合適的

數學模型，並利用於解決問題，讓學習更有意義；更可以讓學習者明白三角函數並不是

一個學而無用的領域，學習的重點也非僅有公式的操弄。 

透過這種方式的學習，在過程中可以讓學習者充分的思考與討論，達成合作學習及

問題解決的目的，這對學習者而言才是最重要的。
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3-3 尋找聲音的起源～利用三角函數的疊合 

在這小節中，將由留聲機的原理談起，引出聲音的波動性，並利用數學軟體的

輔助來模擬聲波的波形。透過這個過程的學習，可以讓學習者了解到聲波與三

角函數的正餘弦疊合及傅立葉級數(Fourier Series)的關係，甚至可以進一步與物

理結合讓模擬的聲波發出聲音。 

3-3-1 從留聲機說起 

早在一八五七年，有個叫里昂的法國人，透過研究耳膜隨聲波震動的現象，製

作了一個能夠記錄聲紋的裝置，但是這個裝置並沒有辦法將記錄的聲音再生。直到

一八七七年，一家叫「西方電氣」的公司，委請愛迪生（ Thomas Alva. Edison 

U.S.A 1847~1931） 研製一種簡單的電報中繼裝置，才意外發明出「留聲機」。  

愛迪生當時的設計類似電話的構想，不同的是接收音波震動的部份接上一支鋼

針，當他對著話筒說話時，鋼針會把振動的幅度「記錄」在一個包有鍚箔外殼的捲

筒上，鋼針記錄的同時捲筒也會不停的轉動。事後只要鋼針循著記錄在鍚箔上的音

波圖形重覆振動，連帶著話筒也跟著振動，因此捲筒上的音記帶就會換成聲音。 

因為留聲機的原理都是將聲紋刻印在捲筒上，然後轉動捲筒用一根金屬探針循

著筒身的刻痕拾音，由於聲音是錄製在圓筒上（蠟膜錄音），因此音帶又叫「圓筒

唱片」。 

http://home.pchome.com.tw/mysite/philharmonic_je/music/music1_7.htm 

3-3-2 聲音的組成 

留聲機的原理在就是利用了聲音的波動性，再透過適當的紀錄，將聲音的波紋

保留下來，然後再透過探針在轉動的圓筒上振動而產生聲音。接下來我們就試著來

了解，聲波是如何影響聲音： 

聲音除了有高低之外，還有強弱與音色的差別。一般我們把聲音的音調（高

低）、響度（強弱）、音色，稱為聲音三要素。聲音的音調(高低)由振動的頻率決定，

頻率越高，聲音就越尖銳。女生的發聲頻率通常就比男生來得高。 
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圖 3-3-1 不同頻率的波形 

資料來源：http://elearning.lishin.tcc.edu.tw/km2005/FTP/LIGHT/sound03.htm 

而聲音的響度(強弱)，由聲波的振幅來決定，振幅越大，表示聲波的能量越高，

因此聲音也就越大聲。一般我們用分貝（dB）來表示聲音的響度。 

 

圖 3-3-2 不同振幅的波形 

資料來源：http://elearning.lishin.tcc.edu.tw/km2005/FTP/LIGHT/sound03.htm 

最後是音色的差別。同樣是Ａ（La）這個音，以小提琴拉奏和以鋼琴彈奏，聽

起來是不是感覺不一樣呢？這兩種樂器所演奏出來的聲音的差異，就在於音色上的

不同，而音色決定於聲波的波形，大部分的樂器所發出之聲波都不是單純的正弦

波，而是由基音和多組不同頻率的泛音複合而成的複合波。以下圖的波形來看，就

可以發現兩者有明顯的差別。 

 

圖 3-3-3 不同樂器的波形 

資料來源：http://elearning.lishin.tcc.edu.tw/km2005/FTP/LIGHT/sound03.htm 

對於同一樂器所發出的聲音，其響度、音調都可以調整，但是基音和各組泛音
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的強度比卻是一定的，其音色也是一定的。就圖形而言我們可以看到同一種樂器所

呈現的波形都是相同的，但其頻率、振幅會略有不同。在數學中三角函數的正餘弦

圖形就具有類似波狀的圖形，因此我們想試著找出聲音的最基本波形是否能透過三

角函數的圖形疊合而成。 

3-3-3 分析人的聲音 

我們試著用數學軟體 GSP 來模擬人所發出的聲波，試圖分析出我們所發出的

聲音中的簡單波形。先從基本的音叉聲音波形做起(圖 3-3-4)，再模擬雙簧管(圖 3-3-5)

所發出的聲音，讓學生體驗聲音是可以用三角函數圖形疊合而成，再進一步以英文

單字”six”為例(圖 3-3-6)： 

  
圖 3-3-4 模擬音叉聲音波形     圖 3-3-5 模擬雙簧管聲音波形 

 
圖 3-3-6 英文單字”six”的聲波 

資料來源：

http://neural.cs.nthu.edu.tw/jang/books/audioSignalProcessing/humanSpeechProduction.asp?t

itle=3-1+%A4H%C1n%AA%BA%B2%A3%A5%CD 

 

再放大觀察字母 i 的組成，可以發現有規律性： 
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圖 3-3-7  字母 ” I ” 的波形 

 因此，以 GSP 尋找其基本元素：猜想 I 的波形是由多個正弦波所組成，先以

六個正弦函數來疊合模擬，進而用七個、八個正弦函數來疊合模擬(如圖 3-3-8～圖

3-3-10)：  

 

圖 3-3-8 由六個正弦函數組成 

    

    圖 3-3-9  由七個正弦函數組成             圖 3-3-10 由八個正弦函數組成 
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由以上圖形觀察，人的聲音波形相當複雜，但隨著加入越多個函數的基本型，

其畫出來的圖形就越相似，像這樣由三角函數中多個正弦、餘弦疊合而成的函數即

是傅立葉級數。利用這個概念，我們可以分析出每個人的各種聲波，就像指紋一樣，

藉由觀察這些波形可以得知是不是同一個人的聲音。相反的，我們也可以藉由適當

的調整傅立葉級數，得到不同的波形而製造出不同的聲音，可用於聲音模擬。 
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3-3-4 傅立葉級數 

傅立葉級數(Fourier series)主要是由正弦函數及餘弦函數相加而成，如 

+++++++= xbxaxbxaxbxaaxf 3cos3sin2cos2sincossin)( 3322110  

是由傅立葉(Fourier, Jean Baptiste Joesph)所提出，他甚至提出「任一函數都可以展

成三角函數的無窮級數」，這理論由他的學生狄里克雷(Dirichlet,1805~1859)找出能

展成無窮級數所需的條件，簡單的說只要在一週期內沒有無限多的局部極大與極

小，便可展成傅氏級數(林孝信,1970 )，因為在理工科中所用到的函數大部份都能滿

足這個條件，因此傅氏級數廣泛的應用在這些領域中。 

對函數的性質與圖形的掌握如果能更紮實，將有助於學習者在高等數學與高中

數學間的銜接，如圖 3-3-11～圖 3-3-16 利用 GSP 繪圖，我們可以看到簡單的傅立

葉級數的函數圖形隨著項數的累加，其圖形越來越接近數位信號，這在電腦、聲音

傳遞中被廣泛的應用。 

     

圖 3-3-11  f(x)= xsin        圖 3-3-12  f(x)= xx 3sin
3
1sin +  

 

圖 3-3-13  f(x)= xxx 5sin
5
13sin

3
1sin ++  



24 

 

圖 3-3-14  f(x)= xxxx 7sin
7
15sin

5
13sin

3
1sin +++  

 

圖 3-3-15  f(x)= xxxxx 9sin
9
17sin

7
15sin

5
13sin

3
1sin ++++  

 

圖 3-3-16  f(x)= xxxxxx 11sin
11
19sin

9
17sin

7
15sin

5
13sin

3
1sin +++++  
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第四章 三角函數動態學習環境建構 

在本章節中，首先以 GSP 為主要工具從三角函數最基本的弧度、角

度說起，進而介紹畢氏定理與餘弦定理的相關性，並觀察 )sin( cbxay +=

的振幅、週期的改變；再描繪
sin x

x
圖形，利用夾擠定理與 sinx 的切線斜

率證明
x 0

sin xlim =1
x→

，進而說明 f(x)=sinx 的微分為 f`(x)=cosx。 

其次改使用 MathPS，以面積、正餘弦疊合、畢氏定理等不同的觀點

來看和角公式。 

4-1 觀察三角函數 

對大部分的高中生而言，三角函數往往是他們感到最為頭疼的數學領域。因為三角

函數使用了簡單的函數符號來做各種推論，雖然帶來了思考與運算上的便捷，可是也將

問題變的抽象而不直覺，使得學生往往看的一頭霧水，遲遲無法進入狀況。 

有鑑於此，因此我希望能夠透過 GPS 的動態展示來輔助三角函數的教學。一方面

可以提供給學生一種較為直觀的了解；另一方面也可以藉由電腦的動態展示，來彌補書

本上只有靜態示意圖的缺憾。並期望能夠透過這種方式，讓學生能夠對三角函數有更圖

形化的了解，以打破他們對於三角函數的恐懼心理。 

4-1-1 角的度量(弧度的定義) 

我們最早學習用來度量角度的單位是「度」(degree)，據傳始於巴比倫人，將

圓周角的
360
1

當成１∘，這樣用 1 度為單位來量角的大小的方法就叫”角度制”。1

度的大小不因為圓的大小而改變，所以角度大小是一個與圓的半徑無關的量。 

在高中教材中我們引進另一個度量角度的單位是「弧度」(radian) ～用弧的長

度來度量角的大小。以一段弧長等於圓半徑的弧所對應的圓心角角度為１弧度，因

此隨著圓弧的長短，其與圓半徑的比即成為該圓弧所對圓心角的弧度數，其值也不

因為圓的大小而改變，故弧度也是一個與圓的半徑無關的量。 
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我們試圖利用 GSP 來呈現（如圖 4-1-1～圖 4-1-4），用兩個半徑大小不同的圓，

而各取等於半徑之長的弧，並觀察它們所對的圓心角的大小。其結果是所對的圓心

角的大小相等，這就是 1 弧度的角。再用等於各自圓的半徑的 2 倍長的弧，來觀察

它們所對圓心角的大小，其結果發現所對應的圓心角大小依舊相等，定義為 2 弧度。 

  
圖 4-1-1 使弧長與半徑長相等   圖 4-1-2 將兩圓重疊比較圓心角 

  
圖 4-1-3 使弧長為半徑長的兩倍   圖 4-1-4 定義弧度 

再利用另一個 GSP 畫面（如圖 4-1-5）來呈現，當半徑為１的圓，沿著直線滾

完一圈，對應直線上的長度恰為 2；當半徑為 2 的圓（如圖 4-1-6），沿著直線滾完

半圈，對應直線上的長度恰為 2π。因此可得，長為 2πr（圓周長）的弧所對的圓心

角為 2π 弧度（圓周角）。 
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      圖 4-1-5  r=1           圖 4-1-6   r=2 

用弧度為單位一來可以使許多公式變的簡單許多：以度為單位則弧長為

S=
°360

2 θπr 、以弧度為單位則弧長為 S=rθ ；以度為單位則面積表示為
°360

2 θπr 、

以弧度為單位面積則表示為 θ2
2
1 r 。我們亦可藉由觀察等腰三角形與扇形，除了樣

子很像，面積計算方式也很像，三角形的面積為 高底××
2
1

，如果將扇形想像成一

特殊的等腰三角形，其底邊長等於弧長 rθ 、高為半徑 r，借用三角形面積公式來計

算，可得扇形面積為 θθ 2r
2
1r)(r

2
1

2
1

=⋅=××= 高底A ，這樣就將弧長與扇形面積的

概念結合在一起了。(木棉，2006) 

也可以和三角函數一樣，以 r 為分母的形式來表示， 

r
x

r
y

r
l

r
y

==== θθθθ costansin 21  

當角度很小時我們可以很直覺的看出（如圖 4-1-7） 21 yly ≈≈ ， 

θθθ tansin ≈≈∴  

因此用弧度來度量角度時，才能將一個角的角度與其三角函數值放在一起做比較，

即
0

sinlim =1
θ

θ
θ→

，這在微積分中相當重要。 
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圖 4-1-7 關係 tan ,  , sin θθθ  

4-1-2 畢氏定理與餘弦定理 

談幾何非談餘弦定理不可，餘弦定理既承畢式定理於先，又啟內積的概念於

後，在幾何學中具樞紐的地位，它的證明值得一提（張海潮，2004）。當然提到三

角函數，更不能少了餘弦定理，張海潮教授試圖以歐幾里得原本中的畢氏定理証明

法（如圖 4-1-8）出發，一次解決「畢式」與「餘弦」，本文則將此概念改以 GSP

動態的方式來呈現。 

   
圖4-1-8 畢氏定理和餘弦定律的証明(作者原圖) 

如圖4-1-9，給定一銳角三角形，其三邊長分別為a、b、c，觀察圖中三外接正

方形的面積關係。利用證明畢氏定理的方法（歐幾里得原本中的証明法），以紅色

三角形為例，在GSP環境中利用推移、旋轉的方式，其過程如圖4-1-10a~圖4-1-10d，

其餘色塊類似。我們可以很清楚的觀察到圖4-1-11中，相同顏色之三角形，面積會

相等。 
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圖 4-1-9 餘弦定理証明     圖 4-1-10a 起始狀態 

   
  圖 4-1-10b 紅色三角形推移   圖 4-1-10c 紅色三角形旋轉 

   
圖 4-1-10d 紅色三角形再推移   圖 4-1-11 觀察區塊顏色 



30 

 
圖 4-1-12 移動成直角三角形 

故可得三正方形面積有 θcos2222 ⋅−+= abbac 的關係。在此環境中，我們可

以適當的調整三角形，使之成為直角三角形，即可看到畢氏定理的歐幾里得原本証

明方法(如圖4-1-12)。雖然這不是一個很嚴謹的証法，且鈍角三角形的情況無法很

直觀的看出，但藉由GSP來動態呈現這個證明，對學生而言是很容易留下印象的，

而且可以跟畢氏定理做連結，也可以任意調整三角形；相較於靜態的呈現可以免去

一些符號的說明，對學生的學習更會更有助力。 

這一部份利用GSP的呈現，讓學生可以很直覺的觀察到圖形間的變化關係，但

在做出一連串的動態效果時，是需要花費相當多的時間。在製作前要先想好要呈現

的重點、方式，再利用GSP的功能，例如：適當的利用 hide and show 的功能按鈕，

當原本的圖形無法做旋轉的效果時，可以產生另一合適的三角形在同一位置出現加

以取代，分許多步驟去完成他。每一顏色分開製作，在製作過程中所產生的點或線，

如沒有必要須加以隱藏，因為新產生的物件會置於最上層，將可能會影響到下一個

顏色的製作，當完成一個顏色的步驟時，可製作一 hide and show 的按鈕，將過程

隱藏以免畫面凌亂，如有修改需要時可針對各個顏色分別顯現再修改之。 

4-1-3 )sin( cbxay += 與正餘弦疊合 

在網路四通八達的環境下，學生可以藉由電腦上網找資料、找公式，許多計算

也可以藉由電腦來協助。因此學習三角函數不應著重於三角關係式的運算，而是要

能掌握整體的概念，能了解三角函數是一種具有週期性且用於解三角形的函數。 

三角函數的圖形是學習的重點之一，且在中國的普通高中數學課程標準中提

到，在三角函數的學習中，希望學生能藉助電腦畫出 )sin( cbxay +=  的圖形，觀

察參數 a,b,c 對函數圖形變化的影響。因此利用 GSP 先描繪出 y=sinx 的圖形(下
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圖紅色細線部分)，再藉由操作 a,b,c 值的變化（如圖4-1-13～圖4-1-15），希望學

生能藉此觀察出 a 值會控制振幅，b 值會控制週期，c 值的改變會造成圖形的位

移。 

這個GSP的呈現時，先分別預設好數個 a,b,c 值的選項，可直接點選這些按鈕

觀察其對圖形的影響，其中 c 值的選項按鈕預設為 πππ 2,,
2

等選項，在教學使用

上更為方便且直觀。還可以利用拉動線段的方式來手動控制 a,b,c 值的大小，讓學

生可以有更多的嘗試及選擇，確實的觀察、了解這三個數對圖形的影響分別為何。 

  
    圖 4-1-13a  a=2    圖 4-1-13b  a=3 

  

     圖 4-1-14a   b=2    圖 4-1-14b   b=
2
1  
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  圖 4-1-15a   c= π
2
1     圖 4-1-15b  c=π  

同理，亦可觀察 )cos( cbxay += （如圖4-1-16～圖4-1-18）、 )tan( cbxay += （如

圖4-1-19～圖4-1-21）圖形中 a、b、c 值的變化，對圖形的影響。 

  

圖 4-1-16a  a=2    圖 4-1-16b   a=
2
1  

  

   圖 4-1-17a  b=2     圖 4-1-17b  b=
2
1  
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   圖 4-1-18a  c= π
2
1     圖 4-1-18b  c=π  

  

   圖 4-1-19a   a= 2    圖 4-1-19b  a=
2
1  

  

   圖 4-1-20a  b=2     圖 4-1-20b  b=
2
1  
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   圖 4-1-21a  c= π
2
1      圖 4-1-21b  c=π  

這一部分的作圖利用GSP的操作，對教師而言可省去許多繪圖的時間，而學生

卻可以很清楚的看見各圖形間的關係。課後學生還可回家自行操作，再搭配問題的

探索，可以讓學生對於三角函數圖形的變換(振幅、週期、平移)規律更加清楚。而

且在製作的過程中只要先完成 )sin( cbxay += 的製作，再推演至 )cos( cbxay += 、

)tan( cbxay += 就非常輕鬆了。 

在完成了正弦、餘弦與正切函數的圖形後，我們試著將正餘弦函數疊合。分別

以紅色代表正弦函數、藍色代表餘弦函數，再將兩函數乘上倍數後相加，可得其疊

合的圖形仍為一正弦波圖形。利用GSP中的計算及繪圖功能，直接得如圖4-1-22 之

圖形。 

 
圖4-1-22  正餘弦疊合 

其次，參考日本一教學網站(註1)，呈現疊合的方式與Proofs without words 

(Mathematics Magazine 1998)概念相似（將於下一小節中以MathPS呈現），故將其概

念用GSP呈現，可得圖4-1-23a～圖4-1-23c。 

(註1)http://www.ies.co.jp/math/java/trig/gondla/gondla.html 
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   圖 4-1-23a 正餘弦疊合    圖 4-1-23b  a=1 b=1 

   
    圖 4-1-23c  當 a=4 b=3     圖 4-1-24 最大值 ba +2  

利用這個呈現方法也可以很直觀的看出(1)式中，疊合後係數 22 ba +  從何而

來，如圖4-1-24 ﹒ 

)sin(cossin 22 φ++=+= xbaxbxay   (1) 

4-1-4  
x

xsin  與 x
dx

xd cossin
=  

用弧度來度量角度時，一個很小的角度會和其正弦值近似，角度越小越接近，

即
x 0

sin xlim =1
x→

，這在微積分中相當重要。以下利用GSP以三種不同的方法來呈現這

個極限。 

4-1-4-1 直接做圖法 

藉由GSP直接畫出
x

xxf sin)( = 的圖形（如圖4-1-25），我們可以直接觀察
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出除了 x=0 外都有定義，且當 x 很靠近 0 時，所對應的函數值相當接近 1，

並可由圖形看出其對稱於 y 軸、滿足 f(-x) = f(x) 偶函數的特性、振幅隨著 x

的增加而遞減，亦可把 f(x)想成正弦波被擠壓包絡在 1y=
x

±  之間，如圖中紅

色虛線與藍色虛線所呈現。 

 

圖 4-1-25 
x

xxf sin)( =  

4-1-4-2 夾擠定理 

利用面積的關係來證明 
x 0

sin xlim =1
x→

 ﹒如圖4-1-26 當圓半徑為 1 時，可

得面積關係： 

 
圖 4-1-26 圓半徑為 1  

AOCAOC Δ>>Δ 扇形AOB  

xxx sin
2
1

2
1tan

2
1

>>  
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xx
x
x sin

cos
sin

>>  

1
sincos

1
>>

x
x

x
 

1sincos <<
x

xx  

所以當 x 趨近於 0 時﹐ cos  x  趨近於１ ﹒ 

因此，由夾擠定理可知 
x 0

sin xlim =1
x→

 ﹒ 

4-1-4-3 切線斜率 

先做 y=sinx 的圖形，在圖形上取A( 0，sin 0 )、B( x，sin x )，則 AB  的

斜率即為 sin x
x

，當 B 點往 A 點靠近時，即 →x 0 時，AB  斜率會越來越接

近１﹒ 

   
   圖 4-1-27a  取A、B兩點       圖 4-1-27b  B點往A點移動 

綜合以上三種方法，我們不難發現
x 0

sin xlim =1
x→

 是成立的，接下來將此結果應用至

微分公式 ( )′sin x = cos x  的證明。依定義證明可得 

 

xy sin=  
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0

0

0 0

0 0

d sin ( )-sin= lim
d

(sin cos + cos sin )-sin     = lim

cos -1 sin     = lim (sin x )+ lim cos x

cos -1 sin     = sin lim ( )+ cos lim

     = sin 0+ cos 1
     = cos

h

h

h h

h h

y x h x
x h

x h x h x
h

h h
h h
h hx x

h h
x x
x

→

→

→ →

→ →

+

⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅

  

故 xy cos'=       ■ 

亦可利用 GSP 做圖來幫助了解，如圖4-1-28 中，上方呈現的為 y=sinx 的圖形，

將每一點的 x 座標與其切線斜率(設為 y座標) 對應的描繪在下方的座標系中，可觀察

出其圖形為餘弦函數y=cosx 的圖形。 

 

圖4-1-28 利用切線斜率求導數 

 

在課堂上利用 GSP 的操作對教師而言可省去許多繪圖的時間，課後學生還可回家

自行操作，再搭配問題的探索，可以讓學生對於三角函數圖形的變換(週期、平移)規律

更加清楚。 
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4-2 和角公式 

在三角函數的相關學習中，最令人頭痛的部份莫過於公式太多，不容易記憶。但如

果將這些公式統整後，不難發現有許多公式都是由和角公式出發，如兩倍角公式、半角

公式、和差化積公式、積化和差公式…等。在傳統課本中，總是先求

βαβαβα sinsincoscos)cos( +=− ，然後利用此公式再推導 )cos( βα + 、 )sin( βα + 、

)sin( βα − 。其推導的過程是利用：如圖 4-2-1，於單位圓上取兩點 A( αcos , αsin )、

B( βcos , βsin )，假設 βα > ，可利用距離公式及餘弦定理証得

βαβαβα sinsincoscos)cos( +=− ，方法如下： 

由距離公式可得 22 )sin(sin)cos(cos βαβα −+−=AB  

  )sinsincos(cos22
2

βαβα +−=AB   (1) 

再由餘弦定理 )cos(2
222

βα −⋅⋅⋅−+= OBOAOBOAAB  

    )cos(22 βα −⋅−=    (2) 

由(1)、(2)即可得 βαβαβα sinsincoscos)cos( +=−  

 
圖4-2-1 單位圓 

但在教學的過程中，學生卻常因無法適當地表達出 A、B 的點座標或是忘了距離公式、

餘弦定理等因素，而無法自行推導出和角公式，因而有強記、學習困難的學習經驗。 

 於 Proofs Without Words I、II 二書中提供了多種不一樣的圖說證明，對學習者

而言，可以從基本的幾何圖形如直角三角形、矩形或圓形，推演出和角公式。在教學上

可利用 PowerPoint 的動態呈現來介紹正餘弦函數的和角公式（黃國忠,2006），能提供一
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個視覺化的環境讓學習者加深印象，對學生的學習將更有幫助。 

藉由簡單的基本圖形來證明和角公式，對學生的學習的確輕鬆許多，但如果在這一

些圖說證明中，能讓學生重複利用同一圖推論出不同的三角關係的話，將能更加深學習

印象，因此在本章節中將利用三個不同的例子同時呈現正弦的和角公式與另一個三角關

係：正弦與餘弦的和角公式、和角公式與正餘弦疊合、畢氏定理與和角公式，藉此加深

學生的學習印象。 

4-2-1 以面積的觀點證明和角公式 

本例是整合自V. Priebe and E. Ramos ( Mathematics Magazine , 2000 ) 及 

William T. Webber and Matthew Bode ( Mathematics Magazine , 2002 ) 所提出的正弦

與餘弦的和角公式，在一矩形中平移內接的四個直角三角形，觀察其面積的關係：

在一矩形中，取四個直角三角形，對角的兩個直角三角形全等，斜邊均相等定為1

單位長，如圖4-2-2，將這四個直角三角形推移後，觀察前後圖形中白色部分面積，

即可推論出正弦的和角公式(如圖4-2-2a～圖4-2-2b)為 

βαβαβα sincoscossin)sin( ⋅+⋅=+  

               
      圖 4-2-2 矩形內接四直角三角形    圖 4-2-2a 移動三角形 
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圖 4-2-2b 觀察兩邊白色部分面積 

同理，利用相同圖形改取黃色三角形中另一角為γ (如圖4-2-3)，再將這四個直

角三角形推移後，觀察前後圖形中白色部分面積，即可推論出餘弦的和角公式(如

圖4-2-3a～圖4-2-3b)為： 

βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅+⋅=−  

               
圖4-2-3 矩形內接四直角三角形      圖4-2-3a 移動三角形 
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圖 4-2-3b 觀察兩邊白色部分面積 

4-2-2 和角公式與正餘弦疊合 

本例是整合自R.B.Nelsen ( Proof without words II ) 及 Rick Mabry & Paul 

Deiermann ( Mathematics Magazine , 1998 ) 試圖利用一個矩形中的直角三角形的關

係，同時說明正弦的和角公式與正餘弦疊合：在一矩形中取一直角三角形AEF，並

令其斜邊 AF =1、 FAE∠ =α、 EAD∠ = β  (如圖4-2-4)，可得 αsin=EF 、 αcos=EA ，

進而求出紅色與藍色線段長，再自F點作一垂線，觀察此垂線長與紅色、藍色線段

長關係，可得正弦的和角公式(如圖4-2-4a、圖4-2-4b)： 

βαβαβα sincoscossin)sin( ⋅+⋅=+  

                     
圖4-2-4 觀察邊角關係   圖4-2-4a 求紅色、藍色線段長 
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圖 4-2-4b 正弦的和角公式 

利用相同的圖，令其斜邊 AF =r、 FAE∠ =θ 、 EAD∠ =x（如圖4-2-5），可得

θsin=EF 、 θcos=EA ，進而求出紅色與藍色線段長，再自F點作一垂線，觀察此

垂線長與紅色、藍色線段長關係，可得正餘弦疊合(如圖4-2-5a、圖4-2-5b)： 

)sin(

)sin(cossin
22 θ

θ

++=

+⋅=⋅+⋅

xba

xrxbxa
 

               
 圖4-2-5 觀察邊角關係   圖4-2-5a 求紅色、藍色線段長 

 
圖4-2-5b 正餘弦疊合 
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4-2-3 畢氏定理與和角公式 

本例取自數學傳播第29卷第3期，利用加菲爾得證明方法利用三角形面積與梯

形面積之間的關係，先証出畢氏定理，如圖4-2-6。根據此圖形，設直角三角形的斜

邊為1，兩角為α 、β ，可得邊長關係，如圖4-2-7，再整理三角形面積與梯形面積

之間的關係，即可得正弦函數的和角公式如圖4-2-8： 

 
圖4-2-6 證明畢氏定理 

 
圖4-2-7 設直角三角形的兩角為α 、β  

 
圖4-2-8 由面積關係得出正弦的和角公式 
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第五章 結論 

資訊融入教學的好處就是能將抽象難懂的數學變的更簡單容易理解、有趣，也簡化

的許許多多的計算。最大的困擾點就是資訊與教學分離，或是耗費相當大的時間，但效

益卻不大。當然目前網路的發達，越來越多老師在網路上分享自己的成品，想法相近，

目標一致時，直接利用在課堂教學上使用，既方便又實惠，但難免會有些小地方如果經

過修正就更能符合自己教學所需。但網路上現成的動態呈現的作品，多為 Flash 或是用

JAVA 程式寫的，對這兩套軟體不熟悉的人較難從中修改，因此在本論文中主要採 GSP

及 MathPS 為介面，前者主要是利用尺規作圖的概念，後者則是具有一般簡報處理的概

念即可，相當容易上手。 

這兩個介面操作容易，但試圖將教學概念融入，剛著手時也是困難重重，然而在經

過幾次嘗試後，不難發現出，設計者須先清楚到底想利用電腦來輔助釐清數學的哪些特

點與需求。利用 MathPS 為介面時須將上課欲呈現的流程、腳本，分離成簡單的單元步

驟，並將其呈現在 PowerPoint 中，上課時播放，再搭配講解與學生的互動，如此便是一

套互動式的動態教材了。也可將之分享給其他的使用者使用，或是針對不同時期的需求

進行修改、擴充，可以說是一套很實用的工具。利用 GSP 為介面時則需要較多的基本尺

規作圖概念，想好每個元件的特性及形成的要素，就能順利地做出想呈現的動態模式。 

從一開始倡導資訊融入教學，一直找尋較為恰當的平台、工具，直到接觸了 MathPS，

我相信這只是一個好的開始，未來還有很長的路要走，也期望藉由 MathPS 的推廣與分

享，讓更多的學生受惠，對數學不再恐懼。 
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