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第四章  在 Cabri 3D 環境下的數學探究 

在第三章裡，我們發現在數學軟體的環境中運用一些數學模組與思維模

式，能夠進一步去探究一些延伸性的問題，對問題的分析提出猜想與檢驗，

進而進行推理論證的抽象性思考，整個探究的過程可以充分地讓學生了解數

學問題的研究方法與邏輯推理過程，也可以初步體驗數學研究的科學精神，

並體會數學概念的發現與創造的激情。因此，在數學學習的領域中，有了資

訊科技的結合，產生動態學習的教學理念，將過去所著重的「認知的獲得---
完善的推理論證之邏輯組織」，再加上現代科技化的「實驗操作的歸納---圖
形模擬的形象思維之數形理念」，使得我們的教與學的方式呈現多樣化、多

元化以及科技化。 

在這個章節裡，我們透過數學 3D 軟體-- 3Cabri D 的一些功能與物件，

來建構出立體幾何的操作環境，以促進學習者對立體空間的理解，從而幫助

他們發展良好的立體感，並且能夠運用所學過的立體幾何原理或概念進入數

學實驗的模擬情境以便進行深入思考與探究，這樣的學習方式可以為現今盛

行的資訊融入教學及問題解決的研究策略帶來另一種有創意的教學思維。 

4-1 正多面體展開圖的構作 － 在 Cabri 3D 環境下的數學探究 

利用 Cabri 3D 套裝軟體的交談式操作，來製作正多面體及其展開圖。首先介紹構作

正多面體展開圖所需的各項操作指令，及正多面體平面展開圖的逐步構作細節；也

提供另一種多面體足球及巴克球的製作。我們希望在 Cabri 3D 的環境下，提供空間

幾何體的形象支持，提高幾何的直觀能力，再結合一些代數方法及語言，來進行幾

何問題解決的延伸與數學的探究。 

4-2 立體圖形平面截痕的探究 －以 Cabri 3D 及 GSP 為工具 

運用 Cabri 3D 立體幾何軟體，來探究一個立體圖形被一平面所截時的截痕，讓整個

探究的過程有了很好的立體圖像的觀察與探知。並利用 GSP 軟體對平面幾何圖形的

構作可以工具化，以及可以對圖形物件作測量與計算，甚至利用參數的函數概念去

進行圖形構作的功能。 

4-3 長方體主對角線穿過單位正方體的個數 

以平行投影和格子點模式，探究 cba ×× 長方體主對角線會穿過

( )a b c h k l d+ + − + + + 個單位正立方體，其中 hba =),( , kca =),( , lcb =),( , 
dcba =),,( 。 
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4-1 正多面體展開圖的構作－在 Cabri 3D 環境下的探究 

本文利用 Cabri 3D 套裝軟體的交談式操作，來製作正多面體及其展開圖。

首先介紹構作正多面體展開圖所需的各項操作指令，及正多面體平面展開圖

的逐步構作細節；也提供另一種多面體足球及巴克球的製作。我們希望在

Cabri 3D 的環境下，提供空間幾何體的形象支持，提高幾何的直觀能力，再

結合一些代數方法及語言，來進行幾何問題解決的延伸與數學的探究。 

4-1-1 前言 

早在 2500 年前的古希臘時代，畢達哥拉斯學派的成員就已知道了正四面體，正六

面體和正八面體的存在，柏拉圖學派的先驅泰特托斯又發現了正十二面體和正二十面

體。柏拉圖本人在他後期唯一一篇討論自然哲學的對話《蒂邁歐篇》中，將這 5 種正多

面體與自然元素及宇宙聯繫在一起，闡發了他關於永恒不變觀念與無定形質料的觀點。

約公元前 3 世紀初，歐幾里得在他的《幾何原本》第 13 卷中論述了這 5 種正多面體內

接於球的作圖法，並稱它們為柏拉圖體。他在該卷的末尾第一次從數學角度討論了正多

面體，証明正多面體不能多於 5 個。法國數學家笛卡兒、瑞士數學家歐拉分別發現一般

凸多面體的重要公式：面數+頂角數－稜數 = 2，現在稱為歐拉多面體定理。 

多面體的每一面都是全等的正多邊形，而且每一多面角是全等的正多面角。這樣的

多面體就稱為正多面體(Regular Polyhedron)。如果這樣的多面體是凸的，就叫做凸正多

面體。由此定義可知，我們要探討正多面體的種類個數，或許可以朝各面是正多邊形的

方向及立體角的概念去作猜測與思考。 

引理：正 n 多面體只當 n = 4, 6, 8, 12, 20 時存在。 

證明： 

設現有一正多面體，它的面數、頂點數和稜邊數分別是 F 、V 及 E 。則根據歐拉

定理，我們有 
2F V E+ − =        (1) 

設此正多面體的每一面都是正 n 邊形( 3,4,5,n = )，故每一面有ｎ條稜邊，即 
2 EF

n
⋅

=            (2) 

又設每個頂點與 m 條稜邊相交，因為一個立體角最少是由 3 個平面角所構成，所

以， 3 ,m m N≥ ∈ , 得 
2 EV
m
⋅

=            (3) 

由(1), (2), (3)可得
2

4 ( 2)( 2)
mnE

m n
=

− − −
, 又因為 0E > , 所以 4 ( 2)( 2) 0m n− − − > , 
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得 ( 2)( 2) 4m n− − < ; 因 3m ≥ 且 3n ≥ , ),( nm  ＝(3, 3),(4, 3),(5, 3),(3, 4)或(3, 5), 即

),,( EVF 只可能為(4, 4, 6), (6, 8, 12), (12, 20, 30), (8, 6, 12)及(20, 12, 30), 恰只有

五種正多面體。證畢。 

歐拉發現正多面體的面數 F 加上它的頂點數 V，總是比邊數 E 多 2，稱為歐拉多面

體定理。 

表 4-1-1-1 正多面體的種類 

正多面體的種類  每一面形狀 面數 頂點數  稜邊數  
正四面體  正三角形  4  4  6  
正六面體  正方形  6  8  12  
正八面體  正三角形  8  6  12  
正 12 面體  正五邊形  12  20  30  
正 20 面體  正三角形  20  12  30  

 
以下列出五種正多面體的平面展開圖，如圖 4-1-1-1~10 至於如何構作這些平面展開

圖，我們將在介紹 Cabri 3D 的基本指令後，在 4-1-4 節做逐步的介紹。 

1. 正四面體及其展開圖 

  

圖 4-1-1-1 正四面體 圖 4-1-1-2 正四面體 

 

2. 正六面體及其展開圖 

 
 

圖 4-1-1-3 正六面體 圖 4-1-1-4 正六面體展開圖 
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3. 正八面體及其展開圖 

  

圖 4-1-1-5 正八面體 圖 4-1-1-6 正八面體展開圖 

 

4. 正十二面體及其展開圖 

 
 

圖 4-1-1-7 正十二面體 圖 4-1-1-8 正十二面體展開圖 

 

5. 正二十面體及其展開圖 

  
 

圖 4-1-1-9 正二十面體 圖 4-1-1-10 正二十面體展開圖 

以上五種正多面體，都是以某一面作底面，構作出其側面的展開圖，並依其邊數分
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別作出展成一分支系列平面性的剖面，其構作情形如下表所列：  

表 4-1-1-2 展開圖分支系列 

底面多邊形 所需構作的剖面數量 

正四面體 正三角形 三分支系列 

正正六面體 正方形 四分支系列 

正八面體 正三角形 三分支系列 

正十二面體 正五角形 五分支系列 

正二十面體 正三角形 三分支系列 

 
這五個正多面體都滿足空間的對稱性 (不論從那一個頂點來看，看到的形體都一

樣)，一經展開之後，在正多面體上之相對的側面於一系列平面性的剖面中，其位置關

係是具有某一種對應關係；這五個正多面體的展開圖去掉頂端的側面時，可發現這些展

開圖在平面上具有旋轉性。 

4-1-2 Cabri 3D 的基本指令 

首先介紹 Cabri 3D 軟體的一些基本功能，包括功能列與工具列之指令使用介紹。滑

鼠操作和一般一樣，利用左鍵來點選及操作；利用右鍵來點選時出現功能表，按住右鍵

拖曳，可以改變立體視角。 

功能列如圖 4-1-2-1 所示，包括 
File: 開啟新(舊)檔、儲存等， 
Edit: 作一些屬性的改變，  
View: 可增刪網頁及調整網頁的大小，還可以作各種方位的觀看視窗等， 
Window: 可作水平視窗及鉛直視窗的排列，及 
Help: 問題求救等項。 

 

圖 4-1-2-1 Cabri 3D 的功能列 圖 4-1-2-2 Cabri 3D 的工具列 
 



 

 96

  
工具列如圖 4-1-2-2 所示，包括 

: 點選物件， 

: 構作空間或平面上之點，亦可作兩個幾何圖形的交點集; 

: 構作直線、線段、射線、向量、圓及圓錐曲線; 

: 構作平面、三角形、多邊形、半平面、扇面、圓錐面、圓柱面、球面; 

: 作中點、平行線(面)，垂直線(面)、中垂面、向量和; 

: 構作點對稱、線對稱、面對稱、平移、旋轉; 以及 

: 構作正多面體(4、6、8、12、20)、長方體、截多面體 

等七項。 
 

我們以構作正多面體之平面展開圖所需要的一些作圖元件為範例，來介紹 Cabri 3D
的基本指令。在 3D 立體的幾何圖形中，以 

“控制鈕＂來控制圖形動態的機制； 
“控制鈕的最高點” 來控制正多面體之側面展開圖之初始位置的點。 

 

以下分別針對“基本作圖元件＂、“工具作圖元件＂作進一步的說明： 

一、 基本作圖元件 

1-1 立體幾何圖之 ”旋轉變換圖形的構作”，其步驟如下： 
1 工具列 “Curves/ Circle”: 

點選 O 點為圓心，適當的長度 r 為半徑，可作一圓 C。 
2 工具列 “Constructions/ Perpendicular in a plan”:  

選取點 O 及 XY 平面，可得 XY 平面之垂直線 L。 
3 工具列 “Points/ Point”:  

在圓 C 上任取兩點 A、B。 
4 工具列 “Polyhedrons/ Platonic solids”:  

在 XY 平面上選取三點 A、B、D，可作一正四面體 1K 。 
5 工具列 “Transformations/ Rotation by axis and points”:  

依序選取正四面體 1K ，旋轉軸 L，初始點 A 與終點 B，可得另一正四面體 2K ，

如圖 4-1-2-3 所示。 

1-2 底面圓內接正三角形的構作，其步驟如下： 

1 在工具列“Curves/ Circle” : 
點選原點 O 為圓心，適當的長度 r 為半徑，可作一圓 C； 
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2 工具列“ Points/ Point”:  
在圓 C 上任取一點 B; 

3 工具列“ Curves/ Circle”:  
點選 B 點為圓心，適當的長度 'r 為半徑，可作一圓 1C ; 

4 工具列“Points/ Intersection point(s)”:  
點選在圓 C 及圓 1C ，可得兩交點為 1B 、 3B ; 

5 工具列“Transformations/ Central symmetry”:  
並點選 B 及原點 O，可得一對稱點 2B ; 

6 工具列“Surfaces/ Triangle”: 依序點選 321 ,, BBB 三點，則三角形 321 BBB 即為所求，

如圖 4-1-2-4 所示。 

 
 

圖 4-1-2-3 以 L 為軸，將 1K 旋轉至 2K  圖 4-1-2-4 平面上構作三角形 321 BBB  
 

1-3 底面圓內接正五角形的構作，其步驟如下： 

1 工具列“Curves/ Circle”:  
選取原點 O 及任一點 B，可作一圓 C; 

2 工具列“Curves/ Segment”:  
選取 B 點及原點 O，可得一線段OB ; 

3 工具列“Constructions/ Middle”:  
選取線段OB ，可作OB 的中點 E; 

4 工具列“Transformations/ Central symmetry”:  
選取圓心 O 及 B 點，可得一對稱點 B′，並作線段 BB ′ (如步驟 2); 

5 工具列“Constructions/ Perpendicular in a plane”:  
選取點 O 及線段OB ，可得線段OB 之中垂線 L; 

6 工具列“Points/ Intersection point(s)”:  
選取圓 C 及中垂線 L，可得兩交點為 1P 、 1P ′; 

7 工具列“Curves/ Circle”:  
選取 E 點及 1P 點，可作一圓C ′ ; 

8 工具列“Points/ Intersection point(s)”:  
選取半徑 BO ′及圓C ′，可得一交點為 F; 

9 工具列“Curves/ Circle”:  
選取 1P 點及 F 點，可作一圓C ′′ ; 

10 工具列“Points/ Intersection point(s)”:  
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選取圓 C 及圓C ′′ ，可得二交點為 2P 及 5P ; 
11 工具列“Transformations/ Rotation by axis and points”:  

依序選取 2P 點，旋轉軸 Z 軸，初始點 1P 與終點 2P ，可得一點 3P ; 
12 再在工具列“Transformations/ Rotation by axis and points”: 

依序選取 3P 點，旋轉軸 Z 軸，初始點 1P 與終點 2P ，可得一點 4P ; 
13 工具列“Surfaces/ Polygon”: 依序點選 54321 ,,,, PPPPP 三點，則五邊形 54321 PPPPP 即

為所求，如圖 4-1-2-5 所示。 

1-4 以正十二面體為例，說明正多面體之骨架的構作，其步驟如下： 

1 工具列“Polyhedrons/ Platonic solids”:  
在 XY 平面上選取三點 U、V、W，可作一正多面體 K; 

2 滑鼠點選正多面體 K，再按右鍵後，在出現的視窗中選取「Surface style」之選單中

的「Empty」，可得一正多面體的骨架，再按右鍵後，在出現的視窗中選取「Curve 
color」之顏色選單，作骨架顏色的改變; 如圖 4-1-2-6 所示。 

 
 

圖 4-1-2-5 平面上構作正五邊形 圖 4-1-2-6 構作正十二面體的骨架 
 

二、 工具作圖元件 

2-1: 以正四面體為例，說明正多面體的對稱軸之構作，其步驟如下： 
1 利用“基本作圖元件 1-4＂，作一正四面體的骨架; 
2 工具列“Points/ Point”: 點取底面多邊形的頂點 B、C、D; 
3 工具列“Curves/ Segment”:選取 B、C、D 點，可得二線段 BD 、CD ; 
4 工具列“Constructions/ Middle”: 選取 BD 、CD ，作 BD 、CD 的中點 E、F; 
5 工具列“Constructions/ Perpendicular in a plane”:  

選取點 E 及 BD 與點 F 及CD ，可得中垂線 1L 、 2L ; 
6 工具列“Points/ Intersection point(s)”: 選取 1L 、 2L ，可得交點為 G; 
7 工具列“Constructions/ Perpendicular”:  

選取 G 點及 XY 平面，可作一垂直線 L 即為所求。 
 
2-2 以正十二面體為例，說明控制鈕的構作，其步驟如下： 

1 利用“工具作圖元件 2-1”，作正十二面體的對稱軸 L; 
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2 工具列“Constructions/ Perpendicular”:  
選取 D 點及直線 L，可得一垂直平面 M; 

3 工具列“Points/ Intersection point(s)”:  
選取平面 M 及直線 L，可得交點為 T(此點稱為控制鈕的最高點); 

4 工具列“Curor”:  
選取空間坐標系中的 xy 平面，再按鍵盤之「F」，可令 xy 平面為 F 平面; 

5 工具列“Points/Point”: 在 F 平面上取一點 Q; 

6 工具列 ”Curves/Vector”: 選取 G 點及 T 點，可得一向量
\____

GT ; 

7 工具列“Transformations/Translation”: 選取 Q 點及向量
\____

GT ，可得一點 Q′; 
8 工具列“Curves/Segment”: 選取 Q、Q′點，作一線段 QQ ′ ; 
9 工具列“Points/Point”: 在線段 QQ ′上取一點 P; 

10 工具列“Curves/Vector”: 選取 Q、P 點，可得一向量
\____

QP ; 

11 工具列“Transformations/Translation”: 選取 G 點及向量
\____

QP ，可得一點 1P ; 
12 移動 P 點即可控制點 1P ，則整個控制鈕的構作就完成了，如圖 4-1-2-7 所示。 

  

圖 4-1-2-7 構作一控制鈕 圖 4-1-2-8 構作側面 ABC 的展開圖 
 
2-3 以正四面體為例，說明側面正三角形之展開圖的構作，其作法如下： 

1 利用“基本作圖元件 2-1＂，作一正多面體的對稱軸 L 並在其上選取一點 P; 
2 工具列“Constructions/ Middle”:  

選取正四面體之一稜邊 BC ，可作 BC 的中點 I; 
3 工具列“Surfaces/Plane”: 選取 A、D、I 點，可得一平面 H; 
4 工具列“Curves/Circle”: 選取 I 點及 A 點，可得一圓 Q; 
5 工具列“Transformations/Central symmetry”:  

選取 D 點及 I 點，可得一對稱點 D′; 
6 工具列“Curves/Segment”: 選取 A、D′點，作一線段 DA ′ ; 
7 工具列“Constructions/Perpendicular”: 選取 P 點及直線 L，得垂直平面 F; 
8 工具列“Points/Intersection point(s)”: 選取平面 F 及線段 DA ′，得交點為 P′; 
9 工具列“Curves/Ray”: 選取 I、P′點，作一射線 PI ′ ; 
10 工具列“Points/Intersection point(s)”: 選取圓 Q 及射線 PI ′，得交點為 A′; 
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11 ∆A′BC 為側面正∆ABC 的展開圖，如圖 4-1-2-8 所示。 
 
2-4 側面正方形之展開圖的構作，其作法如下： 

1 利用“基本作圖元件 2-1＂，作一正六面體的對稱軸 L 並在其上選取一點 P 

2 工具列“Surface/ Plane”: 選取 A、E、D 點，可得一平面 M; 
3 工具列“Curves/ Circle”: 選取 A 點及 E 點，可得一圓 Q; 
4 工具列“Transformations/Central symmetry”: 

選取 D 點及 A 點，可得一對稱點 D′; 
5 工具列“Curves/Segment”:選取 E、D′點，作一線段 DE ′ ; 
6 工具列“Constructions/Perpendicular”: 

選取 P 點及直線 L，可得一垂直平面 N; 
7 工具列“Points/Intersection point(s)”:  

選取平面 N 及線段 DE ′，可得交點為 P′; 
8 工具列“Curves/Ray”: 選取 A、P′點，作一射線 PA ′  
9 工具列“Points/Intersection point(s)＂: 

選取圓 Q 及射線 PA ′，可得交點為 E′; 

10 工具列上選「Curves/Vector:選取 E、F 點，可得一向量
\____

EF ; 

11 工具列“Transformations/Translation”: 選取 E′點及向量
\____

EF ，可得一點 F′; 
12 四邊形 AE′F′B 為側面正方形 AEFB 的展開圖 (如圖 4-1-2-9 所示)。 

 

圖 4-1-2-9 構作側面 AEFB 的展開圖 
 
2-5 側面正五邊形之展開圖的構作，其作法如下： 

1 利用“基本作圖元件 2-1”，作一正多面體的對稱軸 L 並在其上選取一點 P 
2 在工具列“Constructions/ Middle”:  

選取正十二面體之一稜邊 AB ，可作 AB 的中點 I; 
3 工具列“Surfaces/Plane”: 選取 I、D、G，得平面 M; 
4 工具列“Curves/Circle”: 選取 I 點及 D 點，得一圓 Q; 
5 工具列“Transformations/Central symmetry”:  
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選取 H 點及 I 點，得對稱點 H′; 
6 工具列“Curves/Segment”: 選取 D、H′點，作線段 HD ′ ; 
7 工具列“Constructions/ Perpendicular”: 選取 P 點及直線 L，得垂直平面 N; 
8 工具列“Points/Intersection point(s)”: 選取平面 N 及線段 HD ′，得交點 P′; 
9 工具列“Curves/Ray”: 選取 I、P′點，作射線 PI ′ ; 
10 工具列“Points/Intersection point(s)”:  

選取圓 Q 及射線 PI ′，可得交點為 D′ (如圖 4-1-2-10 所示); 
11 工具列“Surfaces/Plane”: 選取 A、B、D′，可得平面 K; 
12 工具列“Curves/Segment”: 選取 A、D′點及 B、D′點，作線段 DA ′與 DB ′ ; 
13 工具列“Constructions/Middle”:  

選取二線段 DA ′與 DB ′，可作 DA ′與 DB ′的中點 S、T; 
14 工具列“Constructions/Perpendicular in a plane”:  

分別選取點 S 及線段 DA ′與點 T 及線段 DB ′，得中垂線 3L 、 4L ; 
15 工具列“Points/Intersection point(s)”:選取 3L 、 4L ，得交點為 G′; 
16 工具列“Constructions/Perpendicular”:  

選取 G′點及 K 平面，可作一垂直線 L′; 
17 工具列“Transformations/Rotation by axis and points”:  

依序選取 D′點，旋轉軸 L′軸，初始點 A 與終點 B，得一點 1D ; 
18 工具列“Transformations/Rotation by axis and points”: 

依序選取 D′點，旋轉軸 L′軸，初始點 B 與終點 A，可得一點 2D ; 
19 工具列“Surfaces/Polygon”: 

依序點選 BDDDA ,,,, 12 ′ 五點，則五邊形 BDDAD 12 ′ 即為側面正五邊形 ABCDE
的展開圖，如圖 4-1-2-11 所示。 

  

圖 4-1-2-10 構作展開圖的控制點 D′ 圖 4-1-2-11 構作側面 ABCDE 的展開圖 
 
2-6 以正十二面體為例，說明控制鈕之動點之轉移的構作，其作法如下： 

1 利用“工具作圖元件 2-2”，作正十二面體 1K 的控制鈕 P; 
2 再利用“工具作圖元件 2-5”，作一正十二面體的側面正五邊形之展開圖; 
3 工具列“Polyhedrons/Platonic solids”:  

選取 A、B、D′點，可作一正十二面體 2K ; 
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4 利用“工具作圖元件 2-1”，作一正十二面體 2K 的對稱軸 L′; 
5 在一正十二面體 2K 的對稱軸 L′上，作一控制鈕的最高點 T′; 
6 工具列“Curves/Segment”: 選取 T、T′點，作一線段 TT ′ ; 
7 工具列“Constructions/Middle”: 選取線段 TT ′，可作線段 TT ′的中點 S; 
8 工具列“Constructions/Perpendicular”:  

選取 S 點及線段 TT ′，可得一垂直平面 M; 
9 工具列上選“ ransformations/Symmetry with respect to a plane”: 

選取 1P 點及平面 M，可得一對稱點 2P ; 則控制點 P 經由向量平移，轉移到點 1P ，

再經由對稱的作圖，轉移到點 2P 。 

 

圖 4-1-2-12 過 S 作垂直平分面 M  

4-1-3 正多面體展開圖的構作（參見圖 4-1-3-1 ~ 14） 

根據上述的 Cabri 3D 指令，我們可以分別構作出正 n 邊多面體。 我們以 n＝6, 8 為

例，作細部的說明： 

一、 正立方體之展開圖的構作 
1. 利用基本作圖元件 1-4，作一正立方體之骨架，再利用工具作圖元件 3-1，構作一正立

方體的對稱軸 L 及控制機制的最高點 1T ，如圖 4-1-3-1 所示。 

2. 利用工具作圖元件2-2，構作一控制鈕P及過直線L 上P′點的垂直平分面， 如圖4-1-3-2
所示。 
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圖 4-1-3-1 構作正立方體的骨架 圖 4-1-3-2 構作控制鈕 P 及平面 
 

 
3. 利用工具作圖元件 3-4，構作一正立方體側面展開圖，即為正方形 2651 '' VVVV , 如圖 

4-1-3-3 所示。 

4. 隱藏一些物件，讓畫面顯得清楚、乾淨，如圖 4-1-3-4 所示。 

  

圖 4-1-3-3 構作側面的展開圖 圖 4-1-3-4 移動 P 點可控制展開圖 

5. 利用基本作圖元件 1-1，連續構作三個正方立體的側面展開圖的旋轉變換圖形，如圖

4-1-3-5 所示。 

  

圖 4-1-3-5 利用旋轉功構作其他展開圖 圖 4-1-3-6 構作某一展開圖上的一個正方

立體骨架 
 

6. 利用基本作圖元件 1-4，在正方形 2651 '' VVVV 上構作正立方體之骨架及其對稱軸，以及

控制機制的最高點；再利用工具作圖元件 2-6−控制鈕之動點之轉移，得到第二個控

制鈕點 2P ，如圖 4-1-3-6 所示。 

7‧利用工具作圖元件 2-4，再構作一正立方體側面展開圖，如圖 4-1-3-7 所示。 

8. 隱藏一些物件，並對正立方體之六個側面展開圖作顏色的調整，即可得正立方體的展

開圖，如圖 4-1-3-8 所示， 移動控制點 P 即可展開正立方體的側面。 
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圖 4-1-3-7 再構作新正立方體的展開圖 圖 4-1-3-8 移動 P 點可控制展開圖 
  

二、 正八面體之展開圖的構作 

1. 利用基本作圖元件 1-4，作一正八面體之骨架，再利用工具作圖元件 2-1，構作一正

八面體的對稱軸 L 及控制機制的最高點 1T (如圖 4-1-3-9 所示) 
2. 利用工具作圖元件 2-2，構作一控制鈕 P 及過直線 L 上 P′點的垂直平分面 (如圖

4-1-3-10 所示)。 

  

圖 4-1-3-9 構作正八面體的骨架 圖 4-1-3-10 構作控制鈕 P 及平面 
 
3. 利用工具作圖元件 2-3，構作一正八面體側面展開圖，即為正三角形 ABD′  (如圖

4-1-3-11 所示)。 

4. 隱藏一些物件，讓畫面顯得清楚、乾淨 (如圖 4-1-3-12 所示)。 

  

圖 4-1-3-11 構作側面展開圖 圖 4-1-3-12 移動 P 點可控制展開圖
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5. 利用基本作圖元件 1-3，在正三角形 ABD′ 上構作正八面體之骨架 1K 及其對稱軸 L′，
以及控制機制的最高點 2T ；再利用工具作圖元件 2-6−控制鈕之動點之轉移，得到第二

個控制鈕點 2P (如圖 4-1-3-13 所示)。 

6. 利用工具作圖元件 2-3，構作一正八面體 1K 之側面展開圖， 即為正三角形 ADF ′′ (如
圖 4-1-3-14 所示)。 

  

圖 4-1-3-13 在展開圖上構作正八面體的

骨架 
圖 4-1-3-14 再構作新正八面體的側面展

開圖 

7. 隱藏一些物件，讓畫面顯得清楚、乾淨 (如圖 4-1-3-15 所示) 

 
8. 利用基本作圖元件 1-1，連續構作三個正八面體的側面展開圖的旋轉變換圖形 (如圖

4-1-3-16 所示) 

  

圖 4-1-3-15 利用旋轉功構作其他展開圖 圖 4-1-3-16 隱藏新正八面體的骨架 
 

9. 利用基本作圖元件 1-3，在正三角形 ADF ′′′ 上構作正八面體之骨架 2K 及其對稱軸

L ′′ ，以及控制機制的最高點 3T ；再利用工具作圖元件 2-6−控制鈕之動點之轉移，得

到第二個控制鈕點 3P (如圖 4-1-3-17 所示)。 
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10. 利用工具作圖元件 2-3，再構作一正立方體 3K 之側面展開圖。 

11. 隱藏一些物件，並對正八面體之八個側面展開圖作顏色的調整，即可得正八面體的

展開圖 (如圖 4-1-3-18 所示)。 移動控制點 P 即可展開正八面體的側面。 

  

圖 4-1-3-17 構作最上一層的側面展開圖 圖 4-1-3-18 移動 P 點可控制所有展開圖 
 
此外，我們也可以在相同的環境下，製作另一種多面體：足球、巴克球，如圖 4-1-3-19
及圖 4-1-3-20 所示。 

  

圖 4-1-3-19 足球多面體 圖 4-1-3-20 巴克球多面體 
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4-2 立體圖形平面截痕的探究 －以 Cabri 3D 及 GSP 為工具 

本文運用 Cabri 3D 立體幾何軟體，來探究一個立體圖形被一平面所截時的

截痕，讓整個探究的過程有了很好的立體圖像的觀察與探知。我們也充分利

用 GSP 軟體對平面幾何圖形的構作可以工具化，以及可以對圖形物件作測

量與計算，甚至能利用參數的函數概念去進行圖形構作的功能。 

4-2-1 前言 

這篇文章是在討論一正立方體被以主對角線為法線的平面所截，以及以主對角線為

法線的平面截長方體的數學探究的過程中，運用 Cabri 3D 立體幾何軟體所提供一個立體

圖形被一平面所截時的截痕的視覺呈現的效果，讓整個數學探究的過程有了很好的立體

圖像的觀察與探知。而 GSP 態幾何軟體所呈現的立體效果遠遜於 Cabri 3D 立體幾何軟體

所能呈現的立體效果，但 GSP 這個軟體除了對平面幾何圖形的構作可以工具化之外，還

可以對圖形物件作測量與計算，甚至能利用參數的函數概念去進行圖形的構作，因此 GSP 

動態幾何軟體在數學問題的探究過程中，還是有其重要性及價值，因為它能夠啟發一些

數學思考以及作數學問題的量化工作，甚至還可以透過它來進行一些數學問題的猜測及

進一步的延伸與推廣，是一個良好的思考工具及繪圖工具。 

4-2-2 正立方體被以主對角線為法線的平面所截 

我們從最簡單的單位正立方體為探究的開始，首先建立空間坐標系，將單位正立方

體坐標化， 令頂點坐標為 ),,( 000O 、 ),,( 001A ， ),,( 010B ， ),,( 100C ， ),,( 011D ， ),,( 110E ， 
),,( 101F 、 ),,( 111G 。考慮以主對角線為法線的平面，因為法線的方向向量為 ),,( 111 ，即

為平面的法向量，令此平面方程式為 kzyx =++ ，其中， [0,3]k∈ 。以下就 k 值討論截

痕區域圖形及其面積： 

1. 當 10 ≤≤ k 時，截痕區域為一正三角形，其面積為 23
2

k ；當 1=k 時，截痕區域得

最大面積
2
3

，而且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

2. 當 21 ≤≤ k 時，截痕區域為一六邊形 (仿正六邊形)，其面積為
4

33
2
33 2 +−− )(k . 

當
2
3

=k 時，截痕區域得最大面積
4

33 , 且其面積在
2
31 ≤≤ k 的範圍內，隨著 k 值
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的增加而變大；但在 2
2
3

≤≤ k 的範圍內，隨著 k 值的增加而變小。 

3. 當 32 ≤≤ k 時，截痕區域為一正三角形，其面積為 23 ( 3)
2

k − ；當 2=k 時，得最大

面積
2
3

，且其面積隨著 k 值的增加而變小。 

 
其次我們針對 aaa ×× 正立方體進行探究，建立空間坐標系，將 aaa ×× 的正立方

體坐標化，令頂點坐標為 ),,( 000O 、 ),,( 00aA ， ),,( 00 aB ， ),,( aC 00 ， ),,( 0aaD ， ),,( aaE 0 ， 
),,( aaF 0 、 ),,( aaaG 。考慮以主對角線為法線的平面， 因為法線的方向向量 ),,( 111 ，

即為平面的法向量。令此平面方程式為 kzyx =++ ，式中 [0,3 ]k a∈ 。我們以 [ , 2 ]k a a∈
為例說明，並將結論歸納於定理一。 
 

當 aka 2≤≤ 時，平面 kzyx =++ 與空間坐標系的 x 、 y 、 z 軸之截距均為 k ，即

),,(' 00kA 、 ),,(' 00 kB 、 ),,(' kC 00 ，且與正立方體的六稜邊 AF 、 AD、 BD、BE、CE 、

CF 之交點分別為 ),,( akaJ −01 、 ),,( 02 akaJ − 、 ),,( 03 aakJ − 、 ),,( akaJ −04 、

),,( aakJ −05 、 ),,( aakJ 06 − ，如圖 所示。得 )( akJJJJJJ −=== 2654321 ，

)( kaJJJJJJ −=== 22165432 ，所以，截痕區域 654321 JJJJJJ 為一六邊形 (仿正六

邊形)，再得截痕區域 654321 JJJJJJ 的面積為= 22

4
33

2
33 aak +−− )( . 當

2
3ak = 時，

得截痕區域最大面積 2

4
33 a ，而且其面積在

2
3aka ≤≤ 的範圍內，隨著 k 值的增加而變

大，在 aka 2
2

3
≤≤ 的範圍內，隨著 k 值的增加而變小。 

 
定理一 

以平面 kzyx =++ ( ak 30 ≤≤ )去截正立方體 aaa ×× ， 並以 f(k) 表示截痕區域面

積，則 

1 當 ak ≤≤0 時，則截痕為正三角形， 2

2
3 kkf =)( , 

2 當 aka 2≤≤ 時，則截痕為六邊形， 22

4
33

2
33 aakkf +−−= )()( , 

3 當 aka 32 ≤≤ 時，則截痕為正三角形， 23
2
3 )()( akkf −= 。 
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4-2-3 長方體被以主對角線為法線的平面所截 

我們從最簡單的長方體 321 ×× ，作為探究的開始，建立空間坐標系，將 321 ×× 的

長方體坐標化。考慮以主對角線為法線的平面，因為法線的方向向量 ),,( 321 ，即為平

面的法向量。令此平面方程式為 kzyx =++ 32 ，其中， [0,14]k∈ 。就 k 值討論截痕區

域圖形及其面積。 

1. 當 10 ≤≤ k 時，截痕區域為三角形，截痕區域∆A′B′C′的面積為 = 2

12
14 k 。當 1=k

時，得截痕區域最大面積
12
14

，且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

2. 當 41 ≤≤ k 時，截痕區域為四邊形，其面積為 )( 12
12
14

−× k 。當 4=k 時，得截痕區

域最大面積
12

147
，且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

3. 當 54 ≤≤ k 時，截痕區域為一五邊形，其面積為 214 ( ( 5) 8)
12

k× − − + 。當 5=k  時，

得截痕區域最大面積
12

148
，且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

4. 當5 9k≤ ≤ 時，截痕區域為一周長定值的四邊形，而面積為 
12

148 .其值不會隨著 k 值

的增加而改變。 

5. 當 109 ≤≤ k 時，截痕區域為五邊形，截痕區域的面積為 214 ( ( 9) 8)
12

k× − − + 。當 9=k

時，得最大截痕區域面積
12

148
，且其面積隨著 k 值的增加而變小。 

6. 當 1310 ≤≤ k 時，截痕區域為四邊形，其面積為 ][ 272
12
14

+−× k 。當 10=k  時，得

最大截痕區域面積
12

147
，且截痕為四邊形，而且其面積隨著 k 值的增加而變小。 

7. 當 1413 ≤≤ k 時，截痕區域為三角形，截痕區域的面積為 214
12
14 )( −× k ；當 13=k

時，得最大截痕區域面積
12
14

，且其面積隨著 k 值的增加而變小。 

 
其次，再從長方體為 322 ×× 作另一探究，建立空間坐標系，將 322 ×× 的長方體

坐標化，以主對角線為法線的平面，因為法線的方向向量 ),,( 322 ，即為平面的法向量，

令此平面方程式為 kzyx =++ 322 ，其中 0 17k≤ ≤ . 就 k 值討論截痕區域圖形及其面積 
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1. 當 40 ≤≤ k 時，截痕區域為等腰三角形，截痕區域的面積為 2

36
17 k 。當 4=k  時，

得最大截痕區域面積
36

1716
，且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

 

2. 當 84 ≤≤ k 時，截痕區域為五邊形，截痕區域的面積為 ])([ 328
36
17 2 +−−× k 。

當 8=k 時，得最大截痕區域面積
36

1432
，且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

 
3. 當 98 ≤≤ k 時，即截痕區域為一四邊相等的四邊形(菱形)，截痕區域的面積

][32
36
17

× 。當 [8,9]k∈ 時，得最大截痕區域面積
36

1732
，且其面積不會隨著 k 值的

增加而改變。 
 

4. 當 139 ≤≤ k 時，截痕區域為五邊形，截痕區域的面積為 217 ( ( 9) 32)
36

k× − − + 。當

9=k 時，得最大截痕區域面積
36

1732
，且其面積隨著 k 值的增加而變小。 

 

5. 當 1713 ≤≤ k 時，截痕區域為一三角形，截痕區域的面積為 2)17(
36
17

−× k 。當 13=k

時，得最大截痕區域面積
36

1416
，且其面積隨著 k 值的增加而變小。 

 
我們現在考慮一般 cba ×× 長方體的探究，建立空間坐標系，將 cba ×× 的長方體

坐標化，令頂點坐標為 ),,( 000O 、 )0,0,(aA ， )0,,0( bB ， ),0,0( cC ， )0,,( baD ， ),,( cbE 0 ， 
),,( caF 0 、 ),,( cbaG 。以主對角線為法線的平面，因為法線的方向向量 ),,( cba ，即為

平面的法向量，令此平面方程式為 kczbyax =++ ，其中 2 2 2[0, ]k a b c∈ + + 。我們先就

cba << 且 222 cba <+ , 及 2[0, ]k a∈ , 2 2 2 2 2[ , ]k b c a b c∈ + + + 為例說明，並將結論歸納

於定理二。 

1.當 20 k a≤ ≤ 時，平面 kczbyax =++ 與空間坐標系的 x , y , z 軸之截距分別為
a
k , 

b
k ,

c
k , 且與長方體的三稜邊OA , OB , OC 之交點分別為 '( ,0,0)kA

a
, '(0, ,0)kB

b
, 

'(0,0, )kC
c

, 如圖 4-2-3-1 所示。得
ab

kbaBA
22 +

='' , 
bc

kcbCB
22 +

='' , 

ca
kacAC

22 +
='' , 即截痕區域∆A′B′C′為一三角形，再得截痕區域∆A′B′C′的面積為
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2 2 2
2

2
a b c k

abc
+ +

。所以，當 2ak = 時，截痕區域面積有最大值為
2 2 2

4

2
a b c a

abc
+ + , 且

截痕為一三角形而且其面積隨著 k 值的增加而變大。 

  

圖 4-2-3-1 平面 kczbyax =++ 截長方

體，當 20 k a≤ ≤  
圖 4-2-3-2 平面 ax by cz k+ + = 截長方體，

當 2 2 2 2 2b c k a b c+ ≤ ≤ + +  

2. 當 22222 cbakcb ++≤≤+ 時，平面 kczbyax =++ 與空間坐標系的 x , y , z  軸之

截距分別為
a
k , 

b
k , 

c
k , 且與長方體的三稜邊 DG , EG , FG 之交點分別為

),,(
c

bakbaV
22

1
−− , ),,( cb

a
cbkV

22

2
−− , ),,( c

b
cakaV

22

3
−− ; 如圖 4-2-3-2 所示，

得 )( kcba
ac

caVV −++
+

= 222
22

21 , )( kcba
ab

baVV −++
+

= 222
22

32 , 

)( kcba
bc

cbVV −++
+

= 222
22

13 , 即截痕區域∆A′B′C′為三角形。截痕區域∆A′B′C′

的面積為 2222
222

2
)( cbak

abc
cba

−−−
++ . 當 22 cbk += 時，截痕區域面積最大值為

4
222

2
a

abc
cba ++

，且截痕為一個三角形，其面積隨著 k 值的增加而變小。 

 
定理二 

以平面 kczbyax =++ ( 2220 cbak ++≤≤ )，去截長方體 cba ×× ，令 f(k)表示所得

的截痕區域面積，則 

1. 當 20 ak ≤≤ 時，則截痕為三角形， =)(kf 2
222

2
k

abc
cba ++ , 

2. 當 22 bka ≤≤ 時，則截痕為四邊形， =)(kf )( 42
222

2
2

aka
abc

cba
−

++ ; 

3. 當 222 bakb +≤≤ 時，則截痕為五邊形， 
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=)(kf ))([ 2222
222

2
2

babak
abc

cba
+−−−

++ ; 

4. 當 2 2 2a b k c+ ≤ ≤ 時，則截痕為四邊形， =)(kf )( 22
222

2
2

ba
abc

cba ++ ; 

5. 當 222 cakc +≤≤ 時，則截痕為五邊形， 

=)(kf ])([ 2222
222

2
2

back
abc

cba
+−−

++ ; 

6. 當 2222 cbkca +≤≤+ 時，則截痕為四邊形， 

=)(kf )( 222242
222

222
2

cabaaka
abc

cba
+++−

++ ; 

7. 當 22222 cbakcb ++≤≤+ 時，則截痕為三角形， 

=)(kf 2222
222

2
)( cbak

abc
cba

−−−
++ . 
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4-3 長方體主對角線穿過單位正方體的個數 

我們以平行投影和格子點模式，探究 cba ×× 長方體主對角線會穿過

( )a b c h k l d+ + − + + + 個單位正立方體，其中 hba =),( , kca =),( , lcb =),( , 
dcba =),,( .  

4-3-1 前言 

學生提問一道三維空間的立體幾何問題： 

一個 7×5×4 的長方體是由 1×1×1 的正立方體所堆積而成的，今連接主對角線

AG ，求主對角線 AG 會穿過多少個正立方體? 

問題的關鍵是在長方體的主對角線會穿過幾個小正立方體，如說要在平面上畫出長方體

的視角圖，然後再畫其主對角線來計算此主對角線所穿過的小正立方體的個數，其實是

有困難的。於是我們嘗試藉由 3D 立體圖形的電腦軟體來進行輔助觀察。 

針對學生的提問，我們建構了一個解題模式：利用平面上長方形的對角線所穿過的

小單位正方形的問題為基礎，來探究在立體空間中的長方體的主對角線會穿過幾個小正

立方體。也就是說運用平行投影的概念，將空間中的長方體投影在一平面上的影像會是

一個長方形，而此長方形的對角線正好是長方體的主對角線的投影。我們首先引進平行

投影與格子點的探究模式，繼而從簡單的情形開始進行探討，再推廣到一般情形。最後

觀察整數邊長與所穿過的小正立方體的個數之關係式，預測公式，並予以證明。 

4-3-2 平行投影和格子點的探究模式 

我們先看平行投影模式。所有的投射線都互相平行，這種投影法叫做平行投影法，

而在平行投影中，必須給出投射線的方向，若投射線垂直於投影面的平行投影叫做正投

影法；如果投射線不垂直於投影面的平行投影叫做斜投影法。例如：△ABC 在平面α上

的正投影是△A′B′C′，而斜投影是∆ CBA ′′′′′′ ， 如圖 4-3-2-1 所示。其次，我們看格子點

模式。將邊長皆為整數的長方體(或長方形)分割成若干個邊長為 1 的小正立方體 (或小

正方形)，這些分割線的交點就稱為格子點，如圖 4-3-2-2 所示，而長方體的格子點經過

平行投影之後仍然為長方形的格子點，且若長方體的主對角線通過格子點時，其經由平

行投影而得的長方形的對角線也會經過格子點 (如圖 4-3-2-3 所示)；反之，則否。 
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圖 4-3-2-1 三角形投影 圖 4-3-2-2 3×3×3 方體投影 圖 4-3-2-3 長方體及其主對

角線之投影 

4-3-3 問題的探究 

先從簡單的情形探究起，一個 777 ×× 的正立方體是由 343 個單位正立方體所堆積

而成，今連接主對角線 AG ，求主對角線 AG 會穿過幾個正立方體? 將 777 ×× 的正立方

體坐標化，令 ),,( 000A , ),,( 777G . 線段 AG  的直線參數式為 

( , , ) (0 7 ,0 7 ,0 7 ),x y z t t t t R= + + + ∈ .  

當
1 2 60, , , , ,1
7 7 7

t = 時，所得之點 ( , , ), 1, 2.,...,7a a a a =  皆為格子點，且在每兩點之間

只穿過一個正立方體。其主對角線 AG 會穿過 7 個正立方體。其次一個 7×5×4 的長方體

是由單位正立方體所堆積而成，今連接主對角線 AG ，求主對角線 AG 會穿過多少個正

立方體? 

 
 

圖 4-3-3-1 主對角線穿過的正方形個數 圖 4-3-3-2 主對角線在上下層的穿越點 

我們先討論 7×5 的長方形，因為 5, 7 互質，其對角線上没有格子點 (如圖 4-3-3-1
所示)，此對角線共經過 11 個正方形，以(7-1)+(5-1)+1 表示。再討論上下層的穿越點，

討論 5×4 的長方形，因為 4, 5 互質，長方體的主對角線會穿上下層的三個平面各一個交
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點 (非格子點)，這三個點投影在底層的 7×5 的長方形之對角線上，並將其對角線三等

分，而這三個點非格子點，亦非正方形邊上的點 (如圖 4-3-3-1 所示)。這三點的作用是

主對角線在穿越上下層時，會穿過不同一個正立方體 (如圖 4-3-3-2 所示)，故共有

(7-1)+(5-1)+(4-1)+1 = 11+3 =14，這提供我們猜測公式的基礎。 

4-3-4 推廣到一般情形 

我們接著推廣到 cba ×× 長方體的一般情形。今連接主對角線 AG ，求主對角線 AG
會穿過多少個正立方體? 

1. a , b , c 兩兩互質 

(1) 先討論 ba× 的長方形，因為 ( , ) 1a b = 互質，其對角線上沒有格子點，對角線共經

過 ( 1) ( 1) 1a b− + − + 個正方形。 

(2) 再討論上下層的穿越點：討論 cb× 的長方形。因為 ( , ) 1b c = 互質，所以長方體的

主對角線會穿上下層的 1c − 個平面各一個交點(非格子點)。 這 1c − 個點投影在底

層的 ba× 的長方形之對角線上，並將其對角線 1c − 等分，而這 1c − 個點非格子點，

亦非正方形邊上的點，這 1c − 點的作用是主對角線在穿越上下層時，會穿過不同

一個正立方體 (以 1c − 表示)，共有 ( 1) ( 1) 1 ( 1)a b c− + − + + −  個（舉例如圖 4-3-3-3
所示）。 

2. a , b , c 其中只有二個互質，令其為 ( , ) 1a b = , hcb =),( , kca =),( , 

(1) 先討論 cb× 的長方形，因為 hcb =),( ，其對角線上有 1h + 個格子點 (含端點)。將

cb× 的長方形分割成 hh× 個區塊， 而對角線只會經過其中的 h 個區塊，為一個

h
b

h
a
× 的長方形，其 ( , ) 1a b

h h
= 互質，且對角線在這些區塊中，會經過

( 1) ( 1) 1a b
h h
− + − + 個正方形。此對角線共經過 h ×{( 1) ( 1) 1}a b

h h
− + − +  = 

hhbha +−+− )()( 個正方形（舉例如圖 4-3-3-4 所示）。 

  

圖 4-3-3-3 主對角線穿過的正方形個數 圖 4-3-3-4 主對角線在上下層的穿越點 
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(2) 再討論上下層的穿越點：討論 ca× 的長方形 
因 ( , )a c k= ，又 ( , ) 1a b = ∴ ( , ) 1h k = ，在 ca× 的長方形中，其對角線上有 1k + 個格

子點，又長方體的主對角線會穿上下層的 1c − 個平面各一個交點； 這些交點中有

1k − 個格子點，而這 1k − 個格子點恰好落在 ba× 的長方形的格子線上。所以長方

體的主對角線上的 1c − 個點中有 1k − 個格子點 (不含端點)，此主對角線投影在

ba× 的長方形對角線上，恰有 1c − 個等分點，其中有 1k − 個會落在格子線上。所

以主對角線在穿越上下層時會經過 ( 1) ( 1) ( )c k c k− − − = − 個立方體，故穿越

hhbha +−+− )()( + )( kc −  = khcba −−++ 個單位正立方體。 

3. a , b , c 其中只有二個不互質，令其為 mba =),( , ( , ) 1b c = , ( , ) 1a c = . 

(1) 先討論 ba× 的長方形，因為 mba =),( ，其對角線上有 1+m 個格子點 (含端點)。
將 ba× 的長方形分割成 mm× 個區塊， 而對角線只會經過其中的 h 個區塊， 為一

個
m
b

m
a
× 的長方形，其 ( , ) 1a b

m m
= 互質，且對角線在這些區塊中，會經過

( 1) ( 1) 1a b
m m
− + − + 個正方形。此對角線共經過 m ×{( 1) ( 1) 1}a b

m m
− + − +  = 

mmbma +−+− )()( 個正方形。 

(2) 再討論上下層的穿越點，討論 cb× 的長方形，因為 ( , ) 1b c = 互質，長方體的主對

角線會穿上下層的 1c − 個平面各一個交點(非格子點)。這 1c − 個點投影在底層的

ba× 的長方形之對角線上， 並將其對角線 1c − 等分，而這 1c − 個點非格子點，亦

非正方形邊上的點。這 1c − 點的作用是主對角線在穿越上下層時，會穿過不同的

正立方體(共有 1c − 個)， 故總共會穿越 ( ) ( ) ( 1)a m b m m c− + − + + −  = 
1a b c m+ + − − 個正立方體（舉例如圖 4-3-3-5 所示）。 

  

圖 4-3-3-5 12×8×5 長方體之主對角線穿過

的正方體個數 
圖 4-3-3-6 12×8×4 長方體之主對角線穿過

的正方體個數 

4. a ,b , c 均不互質，令其最大公因數為 dcba =),,( ,則 daa ×′= , dbb ×′= , dcc ×′= , 而

a′ ,b′ , c′的互質情形。 

(1) 先將 cba ×× 的長方體分割成 ddd ×× 個區塊，而主對角線只會經過其中的 d  個

區塊，其為一個
d
c

d
b

d
a

×× 的長方體，其 1=),,(
d
c

d
b

d
a

互質。設主對角線在這些區
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塊中，會經過 t 個正立方體，則主對角線共經過 d × t 個正方形。 

(2) 再討論 t 值，即討論
d
c

d
b

d
a

×× 的長方體中，其主對角線會經過幾個正立方體。 由

結論知，若 h
d
b

d
a

=),( ， k
d
c

d
a

=),( ， ( , ) 1b c
d d

= ， 則
d
c

d
b

d
a

×× 的長方體的主對角

線會穿過 kh
d
c

d
b

d
a

−−++ 。 所以 t  = kh
d
c

d
b

d
a

−−++ ， cba ×× 的長方體主對

角線總共會穿越的正立方體數為 

×d kh
d
c

d
b

d
a

−−++  = kdhdcba −−++ (舉例如圖 4-3-3-6 所示)。 

由前述的探究中，可猜想邊長與所穿過的小正立方體的個數之關係式如下： 

定理： 

設 hba =),( , kca =),( , lcb =),( , dcba =),,( , 則 cba ×× 長方體的主對角線會穿

過 dlkhcba +++−++ )( 個單位正立方體。 

證明：因為 cba ×× 長方體的長、寬、高分別為 a 、b 、 c 單位長，可得在長、寬、高的

方向上分別有 a、b、c 個小正立方體。所以，此長方體的主對角線分別在長、寬、

高的方向會穿過 a 、b 、 c 個小正立方體，又因為

hba =),( , kca =),( , lcb =),( , dcba =),,( . 所以，其主對角線在長與寬方向同時也

會穿過 h 個小正立方體。 

同理在長與高方向、寬與高方向分別同時也會穿過 k 、 l 個小正立方體 

但又同時在長寬高三個方向會穿過 d 個小正立方體 

因此，設 A 、 B 、C 分別表示主對角線在長、寬、高方向的所穿過的小立方體所

成的集合，由排容原理知，此主對角線會穿過的小立方體的個數為 

( ) ( ) ( )n A n B n C+ + ( ) ( ) ( )n A B n A C n B C− ∩ − ∩ − ∩ ( )n A B C+ ∩ ∩  

= dlkhcba +++−++ )( ，故得證。 

4-3-5 結論 

我們常使用代數方法研究圖形的幾何性質，尤其是在平面幾何問題中更常 
利用解析坐標法來討論其圖形的幾何性質，因此，要探究長寬均為整數的長方形其對角

線所畫過的單位正方形個數，確實可以將長方形格子化，並將其對角線的方程式參數

化，引進了坐標系及參數 t 的概念，這樣就可以透過參數 t 之值的變化來計算所畫過的單

位正方形個數，如此的解題模型是可以解決平面上的問題，但是要解決空間中的延伸問
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題卻會遇到因難，因此，這樣的解題模型缺少了深入與推廣，不得就此打住而往其他的

思考方向前進。 

此時換個方向思考，利用排容原理來討論長寬為 nm× 的長方形其對角線所 
畫過的單位正方形個數，其結論為 ),( nmnm −+ ，其中 ),( nm 為 m 與 n 的最大公因數，如

果將此結論直接套用到空間中的長方體時，似乎合理但缺少了推理論證，於是藉由平行

投影及格子點的概念，將平面問題類化到空間問題，進而解決了這個問題，這兩個問題

的結論如下： 

1. 設 Nnm ∈., 且 dnm =),( ， 則 nm× 長方形的對角線會畫過 dnm −+ 個單位正方形。 

2. 設 Ncba ∈,, 且 hba =),( ， kca =),( ， lcb =),( ， dcba =),,( ， 則 cba ××  長方體的

主對角線會穿過 dlkhcba +−−−++ 個單位正立方體。 

透過對問題的理解與探究，可以讓學生體驗數學研究的過程，有助於學生培 
養發現問題、猜測結果、推理論證的能力，進而養成科學研究的嚴謹態度與積極精神，

這是可以讓數學的計算測驗演變成有內涵的數學實驗課，也可以讓學生在課堂教學活動

中的主體地位更確立、更主動。 
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