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修整型螺旋內齒輪組之特性分析 

 

研究生：魏家誠      指導教授：陳仁浩 博士 

共同指導教授：蔡忠杓 博士 

 

國立交通大學 機械工程學系 

 

摘要 

  齒輪為傳遞動力的重要機械元件，其中圓柱型螺旋齒輪由於具有高效

率傳遞動力的特性，因此被工業界廣泛地應用在各種傳動機構中。螺旋內

齒輪組與外齒輪相比之下由於具有更小之中心距的空間特性，因此內齒輪

組為減速機中常見之齒輪機構，而且螺旋齒輪在嚙合時其應力也較小且運

轉也較平順。然而由於螺旋內齒輪在實際製造及裝配上之誤差，使其失去

原本理想的共軛嚙合條件，造成接觸狀況不佳的情況，所以業界一般會對

齒輪齒面進行修整，以達到降低齒輪傳動誤差之目的。 

  本論文依據齒輪原理及創成機構之關係，在假設齒輪為剛體的前題

下，推導出螺旋內齒輪組之齒面數學模式，並開發電腦輔助分析程式來進

行該齒輪組之齒輪接觸模擬分析，探討齒輪組經由冠狀及轉位修整之螺旋

小齒輪與漸開線螺旋環齒輪，當其齒輪傳動軸具有旋轉軸向之裝配誤差的

情形時之嚙合狀態及運動誤差。 
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Abstract 

The gear is an important mechanical component for transmitting powers. 

Since the cylindrical helical gear has high efficiency to transmit power, 

therefore, it is widely used in reduction mechanisms by industry. The internal 

gear is a gear mechanism usually used for reduction gear box. Compared with 

the external gear, the center distance of the internal helical gear is smaller, the 

contact stress is lower and the gear meshing is also more smoother. However, 

due to the manufacture and assembly errors, the gear set may lose its conjugate 

meshing condition, which may cause the bad contact situation. Therefore, gear 

tooth modifications are widely used by the industry to reduce the transmission 

error of the gear pair. 

In this thesis, according to the theory of gearing and gear generation 

mechanism, a mathematical model for internal helical gears with crowned and 

profile-shifted modification teeth has been developed under the assumption of 

gear wheel is a rigid body. Based on the gear meshing theory, mathematical 

model of tooth contact and bearing contact analysis are established. 
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第一章 緒論 

1.1 前言 

  漸開線型螺旋內齒輪(Internal Helical Gear)是指齒筋為螺旋狀之圓筒

型內齒輪，主要與螺旋齒輪搭配使用在減速齒輪箱中，因為它具有較高的

齒輪比(Gear Ratio)及接觸比，齒輪嚙合時應力較小且運轉較平順，跟外齒

輪相比具有更小中心距的空間特性；而漸開線齒形還具有製造簡單且縱使

中心距有微幅變動，仍可維持共軛運動的優點，故為目前業界應用最廣泛

的齒輪齒形。 

  螺旋齒輪的滾製過程，在理論分析上亦可加以簡化為由齒條刀與齒胚

做相對運動加以模擬。在創成過程中，其每一瞬間齒條刀與被切製齒輪之

齒面間為線接觸，而螺旋內齒輪組中的環齒輪(Ring Gear)由於其特殊幾何

關係，並無法使用滾齒刀來切製環齒輪。目前一般齒輪製造商在產製環齒

輪時，最常採用的製造方式為使用小齒輪齒形之型齒刀或拉刀，利用刨製

法(Shaping)來製造環齒輪。 

近年來由於齒輪之製造技術漸趨成熟，且在許多應用場合中，對齒輪

傳動之精密度、噪音和振動的要求愈來愈嚴格，所以對於齒輪製造或裝配

誤差所造成的運動不平順、噪音或振動等，都是工程師極欲解決的問題。

由於漸開線型螺旋內齒輪對在理想的嚙合狀況下，其齒面接觸型態呈線接

觸，因此只要有旋轉軸向之裝配偏差產生時，其接觸型態就會由線接觸變

成點接觸，且接觸位置會落於齒面的前後齒緣上，亦即所謂的齒緣接觸

(Edge Contact)，如此會使得齒輪運轉時之運動誤差增大而產生了較大的振

動及噪音，同時也會造成齒輪之齒緣附近應力集中，將可能會導致齒面之

崩壞而影響齒輪之使用壽命。所以齒輪在實際使用時經常對其齒面進行修

整，目的是為了改變齒輪的接觸比、齒輪之強度及齒面接觸齒印等齒輪特

質，亦可避免齒輪過切之問題。 
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1.2 文獻回顧 

  漸開線螺旋齒輪是一種廣為工業界所使用之齒輪，已有相當久的歷

史，故不論在工業或學術上也有相當多的研究資料與技術經驗。一般漸開

線螺旋齒輪之齒面修整主要有冠狀 (Crowning) 及齒形修整 (Profile 

Modification)。冠狀修整乃是沿著漸開線螺旋齒輪之齒筋方向，亦即導程

(Lead)方向，利用刀具將漸開線螺旋齒輪齒筋方向兩端之齒肉進行微量之

刮除，使得齒輪在齒筋方向兩端之齒厚(Tooth Thickness)略微縮小。至於

齒形修整則是針對漸開線螺旋齒輪之齒形(Profile)作改變，可調整齒輪壓

力角(Pressure Angle)之角度及轉位量(Amount of Shift)，或對齒輪之齒冠

(Addendum)或齒根(Dedendum)進行特殊之修整加工，使得齒輪之齒形產生

變化。冠狀及齒形修整亦是工業界所普遍運用的技術，而這些作法在各齒

輪規範都有相關的資料可供參考，但對於冠狀及齒形修整之漸開線螺旋內

齒輪組的接觸狀況及運動誤差之探討與研究尚不多見。Litvin[1-3]探討有

關齒輪運動誤差(Kinematical Error)之理論分析研究，對於齒輪組之運動誤

差分析提供了理論與分析基礎。蔡等人[4-6]於 1986 年推導漸開線螺旋齒

輪之數學模式，以及提出漸開線螺旋齒輪之電腦模擬、接觸分析與應力分

析。白[7]於 1989 年探討漸開線形內齒輪之特性研究與分析，同年，陳[8]

提出具冠狀小齒輪之內齒輪組的特性研究與分析。王[9]於齒輪原理概要中

提及冠狀與轉位之理論與相關之齒輪方程式。王[10]於 1997 年研究修整型

螺旋齒輪之接觸分析，張[11]於同年進行修整型螺旋齒輪之傳動誤差之測

試與分析。蘇[12]於 2006 年探討具冠狀與齒形修整之螺旋齒輪的齒印分

析。蔡等人[13-15]提出漸開線內齒輪組之理論分析以及正齒輪之冠狀修整

齒型。 
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1.3 研究內容 

  本研究利用 Litvin[1-3]所提出之齒輪原理及蔡等人[4-6]所發展之齒輪

數學模式推導流程，來建立具冠狀及轉位修整之螺旋小齒輪及漸開線環齒

輪的數學模式。接著探討當齒輪組在具有製造及裝配誤差時，經修整之漸

開線螺旋齒輪的接觸特性，同時藉由適當的選用齒輪之設計參數，亦可使

得齒輪系統的運動誤差控制在可接受的範圍內。 

茲將本論文各章之研究大綱概述如下： 

第一章為緒論。主要為螺旋內齒輪組之概述及相關文獻之回顧，並介紹各

章之研究內容。 

第二章為基礎理論。介紹創成共軛運動對的基本理論，藉由此章節之理論

探討與理解，可進一步做為後面章節在建立刀具及被創成齒輪之齒面數學

模式以及齒輪創成原理之基礎。 

第三章為齒面數學模式推導。本章利用第二章創成共軛運動對之基礎理

論，建立具冠狀與轉位修整之螺旋齒輪及漸開線環齒輪的齒面數學模式。 

第四章為修整型螺旋內齒輪組之接觸分析，主要是利用第三章所推導之齒

輪數學模式，配合本研究自行開發之電腦輔助齒輪接觸分析(Tooth Contact 

Analysis,TCA)程式，模擬齒輪傳動的嚙合狀態及運動誤差。探討不同齒輪

設計參數對齒輪運動誤差之影響。 

第五章則為本論文之結論與未來展望。 
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第二章 基礎理論 

2.1 位置向量轉換 

  假設空間中有兩個座標系 ),,( ffff ZYXS 與 ),,( iiii ZYXS ，兩座標系間之關

係如圖 2.1 所示。若 fS 與 iS 兩座標系中有一共同點 P，其位置向量表示於 iS

座標系為 iR ，若要把 P 點之位置向量 iR 由 iS 座標系轉換至 fS 座標系來表

示其位置向量 fR ，則可利用齊次座標轉換矩陣(Homogeneous Coordinate 

Transformation Matrix)方程式來表示此兩座標系間之位置向量轉換： 

ifif RMR =                (2.1) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0

Mfi

000
),cos(),cos(),cos(
),cos(),cos(),cos(
),cos(),cos(),cos(

i

i

i

O
fififif

O
fififif

O
fififif

ZZZYZXZ
YZYYYXY
XZXYXXX

       (2.2) 

(2.2)式中的 ),cos( if XX 表示 fX 軸與 iX 軸間夾角之餘弦值，其餘依此類推；

而 iO
fX 、 iO

fY 及 iO
fZ 為 iS 座標系之原點 iO 表示於 fS 座標系之三個座標軸的分

量， fiM 則為齊次座標轉換矩陣，可將位置向量 iR 由 iS 座標系轉換至 fS 座

標系。 

  至於一般速度及法向量等之座標系間的轉換，因為與座標系之原點無

關，所以此類向量的座標系間轉換矩陣 fiL 為(2.2)式之子矩陣，可由 fiM 矩

陣刪去最後一行及最後一列而得，亦即如下列之表示式： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
),cos(),cos(),cos(
),cos(),cos(),cos(
),cos(),cos(),cos(

ififif

ififif

ififif

ZZYZXZ
ZYYYXY
ZXYXXX

fiL         (2.3)
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圖 2.1 位置向量與座標系之關係示意圖 
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2.2 嚙合方程式 

  當兩曲面嚙合保持連續接觸狀態時，可藉由嚙合方程式(Equation of 

Meshing)來表示兩齒面參數與運動參數之間的關係。如圖 2.2 所示，空間

中有兩個互相嚙合運動的曲面 1∑ 和 2∑ ，P點則為這兩嚙合運動曲面相切

(in Tangency)時之共切點(Common Tangent Point)，此點同時也是這兩個嚙

合運動曲面的瞬時接觸點。兩個嚙合曲面在其共切點P點具有共同之曲面

法向量N ，而 (12)V 為兩曲面 1∑ 和 2∑ 在P點之相對速度。 

  由於兩曲面在嚙合運動時，其接觸過程中為連續之嚙合，不會產生一

個曲面嵌入另一個曲面或兩嚙合曲面分離而產生不接觸，因此，這兩個共

軛運動曲面在其共同法向量之方向上將不存在相對速度 (12)V ，亦即兩曲面

之共同法向量的方向上其相對速度 (12)V 為零。然而在兩嚙合曲面之間實際

上必有相對速度存在，其相對速度 (12)V 必落於兩嚙合曲面之共同切平面

(Common Tangent Plant) T上，因此，兩相切曲面之瞬時共同法向量N 必與

其共切面T互相垂直。從上述兩曲面 1∑ 和 2∑ 嚙合運動之現象可得到如下結

論：兩嚙合運動曲面其相對速度 (12)V 和共同法向量N，在其共同接觸點P處

必互相垂直，亦即兩者之內積(Dot Product)為零，所以下式亦必成立： 

0=⋅ (12)VN                (2.4) 

  方程式(2.4)即齒輪原理中探討共軛運動對之嚙合運動條件的嚙合方

程式(Equation of Meshing)，此嚙合方程式對於二維(Two-Dimensional)及三

維(Three-Dimensional)的共軛運動對均可適用。 



 7

 

 

 

 

 

 

圖 2.2 空間中兩嚙合運動曲面之關係示意圖 
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在方程式(2.4)中，相對速度 (12)V 的計算較為複雜，當創成刀具和被創成齒

輪間的運動屬於平行軸之共軛運動關係時，可以簡化成二維的情況來討

論，如圖 2.3 所示， (12)V 可以表示為： 

IPωIPV (12)(12) ×=×−= )( 21 ωω            (2.5) 

其中 I 為滾齒刀與齒輪共軛運動時的瞬心 (Instantaneous Center of 

Rotation)。由方程式(2.5)得知相對速度 (12)V 與 IP垂直，因此可以確認其共

同法向量N 一定通過 I 點，所以可以推導出下式： 

)()(
)()()()(

θθ

θφθφ

yx N
yY

N
xX −

=
−

            (2.6) 

其中 )(φX 及 )(φY 為瞬心 I 點之座標， )(θx 及 )(θy 是P點的座標，而 )(θ
xN 及 )(θ

yN

則為其共同法向量在 X 軸及 Y 軸之分量。利用(2.6)式可以更容易地推導

出二維共軛運動對之嚙合方程式。 

 

2.3 相對運動速度 

  如圖 2.4 所示，假設空間中有兩個物體，物體 1 與物體 2 分別固聯於

座標系 ),,( 1111 ZYXS 與座標系 ),,( 2222 ZYXS 。 1Z 軸與 2Z 軸分別為物體 1 與物體

2 之旋轉軸，其旋轉之角速度分別為 1ω 與 2ω ，ψ 為兩旋轉軸之交錯角，C

為其最短距離，P 點為物體 1 與物體 2 之瞬時接觸點。因此，在物體 1 上

之瞬時接觸點 P 的速度 (1)V 可由下式求得： 

11
(1) RωV ×=               (2.7) 

其中 1R 為物體 1 旋轉軸之座標原點指向瞬時接觸點 P 之位置向量。

而在物體 2 上之瞬時接觸點 P 的速度 (2)V 則可由下式求得： 
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圖 2.3 平行軸共軛運動關係示意圖 
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圖 2.4 空間物體之相對速度示意圖 
 

ψ  

1ω

2ω



 11

22
(2) RωV ×=               (2.8) 

  其中 2R 乃是由物體 2 旋轉軸之座標原點指向瞬時接觸點 P 之位置向

量。因此，物體 1 與物體 2 之相對速度 (12)V 可求得如下： 

(2)(1)(12) VVV −=               (2.9) 

由於 

1122 ROOR +=               (2.10) 

經整理簡化後得下式： 

221121
(12) ωOORωωV ×−×−= )(           (2.11) 

或 21
(12)(12) ωRRωV ×−×=            (2.12) 

  其中R 為自物體 1 之座標系原點 1O 指向物體 2 之旋轉軸上任一動點之

位置向量。相對速度方程式(2.11)或(2.12)主要適用於三維座標系，創成刀

具和被創成齒輪的兩旋轉軸是屬於交錯軸旋轉之運動，亦即兩軸為不相交

亦不平行之共軛運動關係。 
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第三章 齒面數學模式推導 

3.1 前言 

本章將依據 Litvin[1-3]發展之齒輪創成原理來推導出具有冠狀及轉位

修整之螺旋小齒輪和漸開線形螺旋環齒輪的齒面數學模式。有了齒輪之齒

面數學模式後便可利用電腦輔助繪圖技術繪出其齒輪輪廓，並在電腦上進

行齒輪之齒面接觸分析(Tooth Contact Analysis)與模擬。在推導齒輪之齒面

數學模式過程中，有兩項假設： 

(1) 溫度效應與動態負載的影響不予考慮。 

(2) 在齒形創成的過程中，僅考慮齒輪為剛體運動，彈性與塑性變形不予

考慮。 

本論文在探討螺旋齒輪齒面創成時，乃是將滾齒刀(Hob Cutter)之滾齒

動作視為齒條刀(Rack Cutter)作平移運動及工件做旋轉運動所構成之相對

運動，所以在建立齒輪的齒面數學模式之前，須先建立齒條刀的刀面外形

數學模式，並利用齊次座標轉換矩陣方程式，根據齒條刀創成齒輪以及冠

狀修整之刀具刀面的路徑進行座標轉換，以求得刀具刀面之軌跡。其次依

微分幾何的原理找出接觸點或接觸線的位置及其在接觸面上的共同法向

量，同時加入轉位之齒形修整，再配合齒輪運動之相互關係和嚙合方程式

(Equation of Meshing)，即可推導出被創成之螺旋齒輪的齒面數學模式。再

利用被創成之螺旋齒輪齒面數學模式當作假想齒刀，依齒輪創成原理則可

推導出螺旋環齒輪之齒面數學模式。 
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3.2 齒條刀之齒面數學模式及嚙合方程式 

一個漸開線形齒形的螺旋齒輪，可由一把具有直邊的齒條刀所創成，

而本論文所探討之修整型螺旋內齒輪組，係以一假想齒條刀來模擬滾齒刀

滾製齒輪，創成出具有冠狀及轉位修整之螺旋齒輪。如圖 3.1 所示之齒條

刀 p∑ ，其兩側呈左右對稱，而齒條刀之主體為其直邊刀刃，直邊刀刃的

兩端分別接續齒條刀之齒根導角(Dedendum Fillet)與齒頂導角(Addendum 

Fillet)，亦即齒條刀之下圓弧導角與上圓弧導角。在齒條刀切製齒輪的過

程中，齒條刀之直邊將創成齒輪之漸開線齒形部分，齒條刀之齒根導角將

會創成出齒輪之齒頂導角，而齒條刀之齒頂導角將會創成出齒輪之齒根導

角。 

圖 3.1 表示齒條刀 p∑ 之法向剖面圖，圖中之設計參數 l表示由固定點

0M 沿著齒刀面到其直邊之任一動點M 之距離，即 MM 0=l ，其範圍定義為

100 MM≤≤ l ，而 nα 係齒刀之法向壓力角(Normal Pressure Angle)。圖 3.2

則為圖 3.1 中齒條刀 p∑ 之齒頂與齒根導角之放大圖，其中 aρ 係齒條刀之齒

頂導角的半徑， dρ 則為齒條刀之齒根導角之半徑， aθ 與 dθ 分別是描述齒條

刀之齒頂導角與齒根導角的參數，而 2/πθα ≤≤ an 和 2/πθα ≤≤ dn 則為此兩

參數之定義範圍。 

由圖 3.1 及圖 3.2 所示，可得知齒條刀法向剖面之參數方程式表示在

),,( rrrr ZYXS 座標系之通式為： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

r

r

r

z
y
x

rR                (3.1) 
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圖 3.1 齒條刀 p∑ 之法向剖面圖 
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圖 3.2(a) 齒條刀 p∑ 之齒根導角法向剖面 
 

 

圖 3.2(b) 齒條刀 p∑ 之齒頂導角法向剖面 
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齒條刀 p∑ 之左半邊的直邊齒形方程式表示在 rS 座標系為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

0
tansin

cos
bh

h

nan

an

αα
α

l

l

lsrR            (3.2) 

齒條刀 p∑ 之左半邊齒根導角齒形方程式表示在 rS 座標系為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−++−

+−
=

0
tancoscos

sinsin
bh

h

ndnddd

dnddd

ααρθρ
αρθρ

ldrR         (3.3) 

齒條刀 p∑ 之左半邊齒頂導角齒形方程式表示在 rS 座標系則為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

−+−
=

0
tancoscos

sinsin
bh

h

nanaaa

anaaa

ααρθρ
αρθρ

larR         (3.4) 

齒條刀 p∑ 之右半邊的直邊齒形方程式表示在 rS 座標系為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++−

−
=

0
tansin

cos
bh

h

nan

an

αα
α

l

l

rsrR            (3.5) 

齒條刀 p∑ 之右半邊齒根導角齒形方程式表示在 rS 座標系為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+−−

+−
=

0
tancoscos

sinsin
bh

h

ndnddd

dnddd

ααρθρ
αρθρ

rdrR         (3.6) 

齒條刀 p∑ 之右半邊齒頂導角齒形方程式表示在 rS 座標系則為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+++−

−+−
=

0
tancoscos

sinsin
bh

h

nanaaa

anaaa

ααρθρ
αρθρ

rarR         (3.7) 
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其中齒條刀具相關之齒形設計參數(如圖 3.1 和圖 3.2)說明如下： 

nα 表法向壓力角； 

dh 表齒根高，於本研究中設定 nd mh 0.1= ； 

ah 表齒冠高，於本研究中設定 na mh 0.1= ； 

其中 nm 表法向模數(Normal Pressure Angle)； 

b2 表齒條刀法向節距之一半，亦等同於齒厚，即 2/2 nPb = ； 

其中 nP 為周節(Circular Pitch)； 

df 表齒條刀齒根導角起始點位置參數，於本研究中設定 nd mf 1.0= ； 

af 表齒條刀齒頂導角起始點位置參數，於本研究中設定 na mf 15.0= ； 

在圖 3.3 中，座標系 ),,( cccc ZYXS 為齒條刀 p∑ 之固定座標系，座標系

),,( aaaa ZYXS 則為一輔助的移動座標系， aZ 軸與 cY 軸之夾角即為被創成齒輪

之螺旋導程角λ，而 aZ 軸與 cZ 軸之夾角則為被創成齒輪之螺旋角 β。欲切

製具螺旋導程角λ且又具有轉位修整之齒條刀外形時，可將齒條刀 p∑ 之法

向剖面放置於 aX - aY 平面，再依圖 3.3 所示之路徑運動即可，其中u 為刀具

面的另一個設計參數，表示由固定座標系的原點 cO 到移動座標系的原點 aO

之距離，亦即 acOOu = ，也代表齒條刀 p∑ 沿著 acOO 路徑移動以切製齒輪。

若要切製具有冠狀修整之漸開線螺旋齒輪時，則需令齒條刀 p∑ 之法向剖

面固聯於座標系 rS ，且以 BO 為原點 BR 為半徑，使其與座標系 aS 一同沿著

acOO 的方向移動，座標系 rS 與座標系 aS 之距離是一個變動的參數E，表示

齒條刀於某一位置之轉位量，亦即滾齒機在滾切齒輪時齒刀於某一位置之

轉位量。γ 則為靠模板曲線參數之一，用以決定刀具於靠模板曲線的位置，

當 maxγγ = 時，刀具的轉位量E達到其最大值 maxE ，而當 o0=γ 時，刀具的轉

位量為零。在此設定靠模板曲線為一圓弧，其曲率半徑為 BR 。 
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圖 3.3 假想齒條刀之刀面座標系關係示意圖 
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根據上述之關係，可求得以下之關係式： 

)sin(sin max γγ −= BRu              (3.8) 

)cos1( γ−= BRE               (3.9) 

)cos1( maxmax γ−= BRE              (3.10) 

其中 maxγ 的範圍為：
λ

γ
λ sin2

sin
sin2

sin 1
max

1

BB R
W

R
W −− ≤≤− ，W 表示齒寬。 

依圖 3.3 所示之齒條刀 p∑ 與各座標系間的關係，即可利用齊次座標轉

換矩陣方程式，將齒條刀 p∑ 之齒刀面數學模式表示於座標系 cS 如下： 

rarcac RMMR =               (3.11) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

1000
sinsincos0
coscossin0
0001

λλλ
λλλ

u
u

caM           (3.12) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

1000
0100
0010

001 E

arM              (3.13) 

上式中 arM 及 caM 即為齊次座標轉換矩陣，分別表示將位置向量從座標系

rS 轉換至座標系 aS ，以及從座標系 aS 轉換至座標系 cS 。利用(3.11)式即可

將齒條刀之齒刀面數學模式轉換至座標系 cS ，亦即可求得創成具冠狀修整

或轉位之螺旋齒條刀的齒刀面方程式如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−
−+

−−
=

λγγλ
λγγλ

γ

sin)sin(sincos
cos)sin(sinsin

)cos1(

max

max

Br

Br

Br

Ry
Ry

Rx

cR         (3.14) 
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  因齒條刀與被創成之齒輪的齒面在創成過程中，其每一瞬間均有共同

的接觸線，且兩者在此瞬間接觸線的法向量相同。依微分幾何原理，齒條

刀面之法向量表示在 ( )cccc ZYXS ,, 座標系可由下式求得： 

γ∂
∂

×
∂
∂

= cc
c

RRN
l

              (3.15) 

其單位法線向量(Unit Normal Vector)則可由下式求得： 

c

c
c N

Nn =                 (3.16) 

因此，齒條刀 p∑ 之左邊直邊刀面的單位法線向量可求得如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+

−
==

λγαλγα
λγαλγα

γα

sincoscoscossinsin
cossinsinsincoscos

cossin

nn

nn

n

A
lsc

lsc
lsc N

Nn       (3.17) 

其中
nn

A
ααγ 222 sincoscos

1
+

=           (3.18) 

同理，齒條刀 p∑ 之右邊直邊刀面的單位法線向量亦可求得如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−==

λγαλγα
λγαλγα

γα

sincoscoscossinsin
cossinsinsincoscos

cossin

nn

nn

n

A
rsc

rsc
rsc N

Nn       (3.19) 

根據第二章所述之基本理論，嚙合方程式(2.4)係表示齒輪齒面參數與

運動參數之間的關係，而兩曲面之嚙合方程式為： 

0=⋅ (12)VN                (3.20) 

茲再考慮如圖 3.4 所示之齒條刀 p∑ 與被創成齒輪 1∑ 之創成關係，若在

齒輪之切製過程中未考慮轉位切削時，則齒條刀 p∑ 所在的座標系

( )cccc ZYXS ,, 會與參考座標系 ( )dddd ZYXS ,, 重合。在切製過程中，齒條刀 p∑ 在

齒輪工件 1∑ 之瞬軸面(即 dY - dZ 平面)上方由右向左平移，而齒輪工作則依

反時鐘方向旋轉，其旋轉角速度為 1ω 。若在齒輪切製時考慮轉位切製且以 
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圖 3.4 齒條刀與被創成齒輪之相對運動關係 
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轉位係數 px 來進行轉位之齒形修整，則齒條刀座標系 cS 會相對於參考座標

系 dS 沿著 dX 軸向平移一轉位量 npmx ，而齒條刀 p∑ 的速度表示在固定座標

系 ( )ffff ZYXS ,, 為： 

f
(p)
f jV 11rω−=                (3.21) 

被切製之齒輪 1∑ 的速度表示在固定座標系 fS 則為： 

)( 1 c1
(1)
f RωV +×= cOO              (3.22) 

其中 ff ji 1111 )( φrmxrOO npc −+=            (3.23) 

而齒條刀與被切製之齒輪的相對速度 (1)
f

(p)
f

(p1)
f VVV −= 。    (3.24) 

若將(3.21)至(3.23)式代入(3.24)式後，即可得到齒條刀 p∑ 與齒輪 1∑ 在切製

過程中之相對速度如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+
+−

=
0

)(
)(

1

111

npc

c

mxx
ry

ω
φω

(p1)
fV              (3.25) 

根據前述嚙合方程式之條件： 

0=⋅ (p1)
f

(p)
f VN                (3.26) 

因座標系 fS 與座標系 cS 間並無相對之旋轉，故 cf nn = 。將求得之法線向量

與相對速度(3.25)代入(3.26)式，即可求得齒條刀 p∑ 與齒輪 1∑ 之嚙合方程

式如下： 

0)()(),,( 111 =+++−= npcfycfxpp mxxnryn φφγl1F        (3.27) 

經整理簡化後亦可表示成下列之關係式： 

)(
11

1 npc
fx

fyc mxx
rn

n
r
y

+−=φ             (3.28) 
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3.3 修整型螺旋齒輪之齒面數學模式 

  齒條刀與被創成齒輪之座標系間的關係如圖 3.4 所示，茲利用齊次座

標轉換矩陣將齒條刀 p∑ 之位置向量自 ( )cccc ZYXS ,, 座標系轉換至

( )1111 ,, ZYXS 座標系，即可求得齒條刀 p∑ 表示在 1S 座標系之軌跡方程式如

下： 

cfc1f1 RMMR =               (3.29) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

1000
0100
00cossin
00sincos

11

11

φφ
φφ

1fM            (3.30) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

+

=

1000
0100

010
001

11

1

φr
rmx np

fcM             (3.31) 

將(3.14)式代入(3.29)至(3.31)式可得齒條刀 p∑ 表示於齒輪座標系 1S 之軌跡

方程式為： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+++
+++−

=

c

npcc

npcc

z
rmxyx
rmxyx

)cos(sinsincossin
)sin(coscossincos

1111111

1111111

φφφφφφ
φφφφφφ

1R      (3.32) 

將齒條刀之軌跡方程式與齒條刀和齒輪工件兩者之嚙合方程式(即(3.27)

或(3.28)式)聯立，即為齒輪 1∑ 之齒面數學模式。 

  同理，齒輪之齒頂導角及齒根導角的部分亦可參照相同之方式，分別

求其軌跡方程式與嚙合方程式，再將其聯立即可得齒條刀上下導角所創成

之齒輪對應的齒頂與齒根導角之齒面數學模式。 
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3.4 小齒輪狀型齒刀之數學模式及嚙合方程式 

  由於內齒輪組中環齒輪之特殊幾何關係，要使用滾齒刀切製環齒輪是

不可行的，在一般的齒輪製造工廠最常使用的環齒輪製造方式為使用小齒

輪齒形之型齒刀或拉刀，利用刨製法(Shaping)來製造環齒輪。而小齒輪齒

形之型齒刀數學模式與 3.3 節所推導之螺旋齒輪齒面數學模式相同，為了

區別起見，特將具有小齒輪齒形的型齒刀之數學模式改寫如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+++
+++−

=
)(

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

)()()(
1

)()(
1

)(

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

)()()(
1

)()(
1

)(

)cos(sinsincossin
)sin(coscossincos

s
c

ssssss
n

s
p

ss
c

ss
c

ssssss
n

s
p

ss
c

ss
c

z
rmxyx
rmxyx

φφφφφφ
φφφφφφ

sR    (3.33) 

本論文之環齒輪為標準漸開線形螺旋環齒輪，所以上述之小齒輪型齒刀需

假設無冠狀及轉位修整，亦即冠狀修整之圓弧曲率半徑趨近於極大，且轉

位係數為零，即 0)( =s
px 。 

  小齒輪型齒刀與被創成之螺旋環齒輪齒面在創成過程中小齒輪型齒

刀之刀面的單位法向量是與齒條刀與被創成之螺旋齒輪齒面之單位法向

量相同，茲將此單位法向量由齒條刀座標系 ( )cccc ZYXS ,, 轉換至齒輪座標系

( )1111 ,, ZYXS ，並改寫如下： 

(s)
c

(s)
fc

(s)
1fs nLLn =               (3.34) 

其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100
0cossin
0sincos

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

ss

ss

φφ
φφ

(s)
1fL            (3.35) 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

(s)
fcL               (3.36) 

因此，左齒面之單位法向量可表示於 cS 座標系如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+

−
=

)()()()()()(

)()()()()()(

)()(

sincoscoscossinsin
cossinsinsincoscos

cossin

sss
n

sss
n

sss
n

sss
n

ss
n

(s)A
λγαλγα
λγαλγα

γα
(s)
lscn      (3.37) 

其中
)(2)(2)(2

)(

sincoscos
1

s
n

s
n

s

sA
ααγ +

=          (3.38) 

同理，右齒面之單位法向量亦可表示於 cS 座標系如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−=

)()()()()()(

)()()()()()(

)()(

sincoscoscossinsin
cossinsinsincoscos

cossin

sss
n

sss
n

sss
n

sss
n

ss
n

(s)A
λγαλγα
λγαλγα

γα
(s)
rscn      (3.39) 

茲考慮如圖 3.5 所示之小齒輪型齒刀 s∑ 與被創成齒輪 2∑ 之創成關

係，可得小齒輪型齒刀 s∑ 與被創成之環齒輪 2∑ 的相對速度表示在

( )ssss ZYXS ,, 座標系為： 

)()( 2
(s)
ss

(s2)
s

(s2)
s ωRωV ×−×= OOs            (3.40) 

經展開簡化後可得： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
−−−

=
0

cos)(
sin)(

)2()()2(

)2()()2(

s
s

s

s
s

s

Cx
Cy

φωωω
φωωω

(s2)
sV          (3.41) 

其中 2OOC s=  
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圖 3.5 小齒輪型齒刀與被創成環齒輪之相對運動關係 
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小齒輪型齒刀 s∑ 與被創成之齒輪 2∑ 的嚙合方程式為： 

0=⋅ (s2)
s

(s)
s VN                (3.42) 

若將(3.37)及(3.39)式所求得之左、右齒面單位法線向量與相對速度(3.41)

式代入(3.42)式，即可求得小齒輪型齒刀 s∑ 與被創成環齒輪 2∑ 之嚙合方程

式。 

 

3.5 漸開線螺旋環齒輪之數學模式 

小齒輪型齒刀與被創成環齒輪之座標系間的關係如圖 3.5 所示，茲利

用齊次座標轉換矩陣將小齒輪型齒刀 s∑ 之位置向量自 ( )ssss ZYXS ,, 座標系

轉換至 ( )2222 ,, ZYXS 座標系，即可求得小齒輪型齒刀 s∑ 表示在 2S 座標系之軌

跡方程式如下： 

s2s2 RMR =                (3.43) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−
−−

=

1000
0100

sin0)cos()sin(
cos0)sin()cos(

222

222

φφφφφ
φφφφφ

C
C

ss

ss

2sM        (3.44) 

將(3.33)式代入(3.43)及(3.44)式即可求得小齒輪型齒刀 s∑ 表示於齒輪座標

系 2S 之軌跡方程式為： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+−+−−
+−+−

=

s

ssss

ssss

z
Cyx

Cyx

222

222

sin)cos()sin(
cos)sin()cos(

φφφφφ
φφφφφ

2R        (3.45) 

若將上式之小齒輪型齒刀之軌跡方程式與兩者之嚙合方程式(3.42)式聯

立，即可得環齒輪 2∑ 之齒面數學模式。 

  同理，小齒輪型齒刀之齒頂導角及齒根導角的部分亦參照相同之方

式，分別求其軌跡方程式與嚙合方程式，再將其聯立即可得小齒輪型齒刀

之齒根與齒頂導角所創成之對應環齒輪的齒頂與齒根導角的齒面數學模

式。 
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3.6 本章結論 

  本章係依據齒輪創成原理，推導出具冠狀與轉位修整之漸開線螺旋齒

輪及標準漸開線螺旋環齒輪之齒面數學模式，此數學模式包含了刀具及被

創成齒輪的齒面數學模式。依據所推導出之修整型螺旋小齒輪及漸開線螺

旋環齒輪齒面數學模式，可利用電腦輔助程式以運算及繪出齒輪之三維齒

形，茲以表 3.1 所列設計參數之齒輪為例加以驗證。 

 
表 3.1 修整型螺旋內齒輪對之主要設計參數 

 修整型螺旋小齒輪 漸開線螺旋環齒輪 

齒數(齒) 60  120 

法向模數(mm/齒) 2  2  

壓力角(度) o20  o20  

導程角(度) o75 (右旋) o75 (左旋) 

齒寬(mm) 20  20  

轉位係數 1.0−  無 

隆齒修整半徑(mm) 30 無 

 

依本章所建立之齒面數學模式及電腦輔助繪圖，即可繪出螺旋內齒輪組之

外形，如圖 3.6 所示。本章所推導之內齒輪組數學模式亦有助於漸開線內

齒輪組後續之分析及模擬工作。 
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圖 3.6(a) 修整型螺旋小齒輪之電腦輔助繪圖 
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圖 3.6(b) 漸開線螺旋環齒輪之電腦輔助繪圖 
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圖 3.6(c) 中心距為 60mm 之螺旋內齒輪組裝配示意圖 
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第四章 修整型螺旋內齒輪組之齒面接觸分析 

4.1 前言 

  內齒輪組為工業界中常用的傳動機構，而齒輪傳動性能會因為齒輪本

身的製造精度，或是齒輪系統的裝配誤差，如中心距誤差和旋轉軸向之裝

配誤差，因而造成齒輪運動時的不平順，以致產生振動與噪音。本論文依

據蔡等人[4-6]所建立之螺旋齒輪的齒面接觸分析(Tooth Contact Analysis)

方法，將本論文第三章各節所推導得到的螺旋內齒輪組齒面數學模式，配

合本章之齒輪組之裝配狀態與齒面接觸條件，便可模擬齒輪對之嚙合運

動，並探討當齒輪對具有中心距、水平軸向與垂直軸向誤差時之內齒輪組

運動誤差。 

 

4.2 螺旋內齒輪對之接觸分析數學模式 

  在本節中，將建立具有組裝誤差之齒輪對的接觸分析模式，首先必須

將各齒輪之齒面數學模式轉換至同一座標系後再加以分析。圖 4.1 所示為

螺旋小齒輪 1Σ 與螺旋內齒輪 2Σ 之裝配關係示意圖，座標系 ),,( 1111 ZYXS 與

),,( 2222 ZYXS 分別為螺旋小齒輪與螺旋內齒輪之座標系，其中 1Z 為螺旋小齒

輪之旋轉軸， 1φ′為螺旋小齒輪實際嚙合時的旋轉角； 2Z 為螺旋內齒輪之旋

轉軸， 2φ′則為螺旋內齒輪實際嚙合時的旋轉角。 ),,( ffff ZYXS 為固定座標

系，座標系 ),,( hhhh ZYXS 與 ),,( vvvv ZYXS 為輔助座標系，用以模擬齒輪旋轉軸

交錯角的組裝誤差。若要分析水平軸向交錯角之組裝誤差，需將座標系 hS

相對於固定座標系 fS 繞著 hX 軸旋轉 hγΔ 角度；若要分析垂直軸向交錯角之

組裝誤差，則需將座標系 vS 相對於固定座標系 fS 繞著 vY 軸旋轉 vγΔ 角度。C′

為螺旋小齒輪與螺旋內齒輪組裝之中心距 CCC Δ+=′ ，其中C 為標準中心

距， CΔ 為中心距誤差。 
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圖 4.1 齒輪組具裝配誤差之座標系關係示意圖 
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  在進行螺旋內齒輪對之接觸分析時，首先須將嚙合之螺旋小齒輪 1Σ 和

螺旋內齒輪 2Σ 之齒面數學模式及其單位法向量表示在同一固定座標系 fS

上。依據圖 4.1 所示之座標系間的關係，螺旋小齒輪 1Σ 之齒面數學模式與

單位法向量可利用齊次座標轉換至固定座標系 fS 表示如下： 

1f1
(1)
f RMR =                (4.1) 

1f1
(1)
f nLn =                (4.2) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
′′−

′′′

=

1000
0100
00cossin

0sincos 1

φφ
φφ C

f1M            (4.3) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
′′−

′′

=
100
0cossin
0sincos

φφ
φφ

f1L             (4.4) 

同理，亦可將螺旋內齒輪 2Σ 的齒面數學模式與單位法向量利用齊次座標轉

換至固定座標系 fS 表示如下： 

2v2hvfh
(2)
f RMMMR =              (4.5) 

2v2hvfh
(2)
f nLLLn =               (4.6) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ΔΔ−
ΔΔ

=

1000
0cossin0
0sincos0
0001

hh

hh

γγ
γγ

fhM           (4.7) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ΔΔ

Δ−Δ

=

1000
0cos0sin
0010
0sin0cos

vv

vv

γγ

γγ

hvM           (4.8) 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
′′−

′′

=

1000
0100
00cossin
00sincos

22

22

φφ
φφ

v2M            (4.9) 

⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ΔΔ−
ΔΔ=

hh

hh

γγ
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cossin0
sincos0
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fhL            (4.10) 

⎥
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⎡

ΔΔ

Δ−Δ
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vv

vv
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cos0sin
010
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hvL            (4.11) 

⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
′′−

′′

=
100
0cossin
0sincos

22

22

φφ
φφ

v2L             (4.12) 

4.3 齒輪對之運動誤差分析模式 

  運動誤差(Kinematical Error, KE)係只齒輪對在進行動力傳遞時，傳動

齒輪輸出軸之實際旋轉角度與理論旋轉角度之間的誤差。而此理論之分析

過程包含以下之假設條件： 

一、齒輪齒面不因受力而變形，即假設齒面為剛體(Rigid Body)。 

二、齒輪齒面製造的誤差小到可忽略。 

三、不考慮溫度變化所造成齒面的伸縮變形量。 

利用第三章節所推導之齒輪的齒面數學模式，可分別得到一對螺旋小齒輪

與螺旋內齒輪之齒面位置向量與單位法向量。當兩齒輪相互嚙合時，兩齒

輪之齒面在空間中須滿足相切條件，所以在其瞬間接觸點或接觸線，螺旋

小齒輪與螺旋內齒輪的位置向量必須相同，而且兩齒輪之齒面的單位法向

量必須共線，因此，兩嚙合齒面接觸時必須滿足下列兩個方程式： 
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0=− (2)
f

(1)
f RR               (4.14) 

0=× (2)
f

(1)
f nn                (4.15) 

方程式(4.14)表示兩嚙合齒輪在其齒面共同接觸點處的位置向量相等，而

該式亦可表示為三個獨立的位置向量方程式： 

0)2()1( =− ff xx                (4.16) 

0)2()1( =− ff yy                (4.17) 

0)2()1( =− ff zz                (4.18) 

方程式(4.15)則表示兩嚙合齒輪在其齒面共同接觸點處之齒面單位法向量

共線，亦即兩單位法向量之外積為零，此方程式亦可表示成三個方程式，

但其中卻僅有兩個獨立方程式： 

0)1()2()2()1( =− fzfyfzfy nnnn              (4.19) 

0)1()2()2()1( =+− fzfxfzfx nnnn              (4.20) 

0)1()2()2()1( =− fyfxfyfx nnnn              (4.21) 

在創成螺旋小齒輪 1Σ 及螺旋內齒輪 2Σ 的過程中，因為有兩個獨立的嚙合方

程式(3.25)及(3.41)，所以在進行齒面接觸分析時，共有七個獨立方程式來

解八個未知數 l、 )(sl 、γ 、 )(sγ 、 1φ 、 1φ′、 2φ 和 2φ′。若以螺旋小齒輪輸入軸

之旋轉角度 1φ′做為給定輸入值，藉此求解七個非線性聯立方程式，即可求

得嚙合齒輪對的運動誤差。一對嚙合齒輪之運動誤差定義為： 

1
2

1
22 φφφ ′−′=Δ=

T
TKE              (4.22) 

其中 1T 和 2T 分別表示螺旋小齒輪與螺旋內齒輪之齒數， 1φ′為齒輪對嚙合運

動時螺旋小齒輪的實際旋轉角度， 2φ′為螺旋內齒輪之實際旋轉角度。在本

研究中已依據(4.16)至(4.22)式開發出螺旋內齒輪組之齒面接觸分析電腦

輔助模擬程式，可供各項模擬與分析。 
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4.4 接觸分析例題與討論 

  本節依據 4.2 節與 4.3 節所推導之螺旋內齒輪對的接觸分析數學模

式，再加上自行發展之電腦分析程式來模擬齒輪組裝時的接觸狀況。由於

在實際運用上，現代自動化組裝及人工組裝齒輪都難以達到理想的裝配狀

況，所以在具有各種裝配誤差下的齒輪運動特性探討將顯得重要及必要。

以下將經由幾個例題，分別討論具冠狀修整量、轉位修整量及不同壓力角

之螺旋內齒輪對，在理想組裝狀況、具中心距裝配誤差、具水平軸向之旋

轉軸交錯角之裝配誤差與垂直軸向之旋轉軸交錯角之裝配誤差等情形下

的運動誤差及其運動誤差曲線，探討在有裝配誤差的情況下，不同的齒輪

設計參數對齒輪嚙合時運動誤差的影響。 

 

例題 4.1 漸開線螺旋內齒輪對在理想裝配狀態下的接觸分析 

  漸開線形螺旋齒輪，在旋轉軸截面的齒形為漸開線形曲線，本例中漸

開線螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.1 所示，其冠狀修整半徑趨近無

窮大即表示螺旋齒輪之齒形趨近於理想漸開線齒輪，轉位係數 0=x ，壓

力角均為 o20 ，其齒輪組在理想的裝配情況下嚙合，即 0=ΔC mm，

o0.0=Δ hγ 和 o0.0=Δ vγ 。 

經本研究所開發之接觸模擬與分析程式，分析漸開線螺旋內齒輪對在

理想裝配狀況下之運動誤差，其分析之結果如表 4.1 所示。由模擬與分析

之結果可得知，漸開線螺旋內齒輪對在理想裝配狀況下，齒輪對嚙合時的

運動誤差皆為零，此與理論相吻合。 
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表 4.1 漸開線螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 無冠狀 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  10.000 5.000 2.987 2.987 0.000 

8.000  4.000  8.000 4.000 2.733 2.733 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.479 2.479 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.226 2.226 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.972 1.972 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.718 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -2.000 -1.000 1.464 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -4.000 -2.000 1.211 1.211 0.000 

-6.000  -3.000  -6.000 -3.000 0.957 0.957 0.000 

-8.000  -4.000  -8.000 -4.000 0.703 0.703 0.000 

-10.000  -5.000  -10.000 -5.000 0.449 0.449 0.000 

  

例題 4.2 具冠狀修整之螺旋內齒輪對在理想裝配下的運動誤差分析 

  具冠狀修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.2 至 4.5 所示，其

螺旋小齒輪的冠狀修整半徑分別為 30mm、50mm、100mm 和 1000mm，

螺旋內齒輪則無冠狀修整，轉位係數 0=x ，壓力角均為 o20 ，其齒輪組在

理想的裝配情況下嚙合，即 0=ΔC mm， o0.0=Δ hγ 和 o0.0=Δ vγ 。 

  經由接觸分析模擬後，具齒面冠狀修整的螺旋小齒輪與無冠狀修整的

漸開線螺旋環齒輪在理想裝配狀況下，其分析結果如表 4.2 至 4.5 所示，

由分析結果可得知，在理想裝配狀態下螺旋小齒輪的冠狀修整對該齒輪組

之運動誤差均為零，而且齒輪組之接觸點位置(即齒面設計參數 l和 )(sl )變

化不大，冠狀修整半徑越大影響越小。 
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圖 4.2 不同冠狀修整半徑之螺旋小齒輪齒形 

冠狀半徑 30mm 

冠狀半徑 50mm 

冠狀半徑 100mm 

0 4 (mm) 

冠狀半徑 1000mm 
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表 4.2 具冠狀修整 R=30mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想

裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 30 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.998 5.000 2.987 2.987 0.000 

8.000  4.000  7.999 4.000 2.733 2.733 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.480 2.479 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.226 2.226 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.972 1.972 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.718 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -2.001 -1.000 1.464 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -4.001 -2.000 1.211 1.211 0.000 

-6.000  -3.000  -6.002 -3.000 0.957 0.957 0.000 

-8.000  -4.000  -8.003 -4.000 0.703 0.703 0.000 

-10.000  -5.000  -10.005 -5.000 0.449 0.449 0.000 

表 4.3 具冠狀修整 R=50mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想

裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.999 5.000 2.987 2.987 0.000 

8.000  4.000  7.999 4.000 2.733 2.733 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.479 2.479 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.226 2.226 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.972 1.972 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.718 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -2.000 -1.000 1.464 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -4.001 -2.000 1.211 1.211 0.000 

-6.000  -3.000  -6.001 -3.000 0.957 0.957 0.000 

-8.000  -4.000  -8.002 -4.000 0.703 0.703 0.000 

-10.000  -5.000  -10.003 -5.000 0.449 0.449 0.000 
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表 4.4 具冠狀修整 R=100mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理

想裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 100 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  10.000 5.000 2.987 2.987 0.000 

8.000  4.000  8.000 4.000 2.733 2.733 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.479 2.479 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.226 2.226 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.972 1.972 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.718 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -2.000 -1.000 1.464 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -4.000 -2.000 1.211 1.211 0.000 

-6.000  -3.000  -6.001 -3.000 0.957 0.957 0.000 

-8.000  -4.000  -8.001 -4.000 0.703 0.703 0.000 

-10.000  -5.000  -10.001 -5.000 0.449 0.449 0.000 

表 4.5 具冠狀修整 R=1000mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理

想裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 1000 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  10.000 5.000 2.987 2.987 0.000 

8.000  4.000  8.000 4.000 2.733 2.733 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.479 2.479 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.226 2.226 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.972 1.972 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.718 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -2.000 -1.000 1.464 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -4.000 -2.000 1.211 1.211 0.000 

-6.000  -3.000  -6.000 -3.000 0.957 0.957 0.000 

-8.000  -4.000  -8.000 -4.000 0.703 0.703 0.000 

-10.000  -5.000  -10.000 -5.000 0.449 0.449 0.000 
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例題 4.3 具冠狀修整與轉位修整之螺旋內齒輪對在理想裝配狀態下的接

觸分析 

  具冠狀及轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.6 和 4.7 所

示，螺旋小齒輪 1Σ 的轉位係數分別為 2.0=x 之正轉位及 2.0−=x 之負轉

位，其兩者之冠狀修整隆齒半徑均為 50mm，螺旋環齒輪則為一般漸開線

環齒輪，壓力角均為 o20 ，內齒輪對在理想裝配狀況下嚙合，亦即

0=ΔC mm， o0.0=Δ hγ 和 o0.0=Δ vγ 。 

  經由接觸分析模擬後，具冠狀修整與轉位修整的螺旋小齒輪與無冠狀

修整的漸開線螺旋環齒輪在理想裝配狀況下，其分析結果如表 4.6 和 4.7

所示。此分析結果與螺旋小齒輪僅有冠狀修整之例題 4.2 相比較可得知，

在理想裝配狀態下螺旋小齒輪的冠狀及轉位修整會導致齒輪組之接觸點

位置有所改變，但並不影響該齒輪組之運動誤差。不同之齒輪轉位係數會

導致齒輪組的接觸點改變，由表 4.6 和 4.7 中可以看出，負轉位的螺旋小

齒輪的接觸點較正轉位時偏向齒形的上方。 

 

例題 4.4 不同壓力角之冠狀修整螺旋內齒輪對在理想裝配狀況下的接觸

分析 

  具冠狀修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.8 至 4.11 所示，其

壓力角分別為 o19 與 o21 ，冠狀修整隆齒半徑為 50mm，轉位係數 0=x ，螺

旋環齒輪為一般漸開線環齒輪，內齒輪對在理想裝配狀況下嚙合，亦即

0=ΔC mm， o0.0=Δ hγ 和 o0.0=Δ vγ 。 

  經由接觸分析模擬後，具不同壓力角( o19 與 o21 )之冠狀螺旋內齒輪對

在理想裝配狀況下，其運動誤差分析結果如表 4.8 至 4.9 所示。若僅改變

螺旋小齒輪 1Σ 之壓力角為 o19 及 o21 ，而螺旋環齒輪 2Σ 的壓力固定為 o20 ，

則其齒輪對的運動分析結果如表 4.10 及 4.11 所示。從上述四個表中可以

看出，在兩個齒輪的壓力角不同時，則齒輪對在嚙合時，其接觸點離節圓

處( o01 =′φ )越遠時，其運動誤差的值越大。由圖 4.3 中可以看出，當兩齒輪

的壓力角不同時，其運動誤差曲線大致呈視為對稱於螺旋小齒輪旋轉角

o01 =′φ 之直線。 
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表 4.6 具冠狀修整與正轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在

理想裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0.2 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.583 4.792 2.561 2.987 0.000 

8.000  4.000  7.583 3.792 2.308 2.733 0.000 

6.000  3.000  5.583 2.792 2.054 2.479 0.000 

4.000  2.000  3.584 1.792 1.800 2.225 0.000 

2.000  1.000  1.583 0.792 1.546 1.971 0.000 

0.000  0.000  -0.417 -0.208 1.293 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -2.417 -1.208 1.039 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -4.418 -2.208 0.785 1.210 0.000 

-6.000  -3.000  -6.418 -3.208 0.531 0.956 0.000 

-8.000  -4.000  -8.419 -4.208 0.278 0.702 0.000 

-10.000  -5.000  -10.420 -5.208 0.024 0.449 0.000 

表 4.7 具冠狀修整與負轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在

理想裝配下的運動誤差 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 -0.2
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  10.416 5.209 3.413 2.987 0.000 

8.000  4.000  8.417 4.209 3.159 2.733 0.000 

6.000  3.000  6.417 3.209 2.905 2.479 0.000 

4.000  2.000  4.418 2.209 2.651 2.225 0.000 

2.000  1.000  2.418 1.209 2.398 1.971 0.000 

0.000  0.000  0.418 0.209 2.144 1.718 0.000 

-2.000  -1.000  -1.582 -0.791 1.890 1.464 0.000 

-4.000  -2.000  -3.583 -1.791 1.636 1.210 0.000 

-6.000  -3.000  -5.583 -2.791 1.383 0.956 0.000 

-8.000  -4.000  -7.584 -3.791 1.129 0.702 0.000 

-10.000  -5.000  -9.584 -4.791 0.875 0.449 0.000 
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表 4.8 不同壓力角之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想裝配下的

運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 19 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 19 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.999 5.000 2.933 2.933 0.000 

8.000  4.000  8.000 4.000 2.692 2.691 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.450 2.450 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.208 2.208 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.966 1.966 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.724 1.724 0.000 

-2.000  -1.000  -2.000 -1.000 1.483 1.483 0.000 

-4.000  -2.000  -4.001 -2.000 1.241 1.241 0.000 

-6.000  -3.000  -6.001 -3.000 0.999 0.999 0.000 

-8.000  -4.000  -8.002 -4.000 0.757 0.757 0.000 

-10.000  -5.000  -10.002 -5.000 0.516 0.516 0.000 

表 4.9 不同壓力角之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想裝配下的

運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 21 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 21 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.999 5.000 3.041 3.041 0.000 

8.000  4.000  7.999 4.000 2.776 2.776 0.000 

6.000  3.000  6.000 3.000 2.510 2.510 0.000 

4.000  2.000  4.000 2.000 2.244 2.244 0.000 

2.000  1.000  2.000 1.000 1.978 1.978 0.000 

0.000  0.000  0.000 0.000 1.713 1.713 0.000 

-2.000  -1.000  -2.000 -1.000 1.447 1.447 0.000 

-4.000  -2.000  -4.001 -2.000 1.181 1.181 0.000 

-6.000  -3.000  -6.001 -3.000 0.916 0.916 0.000 

-8.000  -4.000  -8.002 -4.000 0.650 0.650 0.000 

-10.000  -5.000  -10.003 -5.000 0.384 0.384 0.000 
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表 4.10 不同壓力角之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想裝配下

的運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 19 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.034  10.289 4.977 2.968 2.987 2.107 
8.000  4.027  8.204 3.984 2.716 2.733 1.685 
6.000  3.020  6.119 2.991 2.464 2.479 1.264 
4.000  2.013  4.033 1.997 2.212 2.226 0.842 
2.000  1.007  1.947 1.004 1.960 1.972 0.421 
0.000  0.000  -0.141 0.011 1.707 1.718 0.000 

-2.000  -1.007  -2.228 -0.983 1.455 1.464 -0.421 
-4.000  -2.013  -4.317 -1.976 1.203 1.210 -0.842 
-6.000  -3.020  -6.406 -2.969 0.950 0.956 -1.263 
-8.000  -4.027  -8.496 -3.962 0.698 0.702 -1.683 

-10.000  -5.034  -10.586 -4.956 0.445 0.448 -2.104 

表 4.11 不同壓力角之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在理想裝配下

的運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 21 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.966  9.736 5.023 3.006 2.987 -2.136 
8.000  3.973  7.814 4.016 2.751 2.733 -1.709 
6.000  2.980  5.893 3.009 2.496 2.479 -1.282 
4.000  1.986  3.970 2.003 2.240 2.226 -0.855 
2.000  0.993  2.048 0.996 1.985 1.972 -0.428 
0.000  0.000  0.124 -0.011 1.729 1.718 0.000 

-2.000  -0.993  -1.800 -1.018 1.474 1.464 0.428 
-4.000  -1.986  -3.724 -2.025 1.218 1.210 0.856 
-6.000  -2.980  -5.649 -3.031 0.963 0.956 1.284 
-8.000  -3.973  -7.574 -4.038 0.707 0.702 1.712 

-10.000  -4.966  -9.500 -5.045 0.451 0.448 2.140 
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圖 4.3 不同壓力角之螺旋小齒輪與壓力角 o20 螺旋內齒輪嚙合時之運動誤

差曲線 
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例題 4.5 漸開線螺旋內齒輪對具裝配誤差時之接觸分析 

漸開線螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.12 至 4.14 所示，其冠狀

修整半徑趨近無窮大時亦即趨近於理想漸開線齒輪，轉位係數 0=x ，即

無轉位，壓力角均為 o20 ，其內齒輪對在具有中心距裝配誤差及旋轉軸向

裝配誤差狀況下嚙合。 

經接觸分析所得漸開線螺旋內齒輪對在具有中心距、水平軸向及垂直

軸向等裝配誤差狀況下之運動誤差分析結果如表 4.12 至 4.15 所示。一般

漸開線形螺旋齒輪，由於在旋轉軸截面其齒形為漸開線形曲線，因此，齒

輪組在理想裝配狀態或僅具有中心距裝配誤差的條件下，齒輪組並沒有運

動誤差。在圖 4.4 中，齒輪組在具有水平軸向與垂直軸向軸交錯角之裝配

誤差時，其運動誤差曲線會隨著 1φ′角度之增大而增大，且水平軸向裝配誤

差的影響明顯較垂直軸向裝配誤差來得大。 

 

運動誤差 KE ( arc-sec ) 

螺旋小齒輪 

旋轉角(度) 
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表 4.12 具中心距之裝配誤差時，漸開線螺旋內齒輪對的主要設計參數及

其運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 無冠狀 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.009 4.504 2.861 3.922 0.000 

8.000  4.000  7.009 3.504 2.607 3.668 0.000 

6.000  3.000  5.009 2.504 2.354 3.414 0.000 

4.000  2.000  3.009 1.504 2.100 3.161 0.000 

2.000  1.000  1.009 0.504 1.846 2.907 0.000 

0.000  0.000  -0.992 -0.496 1.592 2.653 0.000 

-2.000  -1.000  -2.992 -1.496 1.339 2.399 0.000 

-4.000  -2.000  -4.992 -2.496 1.085 2.145 0.000 

-6.000  -3.000  -6.992 -3.496 0.831 1.892 0.000 

-8.000  -4.000  -8.992 -4.496 0.577 1.638 0.000 

-10.000  -5.000  -10.992 -5.496 0.323 1.384 0.000 

表 4.13 具水平軸向之裝配誤差時，漸開線螺旋內齒輪對的主要設計參數

及其運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 無冠狀 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.443 4.721 2.916 2.911 -0.657 
8.000  3.992  7.439 3.719 2.662 2.658 -0.525 
6.000  2.994  5.434 2.717 2.408 2.406 -0.394 
4.000  1.996  3.430 1.715 2.153 2.153 -0.263 
2.000  0.998  1.426 0.713 1.899 1.901 -0.131 
0.000  0.000  -0.578 -0.289 1.645 1.648 0.000 

-2.000  -0.998  -2.582 -1.291 1.390 1.396 0.131 
-4.000  -1.996  -4.586 -2.293 1.136 1.144 0.263 
-6.000  -2.994  -6.590 -3.295 0.882 0.891 0.394 
-8.000  -3.992  -8.594 -4.297 0.628 0.639 0.525 

-10.000  -4.990  -10.599 -5.299 0.373 0.386 0.657 
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表 4.14 具垂直軸向之裝配誤差時，漸開線螺旋內齒輪對的主要設計參數

及其運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 無冠狀 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.996  11.049 5.524 3.120 3.233 -0.265 
8.000  3.997  9.047 4.524 2.866 2.974 -0.212 
6.000  2.998  7.045 3.523 2.612 2.715 -0.159 
4.000  1.998  5.044 2.522 2.358 2.456 -0.106 
2.000  0.999  3.042 1.521 2.104 2.197 -0.053 
0.000  0.000  1.040 0.520 1.850 1.938 0.000 

-2.000  -0.999  -0.961 -0.481 1.596 1.679 0.053 
-4.000  -1.998  -2.963 -1.482 1.342 1.420 0.106 
-6.000  -2.998  -4.965 -2.482 1.088 1.161 0.159 
-8.000  -3.997  -6.966 -3.483 0.834 0.902 0.212 

-10.000  -4.996  -8.968 -4.484 0.580 0.642 0.265 

表 4.15 具水平及垂直軸向之裝配誤差時，漸開線螺旋內齒輪對的主要設

計參數及其運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 無冠狀 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.480 5.240 3.048 3.154 -0.912 
8.000  3.988  8.474 4.237 2.793 2.896 -0.729 
6.000  2.991  6.469 3.234 2.539 2.638 -0.547 
4.000  1.994  4.463 2.231 2.284 2.381 -0.365 
2.000  0.997  2.457 1.229 2.030 2.123 -0.182 
0.000  0.000  0.451 0.226 1.775 1.866 0.000 

-2.000  -0.997  -1.554 -0.777 1.521 1.608 0.182 
-4.000  -1.994  -3.560 -1.780 1.266 1.350 0.364 
-6.000  -2.991  -5.566 -2.783 1.012 1.093 0.547 
-8.000  -3.988  -7.571 -3.786 0.757 0.835 0.729 

-10.000  -4.986  -9.577 -4.789 0.503 0.578 0.911 
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圖 4.4 具水平與垂直軸向裝配誤差之漸開線螺旋內齒輪對之運動誤差曲

線 
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例題 4.6 冠狀修整螺旋內齒輪對具裝配誤差時之接觸分析 

具冠狀修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.16 至 4.27 所示，

其壓力角均為 o20 ，冠狀修整隆齒半徑分別為 100mm、300mm 和 500mm，

轉位係數 0=x ，螺旋環齒輪為一般漸開線環齒輪，其內齒輪對在具有中

心距裝配誤差及旋轉軸向裝配誤差狀況下嚙合。  

  經由接觸分析模擬後，具冠狀修整之螺旋內齒輪對在具裝配誤差狀況

下，其運動誤差分析結果如表 4.16 至 4.27 所示。由分析結果顯示，齒輪

對在具有中心距裝配誤差 CΔ 時，並無運動誤差出現，只是接觸點位置有

所改變；然而，當齒輪對具有水平及垂直軸向裝配誤差時，則會有運動誤

差值的出現，且水平軸向裝配誤差 hγΔ 所造成的運動誤差值會大於垂直軸

向裝配誤差 vγΔ 所造成的運動誤差值。由圖 4.5 和 4.6 中可看出冠狀修整半

徑越小，也就是冠狀量越大，其軸向裝配誤差所造成之運動誤差越小。 

 

運動誤差 KE ( arc-sec ) 

螺旋小齒輪 

旋轉角(度) 
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表 4.16 具冠狀修整 R=30mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有中心距之裝配誤差下的運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 30 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.016 4.505 2.904 3.962 0.000 

8.000  4.000  7.015 3.505 2.650 3.709 0.000 

6.000  3.000  5.013 2.506 2.397 3.455 0.000 

4.000  2.000  3.012 1.506 2.143 3.201 0.000 

2.000  1.000  1.010 0.506 1.890 2.947 0.000 

0.000  0.000  -0.993 -0.494 1.637 2.693 0.000 

-2.000  -1.000  -2.995 -1.494 1.383 2.440 0.000 

-4.000  -2.000  -4.998 -2.493 1.130 2.186 0.000 

-6.000  -3.000  -7.001 -3.493 0.877 1.932 0.000 

-8.000  -4.000  -9.004 -4.493 0.623 1.678 0.000 

-10.000  -5.000  -11.008 -5.492 0.370 1.425 0.000 

表 4.17 具冠狀修整 R=30mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有水平軸向之裝配誤差下的運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 30 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.462 4.728 2.960 2.952 -0.606 
8.000  3.992  7.456 3.726 2.706 2.700 -0.483 
6.000  2.994  5.451 2.724 2.452 2.447 -0.362 
4.000  1.996  3.445 1.722 2.198 2.195 -0.240 
2.000  0.998  1.439 0.720 1.944 1.942 -0.120 
0.000  0.000  -0.568 -0.282 1.690 1.690 0.000 

-2.000  -0.998  -2.575 -1.284 1.436 1.437 0.119 
-4.000  -1.996  -4.582 -2.285 1.183 1.185 0.238 
-6.000  -2.994  -6.589 -3.287 0.929 0.933 0.356 
-8.000  -3.993  -8.596 -4.289 0.675 0.680 0.474 

-10.000  -4.991  -10.604 -5.291 0.421 0.428 0.591 
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表 4.18 具冠狀修整 R=30mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有垂直軸向之裝配誤差下的運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 30 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.997  11.062 5.527 3.163 3.271 -0.215 
8.000  3.997  9.060 4.527 2.909 3.012 -0.171 
6.000  2.998  7.056 3.526 2.656 2.753 -0.127 
4.000  1.999  5.053 2.525 2.402 2.494 -0.084 
2.000  0.999  3.050 1.525 2.148 2.235 -0.042 
0.000  0.000  1.046 0.524 1.895 1.976 0.000 

-2.000  -0.999  -0.958 -0.477 1.641 1.717 0.041 
-4.000  -1.999  -2.963 -1.477 1.387 1.457 0.082 
-6.000  -2.998  -4.967 -2.478 1.134 1.198 0.122 
-8.000  -3.997  -6.972 -3.479 0.880 0.939 0.161 

-10.000  -4.997  -8.977 -4.479 0.627 0.680 0.200 

表 4.19 具冠狀修整 R=30mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有水平軸向和垂直軸向之裝配誤差下的運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 30 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.504 5.248 3.092 3.192 -0.861 
8.000  3.989  8.497 4.246 2.838 2.935 -0.688 
6.000  2.992  6.490 3.243 2.584 2.677 -0.515 
4.000  1.995  4.482 2.240 2.330 2.420 -0.343 
2.000  0.997  2.475 1.238 2.075 2.162 -0.171 
0.000  0.000  0.467 0.235 1.821 1.904 0.000 

-2.000  -0.997  -1.541 -0.768 1.567 1.647 0.170 
-4.000  -1.995  -3.550 -1.770 1.313 1.389 0.340 
-6.000  -2.992  -5.558 -2.773 1.059 1.132 0.509 
-8.000  -3.989  -7.567 -3.776 0.805 0.874 0.677 

-10.000  -4.987  -9.576 -4.778 0.551 0.617 0.845 



 52

表 4.20 具冠狀修整 R=50mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有中心距之裝配誤差下的運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.013 4.505 2.903 3.962 0.000 

8.000  4.000  7.012 3.505 2.649 3.709 0.000 

6.000  3.000  5.011 2.505 2.396 3.455 0.000 

4.000  2.000  3.010 1.505 2.142 3.201 0.000 

2.000  1.000  1.009 0.505 1.889 2.947 0.000 

0.000  0.000  -0.992 -0.495 1.635 2.693 0.000 

-2.000  -1.000  -2.994 -1.494 1.382 2.440 0.000 

-4.000  -2.000  -4.995 -2.494 1.128 2.186 0.000 

-6.000  -3.000  -6.997 -3.494 0.874 1.932 0.000 

-8.000  -4.000  -8.999 -4.494 0.621 1.678 0.000 

-10.000  -5.000  -11.001 -5.494 0.367 1.425 0.000 

表 4.21 具冠狀修整 R=50mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有水平軸向之裝配誤差下的運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.459 4.727 2.959 2.952 -0.626 
8.000  3.992  7.454 3.725 2.705 2.700 -0.500 
6.000  2.994  5.449 2.723 2.451 2.447 -0.375 
4.000  1.996  3.443 1.722 2.197 2.195 -0.249 
2.000  0.998  1.438 0.720 1.943 1.942 -0.125 
0.000  0.000  -0.568 -0.282 1.689 1.690 0.000 

-2.000  -0.998  -2.573 -1.284 1.435 1.437 0.124 
-4.000  -1.996  -4.579 -2.286 1.181 1.185 0.248 
-6.000  -2.994  -6.585 -3.288 0.927 0.933 0.371 
-8.000  -3.992  -8.591 -4.290 0.673 0.680 0.494 

-10.000  -4.990  -10.597 -5.292 0.419 0.428 0.617 



 53

表 4.22 具冠狀修整 R=50mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有垂直軸向之裝配誤差下的運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.996  11.059 5.527 3.162 3.271 -0.235 
8.000  3.997  9.056 4.526 2.908 3.012 -0.187 
6.000  2.998  7.054 3.526 2.655 2.753 -0.140 
4.000  1.999  5.051 2.525 2.401 2.494 -0.093 
2.000  0.999  3.048 1.524 2.147 2.235 -0.046 
0.000  0.000  1.045 0.523 1.893 1.976 0.000 

-2.000  -0.999  -0.958 -0.477 1.639 1.717 0.046 
-4.000  -1.999  -2.961 -1.478 1.386 1.457 0.091 
-6.000  -2.998  -4.965 -2.479 1.132 1.198 0.137 
-8.000  -3.997  -6.968 -3.480 0.878 0.939 0.181 

-10.000  -4.996  -8.972 -4.480 0.624 0.680 0.226 

表 4.23 具冠狀修整 R=50mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在具

有水平和垂直軸向之裝配誤差下的運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.500 5.248 3.091 3.192 -0.882 
8.000  3.989  8.494 4.245 2.837 2.935 -0.704 
6.000  2.992  6.487 3.242 2.583 2.677 -0.528 
4.000  1.994  4.480 2.240 2.328 2.420 -0.351 
2.000  0.997  2.474 1.237 2.074 2.162 -0.176 
0.000  0.000  0.467 0.234 1.820 1.904 0.000 

-2.000  -0.997  -1.541 -0.769 1.566 1.647 0.175 
-4.000  -1.994  -3.548 -1.771 1.311 1.389 0.350 
-6.000  -2.992  -5.555 -2.774 1.057 1.132 0.524 
-8.000  -3.989  -7.563 -3.777 0.803 0.874 0.698 

-10.000  -4.986  -9.571 -4.779 0.549 0.616 0.872 
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表 4.24 具冠狀修整 R=1000mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在

具有中心距之裝配誤差下的運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 1000 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.009 4.504 2.902 3.962 0.000 

8.000  4.000  7.009 3.504 2.648 3.709 0.000 

6.000  3.000  5.009 2.504 2.394 3.455 0.000 

4.000  2.000  3.009 1.504 2.140 3.201 0.000 

2.000  1.000  1.009 0.504 1.887 2.947 0.000 

0.000  0.000  -0.992 -0.496 1.633 2.693 0.000 

-2.000  -1.000  -2.992 -1.496 1.379 2.440 0.000 

-4.000  -2.000  -4.992 -2.496 1.125 2.186 0.000 

-6.000  -3.000  -6.992 -3.496 0.872 1.932 0.000 

-8.000  -4.000  -8.992 -4.496 0.618 1.678 0.000 

-10.000  -5.000  -10.992 -5.496 0.364 1.425 0.000 

表 4.25 具冠狀修整 R=1000mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在

具有水平軸向之裝配誤差下的運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 1000 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.454 4.727 2.958 2.952 -0.655 
8.000  3.992  7.450 3.725 2.704 2.700 -0.524 
6.000  2.994  5.446 2.723 2.450 2.447 -0.393 
4.000  1.996  3.441 1.721 2.195 2.195 -0.262 
2.000  0.998  1.437 0.719 1.941 1.942 -0.131 
0.000  0.000  -0.567 -0.284 1.687 1.690 0.000 

-2.000  -0.998  -2.571 -1.286 1.432 1.437 0.131 
-4.000  -1.996  -4.575 -2.288 1.178 1.185 0.262 
-6.000  -2.994  -6.580 -3.290 0.924 0.933 0.393 
-8.000  -3.992  -8.584 -4.292 0.670 0.680 0.524 

-10.000  -4.990  -10.588 -5.294 0.415 0.428 0.655 
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表 4.26 具冠狀修整 R=1000mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在

具有垂直軸向之裝配誤差下的運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 1000 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.996  11.053 5.527 3.161 3.271 -0.264 
8.000  3.997  9.052 4.526 2.907 3.012 -0.211 
6.000  2.998  7.050 3.525 2.653 2.753 -0.158 
4.000  1.998  5.048 2.524 2.399 2.494 -0.105 
2.000  0.999  3.046 1.523 2.145 2.235 -0.053 
0.000  0.000  1.045 0.522 1.891 1.976 0.000 

-2.000  -0.999  -0.957 -0.479 1.637 1.717 0.053 
-4.000  -1.998  -2.959 -1.479 1.383 1.458 0.105 
-6.000  -2.998  -4.961 -2.480 1.129 1.198 0.158 
-8.000  -3.997  -6.962 -3.481 0.875 0.939 0.210 

-10.000  -4.996  -8.964 -4.482 0.621 0.680 0.263 

表 4.27 具冠狀修整 R=1000mm 之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其在

具有水平和垂直軸向之裝配下的運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 1000 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.495 5.247 3.090 3.192 -0.910 
8.000  3.988  8.489 4.245 2.836 2.935 -0.728 
6.000  2.991  6.484 3.242 2.581 2.677 -0.546 
4.000  1.994  4.478 2.239 2.327 2.420 -0.364 
2.000  0.997  2.472 1.236 2.072 2.162 -0.182 
0.000  0.000  0.466 0.233 1.818 1.904 0.000 

-2.000  -0.997  -1.539 -0.770 1.563 1.647 0.182 
-4.000  -1.994  -3.545 -1.772 1.309 1.389 0.364 
-6.000  -2.991  -5.551 -2.775 1.054 1.132 0.546 
-8.000  -3.988  -7.557 -3.778 0.800 0.874 0.727 

-10.000  -4.986  -9.563 -4.781 0.545 0.616 0.909 
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圖 4.5 具水平軸向裝配誤差 o5.0=Δ hγ 之冠狀修整螺旋內齒輪對之運動誤
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圖 4.6 具垂直軸向裝配誤差 o5.0=Δ vγ 之冠狀修整螺旋內齒輪對之運動誤

差曲線 
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例題 4.7 冠狀及轉位修整之螺旋內齒輪對具裝配誤差時之接觸分析 

具冠狀及轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.28 至 4.35

所示，螺旋小齒輪 1Σ 的轉位係數分別為 2.0=x 之正轉位及 2.0−=x 之負轉

位，其兩者之冠狀修整隆齒半徑均為 50mm，螺旋環齒輪則為一般漸開線

環齒輪，壓力角均為 o20 ，內齒輪對在具有中心距裝配誤差、水平軸裝配

誤差及垂直軸裝配狀況下嚙合。 

  經由接觸分析模擬後，具冠狀修整與轉位修整的螺旋小齒輪與漸開線

螺旋環齒輪在裝配誤差狀況下，其分析結果如表 4.28 至 4.35 所示。在僅

有中心距裝配誤差狀態下，其運動誤差與理想裝配狀況時差異甚小，亦即

運動誤差不明顯。在有水平軸向及垂直軸向裝配誤差時與例題 4.6 僅有冠

狀修整時之運動誤差趨勢差不多，可見轉位修整對裝配誤差之影響甚小。 

  
表 4.28 冠狀及正轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有中

心距裝配誤差時之運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0.2 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  8.619 4.308 2.480 3.962 0.000 

8.000  4.000  6.618 3.308 2.227 3.708 0.000 

6.000  3.000  4.617 2.308 1.973 3.454 0.000 

4.000  2.000  2.616 1.308 1.720 3.201 0.000 

2.000  1.000  0.615 0.308 1.466 2.947 0.000 

0.000  0.000  -1.387 -0.692 1.213 2.693 0.000 

-2.000  -1.000  -3.389 -1.692 0.959 2.439 0.000 

-4.000  -2.000  -5.390 -2.692 0.706 2.185 0.000 

-6.000  -3.000  -7.392 -3.691 0.452 1.932 0.000 

-8.000  -4.000  -9.394 -4.691 0.199 1.678 0.000 

-10.000  -5.000  -11.397 -5.691 -0.055 1.424 0.000 
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表 4.29 冠狀及正轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有水

平軸向裝配誤差時之運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0.2 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.050 4.523 2.535 2.952 -0.622 
8.000  3.992  7.045 3.521 2.281 2.700 -0.497 
6.000  2.994  5.040 2.519 2.027 2.447 -0.372 
4.000  1.996  3.035 1.517 1.773 2.195 -0.248 
2.000  0.998  1.029 0.515 1.519 1.942 -0.124 
0.000  0.000  -0.976 -0.487 1.265 1.690 0.000 

-2.000  -0.998  -2.982 -1.489 1.011 1.437 0.123 
-4.000  -1.996  -4.988 -2.491 0.757 1.185 0.246 
-6.000  -2.994  -6.994 -3.492 0.503 0.932 0.369 
-8.000  -3.992  -9.000 -4.494 0.249 0.680 0.491 

-10.000  -4.990  -11.007 -5.496 -0.006 0.427 0.613 

表 4.30 冠狀及正轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有垂

直軸向裝配誤差時之運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0.2 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.996  10.645 5.320 2.737 3.273 -0.226 
8.000  3.997  8.643 4.319 2.483 3.014 -0.180 
6.000  2.998  6.640 3.319 2.230 2.754 -0.135 
4.000  1.999  4.638 2.318 1.976 2.495 -0.089 
2.000  0.999  2.635 1.317 1.722 2.236 -0.045 
0.000  0.000  0.632 0.317 1.468 1.977 0.000 

-2.000  -0.999  -1.372 -0.684 1.215 1.718 0.044 
-4.000  -1.999  -3.375 -1.685 0.961 1.459 0.088 
-6.000  -2.998  -5.378 -2.686 0.707 1.200 0.131 
-8.000  -3.997  -7.382 -3.686 0.453 0.941 0.174 

-10.000  -4.997  -9.386 -4.687 0.200 0.682 0.216 
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表 4.31 冠狀及正轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有水

平和垂直軸向裝配誤差時之運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 0.2 
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.094 5.045 2.667 3.195 -0.873 
8.000  3.989  8.088 4.042 2.413 2.937 -0.697 
6.000  2.992  6.081 3.039 2.159 2.679 -0.522 
4.000  1.995  4.074 2.037 1.904 2.422 -0.348 
2.000  0.997  2.067 1.034 1.650 2.164 -0.174 
0.000  0.000  0.060 0.031 1.396 1.906 0.000 

-2.000  -0.997  -1.947 -0.972 1.142 1.649 0.173 
-4.000  -1.995  -3.954 -1.974 0.887 1.391 0.346 
-6.000  -2.992  -5.962 -2.977 0.633 1.133 0.519 
-8.000  -3.989  -7.969 -3.980 0.379 0.876 0.691 

-10.000  -4.986  -9.977 -4.982 0.125 0.618 0.862 

表 4.32 冠狀及負轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有中

心距裝配誤差時之運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 -0.2
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.408 4.703 3.326 3.962 0.000 

8.000  4.000  7.408 3.703 3.072 3.708 0.000 

6.000  3.000  5.407 2.703 2.818 3.454 0.000 

4.000  2.000  3.406 1.703 2.565 3.201 0.000 

2.000  1.000  1.405 0.703 2.311 2.947 0.000 

0.000  0.000  -0.597 -0.297 2.058 2.693 0.000 

-2.000  -1.000  -2.598 -1.297 1.804 2.439 0.000 

-4.000  -2.000  -4.600 -2.297 1.551 2.185 0.000 

-6.000  -3.000  -6.601 -3.296 1.297 1.932 0.000 

-8.000  -4.000  -8.603 -4.296 1.044 1.678 0.000 

-10.000  -5.000  -10.605 -5.296 0.790 1.424 0.000 
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表 4.33 冠狀及負轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有水

平軸向裝配誤差時之運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 -0.2
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.868 4.932 3.384 2.951 -0.629 
8.000  3.992  7.863 3.930 3.130 2.698 -0.503 
6.000  2.994  5.858 2.928 2.876 2.446 -0.377 
4.000  1.996  3.853 1.926 2.621 2.194 -0.251 
2.000  0.998  1.848 0.924 2.367 1.941 -0.125 
0.000  0.000  -0.158 -0.078 2.113 1.689 0.000 

-2.000  -0.998  -2.163 -1.080 1.859 1.437 0.125 
-4.000  -1.996  -4.169 -2.082 1.605 1.184 0.249 
-6.000  -2.994  -6.175 -3.083 1.351 0.932 0.374 
-8.000  -3.992  -8.181 -4.085 1.097 0.679 0.497 

-10.000  -4.990  -10.187 -5.087 0.843 0.427 0.621 

表 4.34 冠狀及負轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有垂

直軸向裝配誤差時之運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 -0.2
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.996  11.473 5.735 3.587 3.268 -0.244 
8.000  3.997  9.471 4.734 3.334 3.009 -0.195 
6.000  2.998  7.468 3.733 3.080 2.750 -0.145 
4.000  1.999  5.466 2.732 2.826 2.491 -0.097 
2.000  0.999  3.463 1.732 2.572 2.232 -0.048 
0.000  0.000  1.460 0.731 2.318 1.973 0.000 

-2.000  -0.999  -0.543 -0.270 2.064 1.714 0.048 
-4.000  -1.999  -2.546 -1.271 1.811 1.455 0.095 
-6.000  -2.998  -4.549 -2.272 1.557 1.196 0.142 
-8.000  -3.997  -6.553 -3.272 1.303 0.937 0.189 

-10.000  -4.996  -8.557 -4.273 1.049 0.678 0.235 
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表 4.35 冠狀及負轉位修整之螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有水

平和垂直軸向裝配誤差時之運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 20 75(右旋) 20 50 -0.2
齒輪 2Σ  2.0 40 20 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.907 5.452 3.516 3.189 -0.890 
8.000  3.989  8.901 4.449 3.261 2.932 -0.711 
6.000  2.992  6.894 3.446 3.007 2.674 -0.533 
4.000  1.994  4.888 2.443 2.753 2.417 -0.355 
2.000  0.997  2.881 1.441 2.498 2.159 -0.177 
0.000  0.000  0.874 0.438 2.244 1.902 0.000 

-2.000  -0.997  -1.133 -0.565 1.990 1.644 0.177 
-4.000  -1.994  -3.140 -1.568 1.735 1.386 0.353 
-6.000  -2.992  -5.148 -2.570 1.481 1.129 0.530 
-8.000  -3.989  -7.155 -3.573 1.227 0.871 0.705 

-10.000  -4.986  -9.163 -4.576 0.973 0.614 0.881 

例題 4.8 不同壓力角之冠狀螺旋內齒輪對具裝配誤差時之接觸分析 

不同壓力角之冠狀螺旋內齒輪對的主要設計參數如表 4.36 至 4.43 所

示，螺旋小齒輪 1Σ 的壓力角分別為 o5.14 及 o25 ，而其冠狀修整半徑均為

50mm，螺旋環齒輪則為壓力角 o20 之一般漸開線環齒輪。本例題旨在探討

此內齒輪對在具有中心距裝配誤差及旋轉軸向裝配誤差狀況下嚙合之情

形。 

具不同壓力角( o5.14 與 o25 )之冠狀螺旋內齒輪對在具有不同裝配誤差

狀況下，經由接觸分析模擬後其運動誤差如表 4.36 至 4.43 所示。分析結

果顯示，不同壓力角對中心距裝配誤差的影響並不敏感，並無運動誤差之

出現。在具有水平軸向裝配誤差時，如圖 4.7 所示，齒輪組的運動誤差值

會隨著壓力角的角度增加而減小；在具有垂直軸向裝配誤差時，如圖 4.8

所示，齒輪組的運動誤差值會隨著壓力角的角度增加而增加，但兩者變化

量都甚小。 
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表 4.36 壓力角 o5.14 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有

中心距裝配誤差時之運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 14.5 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 14.5 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  9.294 4.647 2.631 3.662 0.000 

8.000  4.000  7.294 3.647 2.445 3.476 0.000 

6.000  3.000  5.294 2.647 2.258 3.289 0.000 

4.000  2.000  3.294 1.647 2.072 3.103 0.000 

2.000  1.000  1.294 0.647 1.885 2.916 0.000 

0.000  0.000  -0.706 -0.353 1.699 2.730 0.000 

-2.000  -1.000  -2.706 -1.353 1.512 2.543 0.000 

-4.000  -2.000  -4.706 -2.353 1.326 2.357 0.000 

-6.000  -3.000  -6.706 -3.353 1.139 2.170 0.000 

-8.000  -4.000  -8.706 -4.353 0.953 1.984 0.000 

-10.000  -5.000  -10.707 -5.353 0.766 1.797 0.000 

表 4.37 壓力角 o5.14 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有

水平軸向裝配誤差時之運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 14.5 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 14.5 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.989  9.522 4.761 2.652 2.648 -0.699 
8.000  3.991  7.518 3.759 2.465 2.462 -0.559 
6.000  2.993  5.514 2.757 2.279 2.277 -0.419 
4.000  1.996  3.509 1.755 2.092 2.091 -0.280 
2.000  0.998  1.505 0.753 1.905 1.906 -0.140 
0.000  0.000  -0.499 -0.250 1.718 1.721 0.000 

-2.000  -0.998  -2.504 -1.252 1.531 1.535 0.140 
-4.000  -1.996  -4.508 -2.254 1.344 1.350 0.279 
-6.000  -2.993  -6.513 -3.256 1.157 1.164 0.419 
-8.000  -3.991  -8.518 -4.258 0.970 0.979 0.558 

-10.000  -4.989  -10.522 -5.261 0.783 0.793 0.698 
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表 4.38 壓力角 o5.14 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有

垂直軸向裝配誤差時之運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 14.5 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 14.5 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.997  11.132 5.566 2.803 2.915 -0.209 
8.000  3.997  9.131 4.566 2.616 2.723 -0.167 
6.000  2.998  7.130 3.565 2.429 2.530 -0.125 
4.000  1.999  5.129 2.564 2.243 2.338 -0.084 
2.000  0.999  3.127 1.564 2.056 2.146 -0.042 
0.000  0.000  1.126 0.563 1.869 1.954 0.000 

-2.000  -0.999  -0.875 -0.438 1.683 1.761 0.042 
-4.000  -1.999  -2.877 -1.438 1.496 1.569 0.083 
-6.000  -2.998  -4.878 -2.439 1.309 1.377 0.125 
-8.000  -3.997  -6.880 -3.440 1.123 1.185 0.166 

-10.000  -4.997  -8.881 -4.440 0.936 0.992 0.207 

表 4.39 壓力角 o5.14 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有

水平和垂直軸向裝配誤差時運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 14.5 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 14.5 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.986  10.640 5.320 2.757 2.863 -0.898 
8.000  3.989  8.634 4.317 2.570 2.672 -0.718 
6.000  2.991  6.629 3.315 2.383 2.481 -0.538 
4.000  1.994  4.623 2.312 2.195 2.290 -0.359 
2.000  0.997  2.618 1.309 2.008 2.099 -0.179 
0.000  0.000  0.612 0.306 1.821 1.907 0.000 

-2.000  -0.997  -1.393 -0.697 1.634 1.716 0.179 
-4.000  -1.994  -3.399 -1.700 1.447 1.525 0.358 
-6.000  -2.991  -5.405 -2.702 1.260 1.334 0.538 
-8.000  -3.989  -7.411 -3.705 1.073 1.143 0.716 

-10.000  -4.986  -9.417 -4.708 0.886 0.952 0.895 
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表 4.40 壓力角 o25 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有中

心距裝配誤差時之運動誤差(1) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 25 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 25 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 1=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  5.000  8.731 4.366 3.065 4.163 0.000 

8.000  4.000  6.732 3.366 2.753 3.851 0.000 

6.000  3.000  4.732 2.366 2.441 3.538 0.000 

4.000  2.000  2.732 1.366 2.129 3.226 0.000 

2.000  1.000  0.732 0.366 1.816 2.914 0.000 

0.000  0.000  -1.268 -0.634 1.504 2.602 0.000 

-2.000  -1.000  -3.269 -1.634 1.192 2.289 0.000 

-4.000  -2.000  -5.270 -2.634 0.880 1.977 0.000 

-6.000  -3.000  -7.271 -3.634 0.568 1.665 0.000 

-8.000  -4.000  -9.272 -4.633 0.256 1.353 0.000 

-10.000  -5.000  -11.273 -5.633 -0.056 1.041 0.000 

表 4.41 壓力角 o25 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有水

平軸向裝配誤差時之運動誤差(2) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 25 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 25 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o0.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.990  9.379 4.691 3.167 3.160 -0.616 
8.000  3.992  7.376 3.689 2.854 2.849 -0.491 
6.000  2.994  5.373 2.687 2.541 2.539 -0.366 
4.000  1.996  3.369 1.685 2.228 2.228 -0.243 
2.000  0.998  1.366 0.683 1.915 1.917 -0.121 
0.000  0.000  -0.639 -0.319 1.602 1.607 0.000 

-2.000  -0.998  -2.643 -1.321 1.290 1.296 0.120 
-4.000  -1.996  -4.648 -2.323 0.977 0.985 0.239 
-6.000  -2.994  -6.652 -3.325 0.664 0.674 0.357 
-8.000  -3.993  -8.658 -4.327 0.351 0.364 0.474 

-10.000  -4.991  -10.663 -5.328 0.039 0.053 0.590 
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表 4.42 壓力角 o25 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有垂

直軸向裝配誤差時之運動誤差(3) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 25 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 25 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o0.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.995  10.956 5.479 3.413 3.527 -0.319 
8.000  3.996  8.955 4.478 3.100 3.210 -0.253 
6.000  2.997  6.954 3.477 2.788 2.893 -0.188 
4.000  1.998  4.953 2.476 2.475 2.576 -0.124 
2.000  0.999  2.951 1.475 2.163 2.259 -0.062 
0.000  0.000  0.949 0.474 1.850 1.942 0.000 

-2.000  -0.999  -1.054 -0.527 1.538 1.625 0.061 
-4.000  -1.998  -3.056 -1.528 1.225 1.308 0.120 
-6.000  -2.997  -5.059 -2.528 0.913 0.991 0.178 
-8.000  -3.996  -7.062 -3.529 0.600 0.674 0.236 

-10.000  -4.995  -9.065 -4.530 0.288 0.357 0.292 

表 4.43 壓力角 o25 之冠狀修整螺旋內齒輪對的主要設計參數及其具有水

平及垂直軸向裝配誤差時之運動誤差(4) 

 模數 
(mm/齒) 齒數 壓力角 

(度) 
導程角 

(度) 
齒寬 
(mm) 

隆齒修整
半徑 
(mm) 

轉位
係數

齒輪 1Σ  2.0 20 25 75(右旋) 20 50 0 
齒輪 2Σ  2.0 40 25 75(左旋) 20 無冠狀 0 

裝配狀況： 0=ΔC mm、 o5.0=Δ hγ 、 o5.0=Δ vγ  

1φ′ (deg) 2φ′ (deg) 1φ (deg) 2φ (deg) l (mm) )(sl (mm) 
KE 

(arc-sec) 
10.000  4.985  10.329 5.166 3.315 3.421 -0.917 
8.000  3.988  8.325 4.163 3.002 3.106 -0.731 
6.000  2.991  6.319 3.160 2.689 2.790 -0.547 
4.000  1.994  4.314 2.157 2.376 2.475 -0.364 
2.000  0.997  2.309 1.154 2.062 2.160 -0.181 
0.000  0.000  0.303 0.151 1.749 1.844 0.000 

-2.000  -0.997  -1.703 -0.851 1.436 1.529 0.180 
-4.000  -1.994  -3.710 -1.854 1.123 1.214 0.359 
-6.000  -2.992  -5.716 -2.857 0.810 0.898 0.537 
-8.000  -3.989  -7.723 -3.860 0.497 0.583 0.714 

-10.000  -4.986  -9.730 -4.862 0.184 0.267 0.889 
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圖 4.7 不同壓力角之冠狀修整螺旋內齒輪對在具有水平軸向裝配誤差
o5.0=Δ hγ 時之運動誤差曲線 
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圖 4.8 不同壓力角之冠狀修整螺旋內齒輪對在具有垂直軸向裝配誤差

o5.0=Δ vγ 時之運動誤差曲線 
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4.5 本章結論 

  本章依據第三章所推導出之螺旋內齒輪對的齒面數學模式，進而推導

齒輪對之接觸模擬和分析模式，以及運動誤差分析模式。經由齒輪接觸分

析模擬，可以得知在不同之齒輪設計參數下，包含冠狀修整、轉位修整及

不同壓力角等，對於螺旋內齒輪對在理想裝配狀況與具裝配誤差狀況下之

運動誤差及接觸情形的影響，茲依例題 4.1 至例題 4.8 之模擬與分析結果，

可以整理出以下特性： 

1. 由分析結果得知，在理想裝配狀況下，齒輪對之運動誤差曲線為零值

之水平線，此與理論相符而可證明本研究所推導之螺旋內齒輪對為共

軛運動對；當齒輪對在具有水平軸向及垂直軸向之裝配誤差條件時嚙

合，其運動誤差曲線會發生偏移，且隨著組裝誤差量越大運動誤差也

會越大，齒輪接觸點的位置也偏離理想組裝情形越多。 

2. 無論以冠狀修整、轉位修整及不同壓力角等方式修整螺旋小齒輪，在

僅具有中心距組裝誤差時，其運動誤差皆為零，僅接觸點的位置會隨

著中心距裝配誤差而微量的上下移動。但齒輪對若具有軸向裝配誤差

時，則有較明顯的運動誤差產生，而且水平軸向裝配誤差所導致之運

動誤差曲線偏移量明顯較垂直軸向裝配誤差為大，亦即說明水平軸向

裝配誤差的影響大於垂直軸向之裝配誤差。 

3. 冠狀及轉位修整在本章例題中之分析結果顯示，冠狀修整會使得内齒

輪對之運動誤差獲得改善，而轉位修整對於內齒輪對之運動誤差影響

並不明顯，兩者皆會影響到齒輪的齒形及齒輪嚙合時其接觸點的位置

改變。冠狀修整將使齒輪接觸狀況從線接觸變為點接觸，而具負轉位

修整的螺旋小齒輪的接觸點較正轉位修整時更偏向漸開線齒形的上

方，不同的接觸位置會影響到其齒根應力之大小。 



 68

4. 不同壓力角之螺旋內齒輪對在具有水平軸向裝配誤差時，齒輪組的運

動誤差曲線斜率會隨壓力角度增加而減小，亦即運動誤差值會隨著壓

力角的角度增加而減少；在具有垂直軸向裝配誤差時，齒輪組的運動

誤差曲線斜率則會隨壓力角度增加而增加，齒輪組的運動誤差值也會

隨著壓力角的角度增加而增加，但兩者變化量都很小。 

5. 若僅改變齒輪對中的一個齒輪之壓力角，齒輪對將變成非共軛運動

對，即使在理想裝配狀態下也會有運動誤差，而運動誤差值也會隨著

兩齒輪之壓力角的角度差值增加而增加。 
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第五章 結論與未來展望 

5.1 結論 

本研究依據齒輪原理以及齒輪創成之運動關係，來建立具冠狀及轉位

修整之螺旋小齒輪及漸開線螺旋環齒輪之齒面數學模式，並以此數學模式

來分析齒輪對相互嚙合時之接觸分析及運動誤差。依據先前幾章之研究與

分析結果，茲彙整提出幾項結論如下： 

1. 齒輪之冠狀修整會使得其兩端之齒厚略為縮小，即中央齒面呈現略為凸

出之狀態，因此使得齒輪接觸狀況從線接觸變為點接觸。此外，冠狀修

整會使得齒輪運動誤差獲得改善，並且導致接觸點之位置會偏向齒面的

中央，減少發生齒緣接觸的現象。 

2. 齒輪之轉位修整會導致齒形改變，正轉位修整會使得齒輪之齒頂變尖、

全齒深變短及齒根厚度增加；反之，負轉位修整會使得齒輪之齒頂變

寬、全齒深變長及齒根厚度變小。轉位修整對齒輪運動誤差之影響甚

小，正轉位時螺旋小齒輪的接觸點偏向漸開線齒形的下方；負轉位時螺

旋小齒輪的接觸點偏向漸開線齒形的上方。 

3. 漸開線型螺旋內齒輪組於具有中心距裝配誤差的情況下，其運動誤差為

零，符合漸開線縱使中心距有微幅變動仍可維持共軛運動的特性。然

而，螺旋內齒輪組對於旋轉軸向之裝配誤差則較敏感，若具有軸向裝配

誤差時，則會有運動誤差產生，而水平軸向裝配誤差所導致之運動誤差

曲線偏移量明顯較垂直軸向裝配誤差者為大，亦即說明水平軸向裝配誤

差較之垂直軸向之裝配誤差要來得敏感，因此，齒輪對在組裝時要特別

注意水平軸向之組裝精度。 
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4. 壓力角的角度大小也會影響螺旋內齒輪組在具有旋轉軸向裝配誤差時

所導致之運動誤差。當具有水平軸向裝配誤差時，齒輪組的運動誤差曲

線斜率會隨其齒輪壓力角度的增加而減小，亦即運動誤差值會隨著壓力

角的角度之增加而減小；在具有垂直軸向裝配誤差時，齒輪組的運動誤

差曲線斜率則會隨壓力角度之增加而增加，齒輪組的運動誤差值也會隨

著壓力角的角度增加而增加，但兩者變化量都很小。 

5. 若僅改變齒輪對中的一個齒輪之壓力角，齒輪的運動誤差會隨著小齒輪

的旋轉角度之增加而增加，且運動誤差值會隨著兩齒輪壓力角角度差距

之增大而增大。 

6. 無論以冠狀修整、轉位修整及不同壓力角等方式來修整螺旋小齒輪，齒

輪對在僅具有中心距之裝配誤差時，其運動誤差皆為零，僅接觸點的位

置會隨中心距改變而微量的上下移動。 

 

  由於工業上對齒輪傳動的精密度、噪音及振動的要求越來越嚴格，所

以降低運動誤差所造成的運動不平順的問題，變得越來越受到重視，是故

對於漸開線螺旋內齒輪組進行齒形修整已必成趨勢，而在進行各種修整方

式前，則需先瞭解並考慮不同修整方式之特性，再來決定各種可能的齒形

修整之方式及修整量的大小，以達到最佳之修整效果。 
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5.2 未來展望 

  本論文已建立修整型螺旋內齒輪之齒面數學模式，並探討齒輪對在各

種裝配狀態下之接觸點分析與運動誤差分析。未來可利用本研究所建立之

齒面數學模式，進一步探討齒輪嚙合時的接觸齒印分析，及利用最佳化方

法對各種修整方式做最佳的參數調整；或可利用有限元素法 (Finate 

Element Method)，考慮齒輪在具有負載情形時之接觸齒印並進行應力分

析，也可進一步的利用實驗設備及量測方法來驗證理論與模擬分析的結

果。 
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