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摘要 

鞋氣墊吸震試驗係根據英國 SATRA 技術研究中心之試驗標準 PM142 所進

行，此試驗標準主要針對鞋樣或鞋中底之測試所制定，為鞋業主要判定鞋樣或鞋

中底舒適度與能量回饋率之試驗法。如今雖然鞋氣墊製做技術突破，但是在開發

時依然以經驗法則為主，並無相應的分析系統輔助，因此若能建立起一組以有限

元素法為基礎之分析系統，對鞋氣墊吸震試驗進行模擬與並輸出其分析結果提供

參考，則可使氣墊設計工作進行的更有效率。 

本研究根據超彈體材料的理論設計並規劃簡易拉力、平面剪力與液壓膨脹三

種不同之材料實驗，並以 MSC.Marc 為有限元素模擬分析軟體進行計算。分別取

得三種實驗數據後代入五參數項之三階 Mooney-Rivlin 超彈體方程式，計算出合

適之材料參數以建立有限元素分析所需之超彈體材料模型。在此超彈體材料模型

經過液壓膨脹實驗之有限元素模擬之驗證後，以 Single-Step Houbolt 為動態響應

控制器，完成對鞋氣墊吸震試驗之動態有限元素分析模擬並與實際試驗比較驗證，

最後對此模擬分析系統未來繼續發展的可能性作討論。 

關鍵字: 鞋氣墊、有限元素、超彈體、Mooney-Rivlin、Single-Step Houbolt、

MSC.Marc、吸震試驗。 
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The Finite Element Analysis  

on Shock Absorption Test of Air-Cushion in Shoes 

Student：Yong Huang          Adviser：Dr. Chinghua Hung 

Department of Mechanical Engineering 

National Chiao Tung University 

Abstract 

The shock absorption test of air-cushion in shoes is conducted according to 

experimental standard PM142, which is defined by SATRA for determining the 

percentage energy return and comfort of shoes. Although manufacturing technique 

had been improved these years, “try and error” is still the working method for 

designing. With developing finite element analysis system, simulation of the shock 

absorption test of air-cushion in shoes could now help the designer to work more 

efficiently. 

In this research, three experiments had been conducted according to the theory of 

hyperelasicity: simple tension test, planar shear test and bulging test. By importing the 

results of these experiments, a hyperelastic material model for the air-cushion is 

defined by Mooney-Rivlin function of third order with five constants. After the 

material model is validated with MSC.Marc and bulging tests, the simulation of the 

shock absorption test of air-cushion in shoes is carried out by Single-Step Houbolt 

method. The simulation results agrees with shock absorption test. 

Keywords: air-cushion, shoe, FEA, hyperelasicity, Mooney, Single-Step Houbolt. 
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第一章 緒論 

1.1 前言 

對於各類型機具的避震系統，氣體避震皆屬於首選，尤其是以一般空氣填充為優先，

其原因主要有二：氣體分子具有可壓縮的特性，以及一般空氣成本低廉且易取得填充來

源。因為上述的特性，在現代科技中不論是大型民航機所用之空氣彈簧，或是一般車輛

所使用的輪胎都是使用一般空氣之氣體避震為媒介。對目前的鞋業來說，採用氣體避震

的鞋氣墊也是屬於避震系統首選，與其他機具之氣體避震系統不同，對人體運動方式而

言鞋氣墊具有能量回饋的功能性。 

自從氣體避震在 1979 年被引進運動鞋中底（鞋類結構簡圖請見附錄 A）成為氣墊

後，現為鞋中底高階避震系統之設計主流。雖然，最早使用氣墊系統的鞋類是休閒鞋類，

但從鞋業歷史與發展來看，運動鞋開始使用氣墊系統是發展關鍵，而現在市面上採用鞋

氣墊的運動鞋亦屬於偏高單價定位。根據台灣區製鞋工業同業公會統計，台灣對外出口

鞋類之中除未分類者外，運動鞋屬於最大宗，2006 年銷售額 2311 萬美元，2007 年成長

到 2545 萬美元，雖然採用氣墊避震系統的運動鞋在數量上不到百分五，但是在銷售額

卻超過運動鞋類的百分之十。 

對於台灣鞋業而言，如果能對氣墊避震的設計與分析建立完整的系統，在採用氣墊

系統時將可降低成本且確實提升功能性，進而使氣墊避震系統的運動鞋比例提升，對整

體產業成長將有相當的助益。台灣早期是全球鞋類生產與開發重鎮，海島國家的背景讓

產業精緻化及科技化變得相對重要，未來在鞋業上若要能有新的發展契機與方向，建立

鞋氣墊避震的設計與分析系統將會是其中一個重點。 
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1.2 鞋氣墊發展簡介 

最早具有氣墊避震概念的鞋類專利在 1882 年於 USPTO（United States Patent and 

Trademark Office）登記[1]，當時的氣墊避震係在皮靴大底置入簡易氣囊以減震。在鞋

業上最早將氣墊概念商業化的是 1960 年的 Dr. Martens 公司，當時氣墊技術是用於休閒

鞋類的減震效用。直到 1979 年，Nike 推出了第一雙在中底採用氣墊避震系統的運動鞋

「Tailwind」後，鞋氣墊良好之能量回饋率才逐漸被重視[2]，此刻鞋氣墊正式走入鞋產

業在運動鞋上的應用，當時鞋氣墊的架構係為第一代平面支撐。 

1980 到 2005 年美國與歐盟鞋氣墊專利的公告總數統計如圖 1.1 所示[3]，專利數量

自 80 年起便有成長趨勢，1989 與 1990 年間達到一次高峰，當時鞋氣墊架構已步入第二

代中空孔柱支撐。隨著主打氣墊系統的 Nike 公司在企業上的成長，在 1996 年起鞋氣墊

專利數目開始急速提升，再加上 1997 年 Nike 大分子氣體氣墊專利到期後技術開放，使

得1998至1999年間專利數達到第二次高峰，之後因大分子氣體氣墊在生產技術上受限，

專利數目逐漸下滑。2003 至 2004 年間，Nike 在鞋氣墊生產技術上有新的進展，爾後的

鞋氣墊專利數目便又再逐漸上昇。 

2006 年初，Nike 以新的多層膜生產技術推出了「Air Max 360°」系列鞋款，此時鞋

氣墊的架構雖然仍停留在第二代中空孔柱支撐，但相較於前幾年該公司所使用之鞋氣墊

架構，此時的第二代中空孔柱支撐之設計已達到一個相當成熟的階段。2007 年，禾懋公

司改變傳統生產鞋氣墊的技術，其創辦人黃英俊先生，用改良式自升高壓之技術成功地

製造出第三代立體支撐的鞋氣墊架構。以擔任過Nike顧問的資深氣墊研發經驗為基礎，

黃英俊先生將原本生產上受限對稱式形狀的架構，提升為可生產成立體延伸且非對稱式

形狀。2008 年，禾懋公司將自有品牌 Dr. Air 引入市場，鞋氣墊在架構上已正式跨入第

三代的立體支撐。 
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圖 1.1 1980 至 2005 年歐美氣墊專利數[3] 

1.2.1 結構特性 

氣墊避震系統除了前文所述之避震與良好之能量回饋率外，亦可應用於改變鞋內衛

生環境與改變鞋襯架構等功能。因其採用空氣填充，具有較其他避震系統為輕之重量，

而在受壓產生形變後氣墊內部之氣體壓力在空間中每點均等，因此用於足底均壓設計也

有優異之表現。 

鞋氣墊發展至今已有相當多不同類型之設計，根據氣墊構造可將鞋氣墊分為三種類

型，以發展之時間先後順序依次歸類為第一代平面支撐、第二代中空孔柱支撐與第三代

立體支撐，其構造簡圖及特性比較如表 1.1 所示（以足跟部位為範例）。 
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. 表 1.1 結構簡圖與特性比較 

 後視簡圖 上視簡圖 特性比較 

第一代 
平面支撐 

‧低成本 
‧生產速度快 
‧低耐用度 
‧低穩定性 

第二代 
中空孔柱支撐

‧穩定性較佳 
‧產品成熟 
‧限制對稱形狀

第三代 
立體支撐 

‧穩定性最佳 
‧能量回饋最佳

‧採支撐肋架構

‧目前成本較高

1.2.2 材料特性 

鞋氣墊目前以 TPU（Thermal-plastic Polyurethane，熱塑性聚氨酯）為主，通常選用

邵氏硬度範圍 80 至 90 間者為製造原料。這個範圍內的 TPU 之機械性質雖然與橡膠相

似，但在抗拉強度或是抗磨強度上的表現都比橡膠來得優異，並且連續長時間的使用溫

度可達 80˚C 到 90˚C，同時也具備耐油與耐溶劑能力[4]。 

TPU 係屬於 PU-Rubber（Polyurethane Rubber，聚氨酯橡膠）之一種，在 1950 年代

首次被文獻提及，1960 年代早期便已應用於商業上。因為 TPU 有著近似 CPU（Cast 

Polyurethane，澆鑄型聚氨酯）與 MPU（Millable Polyurethane，混煉型聚氨酯）相同的

物理性質，但又可適用於一般之熱塑性加工技術，因此廣泛地被應用在各種複雜結構之

零件製品[5]。 

TPU 屬於(AB)n 型嵌段線性聚合物，A 代表縮聚反應式之長鏈部分，B 則代表短鏈
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部分，其中根據 A 的成份可將其分為聚酯型（Polyester）與聚醚型（Polyether）兩大類。

聚酯型 TPU 與聚醚型 TPU 特性之比較如表 1.2 所示[4][5][6]， 若舉市面上鞋類產品之

中底所使用的氣墊系統為例，Nike 公司所使用者屬於聚酯型 TPU，禾懋公司所使用者

屬於聚醚型 TPU，本研究將以聚醚型 TPU 材料為主。 

表 1.2 聚酯型與聚醚型 TPU 特性比較 

 聚酯型 TPU 聚醚型 TPU 

原料成本 較低 較高 

原料比重 
約 1.13 到 1.22 

相同機械性質下較重 
約 1.04 到 1.20 

相同機械性質下較輕 

抗水解能力 浸純水中 8 週完全分解 約為聚酯型之 5 到 10 倍 

氣體保存能力 較佳 較弱 

抗黃變 佳 紫外線照射後易黃變 

抗菌解 極差，需添加抗菌劑 佳 

 

1.3 研究動機與目的 

鞋氣墊如今已發展到第三代立體支撐，而生產技術上也突破既往傳統之限制。然而，

鞋氣墊製造技術不斷地變革，目前卻無相應的分析系統使產品有更高功能性之提升。就

傳統而言，因為鞋氣墊在生產技術上受限過多，發展電腦模擬之分析系統來輔助設計並

無太大實質意義。但現今傳統之生產技術限制現已被突破，鞋氣墊之設計所面臨的是更

寬廣且更高要求的功能性提升，建立一個有參考價值之分析系統將是件重要的工作。 

第三代立體支撐之鞋氣墊幾何架構複雜，屬薄膜與柱之綜合立體架構，在運動過程

中會產生極大的變形量；同時因為有氣體壓縮特性，在模擬分析時也必須考慮氣墊內體

積改變所造成的壓力變化。因此，除了其立體幾何模型與網格規劃有更高的複雜度外，

在有限元素分析上也牽涉到大變形分析與變動之邊界條件。 
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針對第三代立體支撐之新型氣墊架構，本篇研究主要目的為建立此類氣墊之動態有

限元素分析系統，包含最初取得材料性質的相關實驗理論與鞋氣墊模型建立等等，並且

實現其動態之吸震試驗模擬，最後對其未來發展的可能性作討論。 

1.4 研究規劃 

本研究規劃主要分為三主體部份：第一部份為實驗理論與實驗規劃，第二部份為材

料模型驗證，第三部份為鞋氣墊吸震試驗之模擬分析。此三主體部分的流程圖如圖 1.2

所示，圖中橫間格框為主體部分，實線框為細部工作，箭頭方向為工作流程進行之順序。 

（1）實驗理論與實驗規劃：此部分包含了材料實驗理論推導、材料實驗的規劃、

建立以及數據的取得。對單軸向之簡易拉力與平面剪力實驗而言，可用一般拉微型拉伸

機台完成實驗並取得材料數據；而雙軸向之雙軸拉力實驗所要求的機具規格特別且不易

尋得，因此本研究規劃自行設計液壓膨脹實驗，取得等效之雙軸向實驗數據。 

（2）材料模型驗證：本研究主要使用的材料模型為超彈體（Hyperelasticity）模型，

係根據實驗數據取得合適的參數後建立之材料模型。因為超彈體材料模型係屬於數值近

似之材料模型，必存在相對之誤差，所以必須透過模擬來討論比較，再確定最適合之材

料參數。在材料模型驗證這一部份中，包含了超彈體參數計算與超彈體材料模型建立，

再以實驗之有限元素分析模擬比對實際實驗之結果，最後討論合理材料模型之參數項數

值。 

（3）鞋氣墊吸震試驗之模擬分析：此部份包含了動態理論簡介、鞋氣墊經簡化過

之立體幾何模型建立、其有限元素網格之規劃，與吸震試驗之有限元素模擬。本研究吸

震試驗之有限元素模擬比較對象為財團法人鞋技中心進行之實際試驗，其試驗步驟之制

定係根據於英國 SATRA 技術研究中心之試驗標準 PM142。 
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圖 1.2 研究規劃流程圖 

 
 
 

吸震試驗模擬 吸震試驗
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第二章 實驗理論與實驗規劃 

2.1 超彈體材料模型 

本研究規劃之實驗，係根據有限元素分析中超彈體材料模型之需求所設計。超彈體

（Hyperelasticity）即為以應變能密度（Strain Energy Density）敘述之材料模型，其為一

種數值近似材料模型，可針對如橡膠類彈性範圍內材料曲線呈非線性者，在大變形狀況

下以有限元素分析進行模擬。一般而言，超彈體方程需要有三項實驗數據為基礎來計算

合理之材料參數，此三項實驗分別為簡易拉力實驗、平面剪力實驗（或純剪力）與雙軸

拉力實驗。 

超彈體材料模型主要分成三個領域[7]：現象邏輯型（Phenomenological），如

Mooney-Rivlin、Odgen、Yeoh、Polynomial等；機械理論型（Mechanistic），如Arruda-Boyce、

Neo-Hookean 等；混合型（Hybrid），如 Gent 等。本研究超彈體材料模型選用邏輯型之

三階 Mooney-Rivlin 超彈體方程式為研究對象，以自行規劃建立之實驗來計算其合理之

參數項數值。本節將對超彈體之基礎理論推導，以利後續章節實驗理論相關推導式之觀

念銜接，三階 Mooney-Rivlin 超彈體方程式之深入推導請見附錄 B。 

2.1.1 超彈體基礎理論推導 

超彈體材料模型係將材料假設為等向性（Isotropic），計算其應變能密度 U之變化。

對於現象邏輯型者而言，此應變能密度 U係由拉伸或應變所構成之不變量（Invariant）

敘述[8]，即 U將會隨著變形量的不同而改變。應變能密度 U由兩部份組成，分為不可

壓縮敘述項 Uincomp 與可壓縮敘述項 Ucomp： 
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compincompU U U= +   (2.1)  

因為本研究使用之聚醚型 TPU 之蒲松比極接近 0.5，所以將材料假設為不可壓縮，

只針對應變能密度不可壓縮敘述項 Uincomp 做討埨。 

Uincomp 可用 Right Cauchy-Green 變形張量 C 來表示，如下列式子所示[9]： 

r
n nn n

incomp
n

tr( ) + tr( )
2n 2n
A BU −⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
= − −∑ C I C I   (2.2)  

其中 An 與 Bn 為常數，即超彈體材料模型之參數項。而 Right Cauchy-Green 變形張量 C

又可由變形梯度 F 計算得出[10]。將某物體內變形後鄰近兩點之距離寫為 m md nx=dx ，

而未變形物體內此二點之距離寫為 m md eX=dX ， me （m=1, 2, 3）為互相垂直之單位

向量，則存在變形梯度 F 可使此物體中兩點之變形寫為： 

=d F dx X   (2.3)  

變形梯度 F 可由下列定義式(2.4) 算出 Right Cauchy-Green 變形張量 C： 

T=C F F   (2.4)  

今假設一長度向量 (1)
1 1d eS=dS 位於 dX 互相垂直的單位向量其中之一上，代入式

(2.3)經過變形梯度轉換後計算可得： 

(1) (1)=d Fds S   (2.5)  

其中 (1)
1 1d ns=ds ， 1n 為 1e 被變形梯度 F 轉換後之向量。將

(1)ds 與
(i)ds 做內積計算並把式

(2.4)代入，可得以下式子： 
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(1) (i) (1) (i)⋅ ⋅=d d Fd Fds s S S   (2.6)  

根據張量之移項定理（Transpose）變換式(2.5)右側可得： 

(1) (1) T (i)(i)⋅ ⋅=d d d F Fds s S S   (2.7)  

(1) (i) (1) (i)⋅ ⋅=d d d Cds s S S   (2.8)  

當
(i) (1)=d ds s 時，式(2.7)可展開成為下式： 

1 1 1 1 1 1 1 1d n d n d e d es s S S⋅ = ⋅C   (2.9)  

1 1 1
2 2(d ) (d ) es S= ⋅C   (2.10)  

根據張量基本運算原理 pq p qe e= ⋅C C ，所以式(2.9)可改寫為： 

21
11

1

d( )
d
s
S

= C   (2.11)  

同理，根據 dX 另外二個互相垂直之單位向量，再次依式(2.4)到(2.8)之步驟計算，則可

得 Right Cauchy-Green 變形張量 C 另外二對角元素 C22 以及 C33： 

2 232
22 33

2 3

dd( ) ( )
d d

ss
S S

= =C C，   (2.12)  

若將式(2.7)中的 ( i )d s 代換為 (2)
2 2d ns=ds ，再次依式(2.8)到式(2.9)之步驟計算，可解

得非對角元素 C12（同理可得 C23 與 C31）： 
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( )1 2
1 2 12

1 2

d d( )cos n ,n
d d
s s
S S

=C   (2.13)  

在上式中 ( )1 2cos n , n 代表向量 1n 與向量 2n 夾角之餘弦值，而又因為變形梯度 F 本身可

視為剛體旋轉張量 R 與純拉伸張量 T 之組合： 

=F RT   (2.14)  

其中剛體旋轉張量 R 屬正交張量（意即正轉後再逆轉則物體空間位置不變），所以若將

式(2.14)帶入式(2.3)則得 Right Cauchy-Green 變形張量 C 由純拉伸張量 T 所組成，因此

在變形後之三向量 mn （m=1,2,3）仍互相垂直之條件下，則式(2.10)到式(2.12)所推導計

算之總和即為各主軸拉伸 λ（Principle Stretch）平方之總和，其與Ｃ之關係亦可以下式

表示： 

2 2 2 2
mm 11 22 33tr( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ= = + +C   (2.15)  

因為 C 為正定且對稱（Positive Definite and Symmetric）且變形方式為主軸拉伸，

即代表不發生剪切拉伸（Shear Stretch），變形後三主軸仍互相垂直使得向量 mn 與向量 wn

（m ≠ w）夾角之餘弦值 ( )m wcos n ,n 為零，所以 Right Cauchy-Green 變形張量 C 成為對

角張量，非對角之元素皆為零，此時式 (2.15) 可擴展寫為： 

n 2n 2n 2n 2n
n mm 11 22 33tr( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q λ λ λ λ= = = + +C   (2.16)  

n 2n 2n 2n 2n
n mm 11 22 33tr( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q λ λ λ λ− − − − −

− = = = + +C   (2.17)  

Qn 與 Q-n 即為主軸拉伸所構成之不變量，可用來描述應變能密度。將上述二不變量

代回式(2.1)之中，即可將應變能密度不可壓縮項 Uincomp 寫為下式： 
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( ) ( )
r

2n 2nn n
mm mmincomp

n
+3 3

2n 2n
A BU λ λ −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

=∑   (2.18)  

由式(2.18)之架構來看，對於只考慮不可壓縮項之等向性材料而言，其應變能密度

之方程式滿足 Valanis-Landel 假說[7]，意即能夠用三組分別獨立之主軸拉伸 λ(ii)以各別區

分但相同架構之加總來呈現（λ(ii)右下角被括號之標號為單純做 Free Index 而非 Dummy 

Index）。 

應變能密度 U之變化量在物理上可用來描述體積變化為 dV之物體，其內部功 W之

變化量，如下列式子所示： 

( )dU V Wδ = δ   (2.19)  

而物體內之應力與體積變化項 dV同時亦可用來描述物體內部功 W之變化量，所以根據

虛功原理的推導計算[9]，應變能密度 U對於主軸拉伸 λ(ii)做偏微分可得 Lagrangian 主軸

應力項 σ(ii)，即實驗中之工程應力（Engineering Stress）。對於本研究之材料假設為不可

壓縮之條件下，應變能密度 U即可用不可壓縮項 Uincomp 來代表，如下式所示： 

incomp
(ii)

(ii) (ii)

UUσ
λ λ

∂∂= =
∂ ∂

  (2.20)  

所以，式(2.20)對應變能密度不可壓縮敘述項 Uincomp 偏微分後，可由原本式 (2.2)

中之參數項 An 與 Bn 決定超彈體模型中之應力應變曲線。與簡易拉力實驗、平面剪力實

驗與雙軸拉力實驗所量得之應力應變數據比對，則可計算參數項 An 與 Bn 之數值以產生

最近似之應力應變曲線，一般以最小平方誤差法比對與實際實驗數據之誤差以計算最合

適之參數項 An 與 Bn。 
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2.1.2 非線性材料模型之有限元素模擬軟體 

現今大部份商用之有限元素分析軟體都具有計算超彈體非線性材料模型的功能，然

而，為了在非線性材料模型、變動之邊界條件與大變形的情況下能夠有良好的計算結果，

本研究選擇 MSC.Software 公司針對橡膠類非線性材料所開發的非線性有限元素分析軟

體 MSC.Marc，版本為 2007 r1。 

MSC.Marc 於 1971 年正式釋出到市面上，是世界上第一款針對非線性問題之商用有

限元素模擬軟體[11]，其求解器能進行眾多類型模擬並具備極強的結構分析能力，除了

可以處理非線性材料模型外，亦可處理非線性大變形與包含接觸在內之非線性邊界條件。

其軟體內部主要分為 MENTAT 與 Marc 兩大部份，MENTAT 係屬前／後處理器，為圖

形對話界面；後者 Marc 係屬求解器，具有高度數值穩定性、高精度與快速收斂之求解

技術。 

本研究選用的 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型，在 MSC.Marc 中至少需要以下三項

材料實驗數據才可算出足夠合理之材料參數：簡易拉力實驗、平面剪力實驗與雙軸拉力

實驗。本研究即以此三項實驗數據需求為準則，進行後續章節之實驗規劃建立工作；而

在完成材料模型建立之後，再以非線性靜態分析與動態響應分析為主，進行材料實驗與

氣墊吸震試驗之有限元素模擬。 

2.2 單軸向實驗理論 

簡易拉力實驗與平面剪力實驗都屬於單軸向實驗，其差異處在於簡易拉力實驗所使

用之試片規格長寬比例要求在 10:1 以上，平面剪力實驗所使用之試片規格長寬比例要求

在 1:10 以上。簡易拉力實驗與平面剪力實驗示意簡圖如圖 2.1，λx、λy與 λz分別為三互

相垂直方向之拉伸。 
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圖 2.1 (a)簡易拉力實驗(b)平面剪力實驗 

令 λy之方向為實驗拉伸方向，簡易拉力實驗之應力 σ如式(2.21)所示： 

0
0x z y

Pσ σ σ
A

= = =，   (2.21)    

P為軸向拉伸力，A0為變形前之試片截面積。又假設所實驗之材料為等向性與不可壓縮，

即 λxλyλz=1，又簡易拉力實驗在試片變形後之拉伸方向不改變，可將其視為主軸拉伸，

則簡易拉力實驗之拉伸狀態可用下列式子表示： 

11
T

1
xλ λ

λ
= =   (2.22)  

T22yλ λ λ= =   (2.23)  

33
T

1
zλ λ

λ
= =   (2.24)  

λT為簡易拉力實驗之等效拉伸，將式(2.22)到式(2.24)中之計算結果代回式(2.18)，使

應變能密度不可壓縮項 Uincomp 由簡易拉力實驗之等效拉伸 λT表示，再經式(2.20)之計算

對等效拉伸 λT偏微分，便得到與簡易拉力實驗相對應之等效應力式，可與實際簡易拉伸

(a) (b) 



15 
 

實驗之應力應變數據做比對以決定參數項 An 與 Bn。 

令 λy之方向為實驗拉伸方向，λx之方向為試片寬度方向，平面剪力實驗之應力 σ如

式（2.25）所示： 

0
0 0x y z

Pσ σ σ
A

≠ = =， ，   (2.25)  

P為軸向拉伸力，A0為變形前之試片截面積。又假設所實驗之材料為等向性與不可壓縮，

即 λxλyλz=1，且平面剪力實驗在 x軸上之應變值極小可將拉伸視為 1，又試片變形後之拉

伸方向不變可視為主軸拉伸，因此平面剪力實驗之拉伸狀態可用下列式子表示： 

11 1xλ λ= =   (2.26)  

P22yλ λ λ= =   (2.27)  

33
P

1
zλ λ

λ
= =   (2.28)  

λP為平面剪力實驗之等效拉伸，將式(2.26)到式(2.28)中之計算結果代回式(2.18)，使

應變能密度不可壓縮項 Uincomp 由平面剪力實驗之等效拉伸 λP表示，再經式(2.20)之計算

對等效拉伸 λP偏微分，便得到與平面剪力實驗相對應之等效應力式，可與實際平面剪力

實驗之應力應變數據做比對以決定參數項 An 與 Bn。 

2.3 雙軸向實驗理論 

雙軸向實驗與單軸向實驗最大的差異處，在於其受力平面上主軸應力有無限多組，

意即在雙軸向實驗中受力平面上不存在剪應力，由 Mohr Stress Circle 的圖形來看該平面
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之受力狀況在主應力軸上縮為一點。正式雙軸拉力實驗需求的夾具設備特殊，製作不易

且很難尋得可借用之對象。針對這個情況，本研究設計一液壓膨脹實驗取得等效之雙軸

向實驗應力與應變，因此本節除了對一般雙軸拉力實驗理論做敘述外，也對液壓膨脹實

驗理論做簡便的介紹，液壓膨脹實驗應力應變式之詳細推導請見附錄 C。 

2.3.1 雙軸拉力實驗理論 

一般而言，雙軸拉力實驗所用的試片有圓形與正方型兩種，雖然試片外型不同，但

除了截面積之算法外，所使用之應力與應變計算式皆相同[11]。本小節說明對象以原始

之直徑、厚度與變形前周緣截面積分別為 D0、t0 與 A0 的圓形試片為敘述對象，其示意

簡圖如圖 2.2 所示。 

   

   

 

圖 2.2 雙軸拉力實驗 

令 λy與 λx之方向構成受力平面，雙軸拉力實驗之應力狀態如式(2.29)所示： 

0 0 0
0

0x y ztPσ = σ = A =πD σ =
A

， ，   (2.29)  

P為施在試片周圍之拉伸總力，又假設所實驗之材料為不可壓縮，即 λxλyλz=1，且雙軸拉
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力實驗在受力平面上各軸向受力相同而有無限多組主軸應力，此平面上任意方向拉伸可

視為主軸拉伸，其拉伸狀態可用下列式子表示： 

B11xλ λ λ= =   (2.30)  

B22yλ λ λ= =   (2.31)  

( ) 233
B

1
zλ λ

λ
= =   (2.32)  

λB為雙軸拉力實驗之等效拉伸，將式(2.26)到式(2.28)中之計算結果代回式(2.18)，使

應變能密度不可壓縮項 Uincomp 由雙軸拉力實驗之等效拉伸 λP表示，再經式(2.20)之計算

對等效拉伸 λB偏微分，便得到與雙軸拉力實驗相對應之等效應力式，可與實際雙軸拉力

實驗之應力應變數據做比對以決定參數項 An 與 Bn。 

2.3.2 液壓膨脹實驗理論 

液壓膨脹實驗係為採用油體液壓進行之膨脹實驗（Bulging Test），經由對薄膜施加

均勻液壓，量得液體壓力值與薄膜膨脹高度，以方程式將原本數據由壓力單位與長度單

位轉換成應力與應變。此種實驗方法於 1959 年首度由 J. W. Beams 提出[12]，其可用來

測定薄膜之彈／塑性與時間依存性（Time Dependency）等機械性質，被廣泛地應用在

薄膜之材料性質檢測。 

液壓膨脹實驗基礎理論係建立在當薄膜承受一均勻分布之側向液壓時，其變形狀況

近似於球體，故可將其視為一球殼並用數學式將液體壓力與薄膜膨脹高度換算為應力與

應變。其示意簡圖如圖 2.3 所示，P 為內部液壓，R 為薄膜近似球體膨脹之半徑。 



18 
 

 

圖 2.3 液壓膨脹實驗示意簡圖 

液壓膨脹實驗之應力 σb 如式(2.33)所示，但應變須分為兩個階段計算：第一階段為

薄膜膨脹高度 h 小於初始平面圓半徑 R0，第二階段為薄膜膨脹高度 h 大於初始平面圓半

徑 R0，上述兩個階段之應變分別以 εb1 與 εb2表示，假設在實驗過程中皆以近似球體之狀

態進行膨脹，則可寫為式(2.34)與式(2.35)： 

( )2 2
0

b
0

P h R
4ht

σ
+

=   (2.33)  

( )2 2
0 1 0

02 2
0

b1
0

sin
h R 2hR R

2h h R

R
ε

−
⎧ ⎫⎡ ⎤+ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪
⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

−
+

=   (2.34)  

( ) ( )2 2 2 2
10 0 0

02 2
0

b2
0

cos
h R h R 2hR R

4h 2h h R

R

π

ε

−
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + ⎛ ⎞⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

−
+

=   (2.35)  

P 為液壓膨脹壓力，R0 為初始平面圓半徑，t0 為試片初始厚度，h 為試片膨脹高度，

以上算式為假設試片在膨脹高度大時其變形狀況仍近似球體，詳細推導請見附錄 C。 
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2.4 簡易拉力實驗與平面剪力實驗 

簡易拉力實驗與平面剪力實驗都屬於單軸向實驗，在實驗設備與規劃上皆有很高之

相似性，因此本研究結將兩個實驗歸在同一節做介紹。在材料實驗中，以簡易拉力實驗

最為普及，同時也有正式之實驗規範，本研究之簡易拉力實驗係參考 ASTM（American 

Society for Testing Material，美國材料與試驗協會）實驗規範 D638 所建立，ASTM 實驗

規範 D638 係針對塑膠材料所建立之標準實驗規範。而平面剪力雖無正式規範，但與簡

易拉力實驗有很高之相似性，因此同樣係參考 ASTM 實驗規範 D638 建立。 

2.4.1 實驗規劃 

簡易拉力實驗與平面剪力實驗之試片規格如圖 2.4 與圖 2.5 所示，簡易拉力實驗之

試片規格係參考 ASTM 實驗規範 D638 中第四型非剛性體（Type IV，Nonrigid Plastic）

之試片規格，平面剪力實驗因夾具尺寸限制故設計為簡單之矩形試片。高分子材料因為

屬低強度之材料，正式實驗時應使用非接觸式測量系統如光學測位儀，量測試片之量規

區段（Gage Length）變化情況。但因此類器材成本偏高並且準備不易，而本研究之重點

主要目的為建立整體性之流程，在考慮到成本問題與研究目的之情況下，本研究在簡易

拉力實驗與平面剪力實驗中之拉伸位移數據以夾鉗間距（Grip Length）為依據。 

  

  

圖 2.4 (a)簡易拉力試片規格(b)簡易拉力實際試片 

(a) (b) 



20 
 

   

   

 

圖 2.5 (a)平面剪力試片規格(b)平面剪力實際試片 

簡易拉力與平面剪力之實驗邊界條件皆採用等應變率拉，實驗所設定之主要參數有

施力精度、位移精度、拉伸應變率、總應變量與操作環境，如表 2.1 所示。 

表 2.1 簡易拉力與平面剪力主要之實驗參數 

 簡易拉力實驗 平面剪力實驗 

施力精度 解析度 0.2 N 解析度 1.5 N 

位移精度 最小解析度 0.01 mm 最小解析度 0.01 mm 

拉伸應變率 每分鐘增加 1.0 每分鐘增加 1.0 

總應變量 達 3.0 時停止實驗 達 3.0 時停止實驗 

操作環境 23േ3 °C，50േ5%相對溼度 23േ3 °C，50േ5%相對溼度

2.4.2 實驗設備 

實驗設備之實際實驗情況如圖 2.6 所示，其中平面剪力實驗在夾具另外內置墊片，

以提升夾具鎖附力減輕試片滑移問題。此微拉伸實驗機台為台灣弘達儀器公司所設計整

合，型號 HT-9102，使用之荷重元（Load Cell）為日本 NMB 所生產，分為型號 U3B1-20K-B

之 20 kg 荷重元，與本研究使用型號 U3B1-20K-B 之 200 kg 荷重元。 

(a) (b) 
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圖 2.6 (a)簡易拉力實驗(b)平面剪力實驗 

2.4.3 實驗結果 

在 MSC.Marc 軟體中，針對建立超彈體模型所需要輸入之實驗數據為工程應力

（Engineering Stress）與工程應變（Engineering Strain）的材料曲線，因此本研究實驗結

果以應力與應變曲線表示之。根據鞋氣墊實際在進行吸震試驗時所估計之變形量，輸入

有限元素分析材料模型之數據以前段應變值小於 1.5 之區段為主。簡易拉力與平面剪力

之實驗結果如圖 2.7 所示，為從五次實驗數據取出三次差異最小者，圖中包含簡易拉力

與平面剪力差異最小之三次實驗數據。 

然而需要注意的是，簡易拉力與平面剪力實驗進行時，在試片與夾鉗間會發生些許

滑移之現象，滑移情況又以平面剪力較為明顯，因此所測出之實驗結果之材料強度應略

低於實際之材料強度。 

(a) (b) 
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圖 2.7 簡易拉力實驗結果與平面剪力實驗結果 

2.5 液壓膨脹實驗 

與一般之雙軸拉力實驗比起來，液壓膨脹實驗有兩項優勢：較低之整體建立成本，

同時所使用之機具結構亦較為簡便，各種操作如對心校準等皆較易進行；以及實驗中摩

擦力的影響極小，取得之材料性質將會更準確。因此，本研究選擇自行設計建立液壓膨

脹實驗取得等效雙軸應力應變數據。雖然目前液壓膨脹實驗並無可參考之實驗規範，但

本研究仍以 ASTM 實驗規範 D638 為基礎，對液壓膨脹實驗參數做合理之設定。 

液壓膨脹實驗之整體架構概念如圖 2.8 所示，包含了夾具系統、液壓系統與閉迴路

控制系統之設計。夾具系統為實驗所使用之支架座，除試片座可固定試片與構成壓力腔

外，亦有支架組件固定試片座與位移量測系統，可對位移量測系統之中心點定位做微調

整以修正準確性。液壓系統包含了動力源油壓馬達與比例洩壓閥之設置等，主要係針對

實驗所需之油路概念做設計，如油路系統所需之配管規格或油路壓力限制之設定等。閉

迴路控制系統分為硬體與軟體部份，硬體部份係用於量測並產生類比訊號轉換為數位訊

號或是用以控制油路動作；軟體部份則為將轉換後的數位訊號重新整理成合理的資料，
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並透過即時應變式換算，決定控制油路動作該有輸出電壓值。 

本研究簡略之液壓膨脹實驗建立流程介紹如圖2.9所示，步驟依箭頭方向順序進行。

在動作概念確定之部份中，分別針對實驗之支架座各部件之相對位置、液壓系統油路需

求與閉迴路控制系統的運算邏輯做討論；接著將實驗會使用到的各種數值做計算以求得

所需之規格列表，如支架座合適的尺寸、液壓系統配管最高壓限或是閉迴路控制系統輸

出電流訊號所需串接之電阻等；規格列表建立完後，根據其所記載的限制，分別對各系

統作正式之設計，如夾具系統之正式三視圖，液壓系統之管線配接與閉迴路控制系統之

軟體編寫等；再將各設計完成之系統群作整合，進行實驗測試與各系統細節修正；最後

液壓膨脹實驗系統建立完成，進行正式液壓膨脹實驗取得材料數據。 

 

圖 2.8 液壓膨脹實驗整體架構概念 

AD 資料擷取卡 
LabVIEW 程式 

動力源 
油壓馬達 

比例洩壓閥

控制器

實驗試片電子式壓感計 

電阻尺 

壓力腔

試片座 液壓系統 夾具系統 

閉迴路控制系統 
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圖 2.9 液壓膨脹實驗建立流程 

2.5.1 實驗規劃 

液壓膨脹實驗試片規格如圖 2.10(a)所示，紅色圈為作用範圍，圖 2.10(b)中實際試片

上所劃之線為標記中心用，以利位移測量設備之定位微調修正準確性。液壓膨脹實驗與

前節之實驗相同，因材料性質之原因，最好採用非接觸式之測量設備，然而在同樣的成

本與研究目的考量下，液壓膨脹實驗便選擇電阻尺作為位移量測設備。 

   

   

 

圖 2.10 (a)液壓膨脹試片規格(b)液壓膨脹實際試片 

(a) (b) 
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液壓膨脹實驗之各項實驗參數包含了壓力精度、位移精度、拉伸應變率、總應變量

與操作環境。與參照 ASTM 實驗規範 D638 的簡易拉力及平面剪力不同，液壓膨脹採用

壓力精度量測，係因對應其施力端為油體液壓；參數中之位移精度係指電阻尺所量得之

膨脹高度，而應變之比照對象為採用式(2.34)與式(2.35)由原始試片半徑與膨脹高度所換

算出之等效應變，實驗參數如表 2.2 所示： 

表 2.2 液壓膨脹主要之實驗參數 

 液壓膨脹實驗 

壓力精度 解析度 0.002MPa 

位移精度 最小解析度 0.01mm 

拉伸應變率 每分鐘增加 1.0 

總應變量 達 3.0 時停止實驗 

操作環境 23േ3°C，50േ5%相對溼度 

液壓膨脹實驗建立完後，標準之實驗作業流程分成三階段，即為初始階段、動作階

段與結束階段，流程規劃如圖 2.11 所示： 

（1）在實驗初始階段，以夾具系統固定試片，校準電阻尺指向試片中心點。 

（2）啟動油壓馬達使液壓系統開始空轉。 

（3）開啟可程控電源供應器重設比例洩壓閥控制器，使比例洩壓閥關閉。 

（4）切換油壓馬達三向閥使液壓系統之油體開始流動。  

（5）實驗進入動作階段，啟動閉迴路控制系統。 

（6）電子式壓感計與電阻尺透過放大器傳送類比訊號至 AD 資料擷取卡。 

（7）AD 資料擷取卡將類比資料轉換為數位資料。 

（8）透過程式內部已編寫好之方程式，計算壓力與應變式。 

（9）判斷是否超過膨脹高度限制，同時將量測所得資料寫入數據列檔案。 
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（10）未超過膨脹高度限制，則繼續判斷應變率是否超過標準。 

（11）根據上述判斷結果，透過可程控電源供應器調整比例洩壓閥控制器電壓。 

（12）當試片膨脹達到閉迴路控制系統設定之最大高度時動作階段結束。 

（13）實驗進入結束階段，提升比例洩壓閥控制器之電壓以關閉比例洩壓閥。 

（14）切換三向閥使油壓馬達恢復空轉狀態後關閉油壓馬達運作。 

（15）開啟油管末端之停止閥使油體回流油槽。 

（16）關閉可程控電源供應器，使其內部記憶體資料清除重設。 

（17）待已成球體之試片洩壓完畢，移除試片後實驗完成。 

 

圖 2.11 標準之實驗作業流程規劃 
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2.5.2 實驗設備 

實驗設備之實際實驗情況如圖 2.12 所示，實驗之主要部件位於圖(a)中右下方，圖(a)

中左側則為電腦控制端與 LabVIEW 軟體之前端控制板面（Front Panel），而圖(b)為實際

實驗之膨脹狀況，膨脹高度約 30mm，圖(c)與圖(d)為膨脹高度之對照圖。 

   

   

   

 

圖 2.12 (a)液壓膨脹實驗設備(b)實際實驗之膨脹狀況 
        (c)膨脹高度約 50 公厘(d)膨脹高度達 70 公厘 

液壓膨脹實驗由夾具系統、液壓系統與閉迴路控制系統構成，此三組系統中各部件

彼此間作用關係如圖2.13所示，圖中關係線之起點端連接作用者，箭頭端連接被作用者，

又關係線根據種類不同分空間幾何關係、油路關係與電系關係。實際在進行實驗各系統

設計階段中，依順序對夾具系統、液壓系統與閉迴路控制系統做設計；當三組系統主幹

完成後將其整合，再針對整合後的系統群作修正。本小節後續將分三個部份，依照實際

實驗設計建立的順序介紹夾具系統、液壓系統與閉迴路控制系統之設備相關資訊。 

(c)

(a) (b)

(d) 
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圖 2.13 系統群彼此間作用示意 

2.5.2.1 夾具系統 

夾具系統為用來固定液壓膨脹實驗中各部件之空間幾何關係，夾具系統主要分為三

部件，支架部件、總底座部件與試片座部件。支架部件可分為三組，即電阻尺支架組件、

試片座支架組件與電路板支架組件，其中電路板支架組件為固定配電用之簡易電路板；

總底座部件為固定所有組件相關位置之基座；試片座部件係用來固定試片，並使試片與

油體接觸面之周緣密封，進而建構出液壓膨脹實驗進行時可提供均勻液壓之壓力腔。試

片之固定方式係為先以試片上八個位置對稱之孔洞來定位試片，再由八根位置對稱之螺

絲穿過剩餘之孔洞，均勻施力鎖附使試片底下油體密封產生壓力腔。夾具系統實際成品

如圖 2.14 所示，詳細尺寸規格請見附錄 D。 
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圖 2.14 夾具系統實際成品加上電阻尺與電路板 

2.5.2.2 液壓系統 

液壓系統為液壓膨脹實驗之動力源，通過油壓馬達組件輸出壓力完成使試片膨脹之

目的。液壓系統總共分為六部件，為油壓馬達、比例洩壓閥、可變節流閥、停止閥、過

濾器與配接之硬／軟管，油路設計示意如圖 2.15 所示。 

本研究液壓系統所使用之油壓馬達為所生產組件分成四部份，電動馬達、油壓幫浦、

儲油槽與手動式三向閥開關，而輸出液壓之流體媒介為中國石油公司出品的特級循環機

油 CPC-R68；比例洩壓閥為美國 HydraForce 製造，最大輸入壓力為 34.5 bar，控制電壓

為 0 到 12 V，其高頻脈動頻率達 250Hz，本研究用來控制油路流量；可變節流閥為配合

比例洩壓閥使用，施加一油路流通負載，使比例洩壓閥具備控制流量之能力；停止閥為

配接於管路最末端，在實驗初始階段為關閉狀態，當實驗進入結束階段時將其開啟以洩

掉膨脹試片內之流體；過濾器為用於濾清雜質，確保油體及油路之品質；整體油壓系統

的流體主要靠配接軟管接通，而部份與油路相關又必須固定之部件則以配接硬管接通，

如比例洩壓閥或電子式壓感計。 
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圖 2.15 油路設計示意圖 

2.5.2.3 閉回路控制系統 

閉迴路控制系統為控制液壓膨脹實驗進行與記錄數據之主幹，閉迴路控制系統分為

硬體部份與軟體部份。硬體部份包含 AD 資料擷取卡、電阻尺、電阻尺放大器、電子式

壓感計、可程控電源供應器與比例洩壓閥控制器；軟體的部分則以 LabVIEW 規劃實驗

程式，自行編寫之液壓膨脹實驗程式可為 AD 端輸入、異常峰值過濾、應力與應變式換

算、判斷控制、DA 端輸出與數據文件編列等模組。 

閉迴路控制系統硬體部份中，AD 資料擷取卡為美國 NI 公司所生產，型號 6024E，

可識別之類比訊號為電壓訊號，範圍為 0 到 10 V，取樣速率達 200 kS/s。電阻尺為台灣

MyTech 公司製造，型號 RP-TR-100，有效行程 100 mm，精度達 0.01 mm，並透過電阻

尺放大器產生可識別之電壓訊號。電子式壓感為德國 TECSIS 所生產，型號 3296，壓力

容許範圍為 0 到 40 bar，精度達 0.002 MPa，透過壓力量測產生 4 到 20 mA 之電流訊號，

本研究將其跨過一顆 490 Ω之精密電阻產生可識別之電壓訊號。可程控電源供應器為台

灣固緯電子所生產，型號 PSH-3610A，與電腦間通訊介面為 RS232，輸出電壓範圍 0 到
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36 V，精度可達 0.005 V。比例洩壓閥控制器為瑞士 WANDFLUH 所生產，型號

P02A012410，輸入電壓範圍 0 到 10 V，高頻脈動頻率調整範圍 60 到 250 Hz。 

閉迴路控系統軟體部份中，以 LabVIEW 為基礎系統規劃實驗程式，用視覺化之線

路圖介面來進行程式設計，閉迴路控制系統之前端控制板面（Front Panel）如圖 2.16 所

示，閉迴路控制系統之功能塊圖（Block Diagram）如圖 2.17 所示，其中所編寫之各模

組可分為以下部份簡介： 

（1） AD 端輸入模組：啟動 AD 資料擷取卡之軟體媒介，將外界之類比訊號轉讀

入後換為數位訊號，可設定每秒讀取資料數速率。 

（2） 異常峰值過濾模組：可設定數值容許震盪範圍，以除去讀入資料中範圍震盪

過大的數據，同時也具備將過濾完成之資料重新分組平均的能力（如處理後

每秒兩百組數據分組平均為每秒十組數據）。 

（3） 應力與應變式換算模組：主要由方程式功能塊組成，可將整理完後之電壓數

據換算成壓力與高度，當算出高度超過限制值時停止實驗，再根據膨脹原理

式(2.33)到式(2.35)換算出等效雙軸應力與雙軸應變值。 

（4） 判斷控制模組：所使用之控制原理為微分控制，依據所量得並換算後之數據

資料，判斷所控制之液壓系統中比例洩壓閥是否升或降流量，再將可程控電

源供應器應調整的電壓值傳送到 DA 端輸出模組。 

（5） DA 端輸出模組：啟動可程控電源供應器之軟體媒介，透過 RS232 傳輸介面

改變可程控電源供應器之輸出電壓，而被輸入電壓端之比例洩壓閥控制器，

便根據輸入電壓大小來調整比例洩壓閥之流量。 

（6） 數據文件編列模組：將資料寫入文件檔案之用，本研究預設輸出之檔案類型

為純文字（.txt）之數據列檔案。 
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圖 2.16 閉迴路控制系統之前端控制面板 

 

圖 2.17 閉迴路控制系統之功能圖塊 
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2.5.3 實驗結果 

液壓膨脹實驗之結果如圖 2.18 所示，為從五次實驗數據取出三次差異最小者，圖中

包含差異最小之三次實驗數據，而數據曲線震盪係因油壓馬達出力不穩所致。從圖中很

明顯可以看出，列出之三次實驗數據雖然數據曲線震盪，但都有相同之趨勢，在應變值

超過約 0.3 後，應力應變曲線出現下降的趨勢，此種應力應變曲線趨勢與正常之趨勢並

不吻合，針對此種情況本研究於下列二個小節討論實驗數據之合理性及數據上之修正方

式。 

 

圖 2.18 液壓膨脹實驗結果 

2.5.3.1 液壓膨脹之實驗數據合理性 

圖 2.19 中三條材料曲線分別為簡易拉力、平面剪力與液壓膨脹三種實驗所量得數據

之平均值，液壓膨脹之材料曲線在應變值到達約 0.3 後與簡易拉力之材料曲線交錯。以

一般的物理論點來看有違常理，因為超彈體所需之三種實驗數據其應力應變曲線強度順

序應當為雙軸拉力＞平面剪力＞簡易拉力[11]，如圖 2.20(a)所示。 
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圖 2.20(a)為 MSC.Marc 在大部分模擬分析範例中，超彈體材料模型所採用之三種實

驗數據。根據其技術文件與圖形曲線趨勢來看，MSC.Marc 所使用實驗之材質為橡膠，

機械性質近似本研究使用之聚醚型 TPU，而其進行實驗之方式為採用一般雙軸拉力實驗

如圖 2.20(b)所示。相較於 MSC.Marc 所附之實驗數據範本，本研究液壓膨脹實驗所取得

之等效雙軸應力應變，在應變值超過 0.1 之趨勢來看已違背一般物理觀點，發生材料曲

線交錯之情況則更不合理。 

 

圖 2.19 本研究各項實驗數據之平均曲線 

 

   

   

 

圖 2.20 (a)MSC.Marc 所附之實驗數據(b)一般雙軸拉力實驗[13] 

(a) (b) 

(mm/mm) 

(MPa) 



35 
 

2.5.3.2 不合理因素與推測之材料曲線 

本研究液壓膨脹實驗所量得之等效雙軸應力應變數據，會違背一般物理的觀點係推

論為兩大因素：第一個因素為所推定之球體假設膨脹無法適用大變形之情況，本研究推

導之液壓膨應力應變式推導，係在整體試片變形接近似於球體之條件下才成立，而從實

驗量得之數據可以推斷，等效應變超過 0.1 後液壓膨脹實驗之變形就已經不能適用近似

於球體之條件；第二個因素則即為材料鬆弛特性（Relaxation）影響[14]，因為液壓膨脹

實驗在等效應變超過 0.1 後不適用所推導之應變換算式，每單位時間所產生的應變無法

滿足原本設定之應變率條件，材料鬆弛特性便使液壓膨脹實驗之應力應變曲線提早趨緩，

甚至出現反折。 

考量到修整實驗成本問題與研究之目的，原本液壓膨脹實驗數據將取膨脹高度與壓

力數據，用在實驗之有限元素模擬中作為邊界條件以驗證材料模型正確性；而因為

MSC.Marc 所附橡膠材料之機械性質近似於本研究使用之聚醚型 TPU，所以參考其材料

範例如圖 2.20(a)，以該範例簡易拉力實驗數據與雙軸拉力實驗數據之比例值為根據，再

用數值計算軟體 MATLAB 對本研究之簡易拉力實驗之應力數據做換算，建立雙軸拉力

實驗推測之材料曲線，其建立流程如圖 2.21 所示，詳細推導請見附錄 E。 

取本研究液壓膨脹實驗數據應變值小於 0.1 為初始趨勢，以 MSC.Marc 所附材料範

利算出之數據比例值將本研究簡易拉力實驗數據做計算，可得到如圖 2.22 所示雙軸拉力

實驗推測之曲線（虛線者），其初始趨勢與本研究液壓膨脹實驗數據吻合。而使用此材

料應力應變曲線之超彈體模型，將透過液壓膨脹實驗之有限元素模擬來驗證其準確性與

合理性。 
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圖 2.21 推測之材料曲線建立流程 

 

圖 2.22 本研究原實驗數據與推測之材料曲線 
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第三章 材料模型驗證 

3.1 Mooney-Rivlin 材料模型建立 

本章將對五參數項之三階 Mooney-Rivlin 超彈體方程式進行計算並討論，以建立有

限元素分析之超彈體材料模型。將各項實驗數據輸入 MSC.Marc 後利用資料擬合（Data 

Fit）功能，計算出三階 Mooney-Rivlin 超彈體方程式之五參數項數值；以自行編寫之

MATLAB 程式對各參數項做不同調整後，列出其對超彈體模型之簡易拉力、平面剪力

與雙軸拉力應力應變曲線所產生之影響趨勢進行討論；最後分別以調整前與調整後的參

數項為材料模型參數，進行液壓膨脹實驗之有限元素模擬，根據模擬結果決定合適之參

數項數值。Mooney-Rivlin 材料模型建立流程如圖 3.1 所示： 

 

圖 3.1 Mooney-Rivlin 材料模型建立流程 
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參照附錄B之算式推導，三階Mooney-Rivlin超彈體方程式經過不同之等效拉伸λT、

λP與 λB偏微分後，分別得到等效應力 σT、σP與 σB，可寫為下列式： 

T 2 3
T T

2
T T T2 2 3

T T T T

2
2 2

T T T T2 2
T T T T

T
T

2 2C10 2 C01 2

2 1 2 2C11 2 2 3 3 2

4 2 2 2C20 2 6 2 C30 3 3 2

λ
λ λ

λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

Uσ
λ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

+ − + − + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − − + + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂=
∂

=

    (3.1)  

2
P P P P3 3 2 3

P P P P

2
2 2

P P P P2 3 3
P P P P

P
P

2 2 2 2C10 2 C01 2 C11 2 4 2

2 2 1 2C20 2 4 2 C30 3 2 2

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

Uσ
λ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞
− + − + + − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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3
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2
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B
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⎤
⎥
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上述式(3.1)到式(3.3)中之 C10、C01、C11、C20 與 C30 即為三階 Mooney-Rivlin 超

彈體方程之五參數項，可由這些參數項決定 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型承受簡易拉

力、平面剪力與雙軸拉力時之應力應變曲線。 
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3.1.1 絕對誤差與相對誤差計算 

在 MSC.Marc 中，用來處理實驗數據之資料擬合功能係以最小平方誤差來計算，其

計算方式分為兩種：根據絕對誤差 ηabs（Absolute Error）作為判斷來進行計算，絕對誤

差之算法如式(3.4)所示；根據相對誤差 ηrel（Relative Error）作為判斷來進行計算，絕對

誤差之算法如式(3.5)所示。 

2n
i

abs
i i

1η ξ
ζ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −∑   (3.4)  

( )
2n

abs i i
i

η ζ ξ= −∑   (3.5)  

n 為數據之資料數，ζi為計算出之等效應力，ξi為實驗之等效應力，兩者具有對應

且相等之等效應變值。本研究之實驗數據輸入 MSC.Marc，經由資料擬合功能計算出兩

種參數值組合，參數組合數值如表 3.1 所示，其所對應之超彈體材料模型承受簡易拉力、

平面剪力與雙軸拉力之應力應變曲線如圖 3.2 所示。 

表 3.1 MSC.Marc 所計算之三階 Mooney-Rivlin 參數項 

 根據絕對誤差判斷 根據相對誤差判斷 

C10 2.26309 2.38845 

C01 0.937832 0.723934 

C11 -0.113397 -0.082037 

C20 -0.308564 -0.318723 

C30 0.0396949 0.0379148 
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圖 3.2 (a)根據絕對誤差計算之三階 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型 
       (b)根據相對誤差計算之三階 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型 

當超彈體材料模型之三種應力應變曲線中任一條發生切線斜率小於零之情況，即應

力應變曲線有反折，則此超彈體材料模型在進行有限元素模擬時，易有過度變形之情況

而導致模擬不穩定。比對圖 3.2 中兩組超彈體材料模型之應力應變曲線，本研究決定選

擇根據絕對誤差所計算出之參數值為調整對象。 

(a) 

(b) 
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3.1.2 參數之調整與討論 

從圖 3.2(a)之曲線可看出，MSC.Marc 以絕對誤差計算之三階 Mooney-Rivlin 超彈體

材料模型，其應力應變曲線與實際實驗數據之應力應變曲線還是有一段落差。然而，本

研究希望提高此超彈體模型其應力應變曲線初始強度，使應力應變曲線段初始之切線曲

率可與實際實驗數據更接近，因此本小節將針對參數調整進行討論。 

因為三階 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型係決定於五個參數項之數值，即為式(3.1)

到式(3.3)之中各項等效拉伸多次式（被中括號所標記者）之線性組合，所以這邊將 C10、

C01、C11、C20 與 C30 此五個參數項數值變動對應力應變曲線的趨勢影響提出討論。 

C10、C01、C11、C20 與 C30 對本研究各實驗數據以絕對誤差判斷換算出之超彈體

材料模型之各應力應變曲線產生之影響分別如圖 3.3(a)、圖 3.4(a)、圖 3.5(a)、圖 3.6(a)

與圖 3.7(a)所示，在數值上的變動對原本絕對誤差算出之應力應變曲線產生之趨勢影響

分別如圖 3.3(b)、圖 3.4(b)、圖 3.5(b)、圖 3.6(b)與圖 3.7(b)所示。 
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圖 3.3 (a)本研究已計算之超彈體模型 C10 項對應力應變曲線產生之影響 
      (b)調整 C10 項對各應力應變曲線產生之趨勢影響 

(a) 

(b) 
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圖 3.4 (a)本研究已計算之超彈體模型 C01 項對應力應變曲線產生之影響 
      (b)調整 C01 項對各應力應變曲線產生之趨勢影響 

(a) 

(b) 
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圖 3.5 (a)本研究已計算之超彈體模型 C11 項對應力應變曲線產生之影響 
      (b)調整 C11 項對各應力應變曲線產生之趨勢影響 

(a) 

(b) 
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圖 3.6 (a)本研究已計算之超彈體模型 C20 項對應力應變曲線產生之影響 
      (b)調整 C20 項對各應力應變曲線產生之趨勢影響 

(a) 

(b) 
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圖 3.7 (a)本研究已計算之超彈體模型 C30 項對應力應變曲線產生之影響 
      (b)調整 C30 項對各應力應變曲線產生之趨勢影響 

(a) 

(b) 
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從上列圖可做出以下歸納：有較高等效拉伸冪次項之雙軸應力對於應變值改變有較

敏感之變動，而五個參數項中與較高等效拉伸冪次項相乘之 C30，同樣也對應力應變曲

線產生比較大的影響。因此，調整參數項數值將造成各應力式之變動趨勢互相牽制，舉

例像是單獨以簡易拉力之應力應變曲線為目標做趨近調整，雖可使其誤差值降到極低，

但會導致其他應力應變曲線趨勢發散或甚至出現反折，如圖 3.8 所示。 

 

圖 3.8 單獨以簡易拉力之應力應變曲線為目標做趨近調整 

根據圖 3.3(b)到圖 3.7(b)各個參數項對應力應變之影響，以提升初始應力應變曲線

強度為目標且不使曲線趨勢出現反折之前提下，對五個參數項各別做調整，數值如表 3.2

所示。調整後參數項與調整前參數項所決定之簡易拉力、平面剪力與雙軸拉力之應力應

變曲線，同對應之三項實驗數據曲線繪於圖 3.9。本研究將把調整後參數項與調整前參

數項輸入有限元素模擬中，建立兩組不同之三階 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型，透過

液壓膨脹實驗之靜態模擬，把兩組超彈體材料模型之分析結果與實驗做比較，最後決定

合適之參數項數值。 
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 調整前參數項 調整後參數項 

C10 2.26309 2.96309 

C01 0.937832 0.937832 

C11 -0.113397 -0.112397 

C20 -0.308564 -0.316564 

C30 0.0396949 0.0396949 

表 3.2 調整前參數項與調整後參數項數值表 

   

圖 3.9 調整前／後參數項應力應變曲線與實際實驗數據 



49 
 

3.2 液壓膨脹實驗模型建立 

液壓膨脹實驗以 2D 軸對稱之方式進行有限元素模擬分析，模擬實驗試片之網格模

型及模擬實驗夾具之剛體線段如圖 3.10，圖中為厚度方向分為四層之試片網格模型，而

MSC.Marc 之軸對稱分析限制需以 x軸為對稱軸。考慮到模擬進行時與夾具接觸之轉折

處會使網格產生極大之變形，實驗試片之網格模型在該處加密規劃，並且將夾具與試片

接觸之轉折角做圓角化，以避免有不正常之接觸分析狀況發生。 

   

   

 

圖 3.10 液壓膨脹實驗之有限元素模擬 

本研究之液壓膨脹實驗在MSC.Marc中進行有限元素模擬依序可分為前處理器階段

之網格規劃（Mesh Generation），幾何性質設定（Geometric Properties），材料性質設定

（Material Properties），接觸條件設定（Contact），邊界條件設定（Boundary Conditions）；

求解器階段之負載條件設定（Loadcases），工作設定（Jobs）；後處理階段之模擬結果提

取（Results）之步驟進行，分別在下列部份介紹： 

（1） 網格規劃：此步驟主要用來建立有限元素模擬所需之幾何規劃，包括網格規

劃以及元素類型設定等。本研究液壓膨脹實驗模擬之試片網格所採用的元素

類型為具有 Herrmann（請見附錄 F）特性之軸對稱四邊形減積分元素，元素
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編號為 119。 

（2） 幾何性質設定：主要用來設定元素之幾何狀態，在此設定實驗試片之網格為

機械力學元素之軸對稱固體（Axisymmetric, Solid）。 

（3） 材料性質設定：依模擬對象選擇合適之材料，本研究選擇五參數項之三階

Mooney-Rivlin，把調整前參數項與調整後參數項輸入，建立兩組超彈體材料

模型，分兩次模擬各別套用到實驗試片之網格元素上。 

（4） 接觸條件設定：分成接觸體設定（Contact Bodies）與接觸關係（Contact Table），

接觸體設定包含剛體設定變形體設定。液壓膨脹實驗模擬之試片網格設為變

形體，夾具之下模線段設為靜止不動之剛體，夾具上模線段為施力控制之剛

體。在接觸關係設定中，試片網格與夾具剛體線段間設為觸碰（Touching），

摩擦係數設為 0.3。  

（5） 邊界條件設定：此部分用來模擬實際情況之受力或拘束等。將實際液壓膨脹

實驗量得之壓力數據輸入邊緣施力中（Edge Load），因為為軸對稱分析所以

設為 Force/Unit Area 形式；在軸對稱上之試片網格節點設拘束，限制對稱軸

上之節點在 y方向的移動；另外設一集中力，施於該剛體線段之力控制節點，

用以模擬夾具剛體線段之向下施力。 

（6） 負載條件設定：根據各種不同類型之模擬決定不同之負載參數設定，一個模

擬分析案件可以包含數個負載條件依次進行分析。不同的負載條件除了可個

別選取作用之邊界條件與接觸條件，亦可個別設定收斂控制、模擬之時間長

短與時間步增量之計算方式。液壓膨脹實驗模擬之負載設定為靜態分析型

（Static），為了與實際實驗之模擬結果方便比對，此處採用固定時間步增量

之計算方式，總時間單位 35，分為 70 步，每步 0.5 時間單位。 

（7） 工作設定：包含了指定初始作用力（Intial Loads）、接觸控制設定（Contact 
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Control）、輸出結果項目、分析選項設定（Analysis Options）、工作參數與分

析維度設定（Analysis Dimension）。液壓膨脹實驗模擬之初始作用力有對稱

軸拘束，以確保模擬初始階段的穩定性；在接觸控制設定中，將摩擦模式設

為庫倫摩擦，並啟動初始接觸之設定；在分析選項中分析類型設定為大應變

（Large Strain）模擬，並啟動隨從力（Follower Force）設定；工作參數中求

解器之類形使用預設之 Multifrontal Sparse 為求解法；分析維度則設定為軸

對稱。 

（8） 模擬結果提取：為後處理階段，本研究主要透過歷史繪製（History）功能，

將試片網格元素在對稱軸上之指定節點其 x軸之位移量畫為曲線圖，並轉成

列資料輸出與實際實驗數據做比對。 

然而，因實際實驗進行時有材料鬆弛特性影響，膨脹液壓由升轉降時其膨脹高度仍

持續增加；但在靜態分析之模擬中，膨脹液壓一旦下降膨脹高度也會下降。所以取實際

實驗膨脹液壓由升轉降前之數據作為壓力之邊界條件，如圖 3.11 紅框者所示。在對超彈

體材料模型調整前／調整後之參數項做比較前，給予厚度方向上不同分層數之試片網格

模型進行模擬做比對，發現在試片網格元素分層數達到四層後，分層數目對膨脹高度的

影響便越來越小。因此本研究決定以四層之試片網格模型為主，進行後續之液壓膨脹實

驗有限元素模擬。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 3.11 液壓膨脹實驗之液壓邊界條件 
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3.3 模擬分析結果與實際實驗比較 

液壓膨脹實驗模擬分析之壓力／膨脹高度圖如圖 3.13 所示。從圖中可以看出採用調

整前／後之參數項所建立起之兩組超彈體材料模型，與實際實驗比對都有一定之誤差，

但採用調整前參數項之超彈體材料模型之液壓膨脹實驗有限元素模擬在壓力／膨脹高

度曲線趨勢轉折後，其膨脹高度增加之切線斜率與實際實驗極為相似。 

 

圖 3.12 將實驗之膨脹液壓作為邊界條件之模擬分析結果 

由上述情況可以推論，採用調整前參數項之超彈體材料模型，其應力應變曲線經過

第一次轉折後之趨勢與實際實驗相似。因此針對模擬前半段膨脹高度過大之情況改善，

可透過改變參數項使超彈體材料模型之應力應變曲線在第一次轉折前之強度提高，即應

力應變曲線有較高之初始切線斜率。 

但根據 3.1.2 節中 C10、C01、C11、C20 與 C30 此五個參數項對應力應變曲線的趨

勢影響，在調整參數項的情況下要維持第一次轉折後的應力應變曲線趨勢且提高初始切

線斜率，是一件難以達成的工作，因為高冪次項與低冪次項對於參數項變動的反應落差

大，使得調整之應力應變曲線趨勢容易在雙軸拉力上出現向上發散或向下反折之情況，

如圖 3.8 即為向下反折之情況。 
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而因為考慮到實際實驗有材料鬆弛特性影響，使用無材料鬆弛特性影響之超彈體材

料模型的模擬分析結果在膨脹高度上應要較實際實驗來得略低，調整後參數項之超彈體

材料模型之表現較為合理，同時也有較高之應力應變曲線初始切線斜率。在考量到實驗

數據擬合上誤差值之判斷與分析結果的合理性，本研究決定將調整前之參數項與調整後

之參數項作平均，最後產生之 C10、C01、C11、C20 與 C30 如表 3.3 所示，其建立之超

彈體材料模型應力應變曲線如圖 3.14 所示。 

 決定使用之參數項 

C10 2.61309 

C01 0.937832 

C11 -0.112897 

C20 -0.312564 

C30 0.0396949 

表 3.3 決定之參數項數值表 

  

圖 3.13 調整前／決定之參數項應力應變曲線與實際實驗數據 
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第四章 鞋氣墊吸震試驗之模擬分析 

4.1 鞋氣墊吸震試驗 

鞋氣墊吸震試驗為根據鞋中底吸震試驗之試驗規範所進行，此鞋中底吸震試驗係由

英國 SATRA 技術研究中心制定標準，其試驗設備示意簡圖如圖 4.1 所示，可用鞋中底

試片測試或以鞋樣本體進行測試，試驗規範編號 PM142。 

 

圖 4.1 鞋中底吸震試驗示意簡圖 

鞋中底吸震試驗之試驗步驟分為以下部份簡述： 

（1）衝槌質量 8.5 kg，校準受測試片或鞋樣角度，使其與受衝擊平面呈水平狀態。 

（2）將衝槌輕緩降至受測物品表面，對位移感測裝置進行歸零工作，若受測物品為鞋 
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     樣時則另外確定鞋身是否會阻礙試驗進行，撞擊點為後踵往前 1/4 全腳長之處。 

（3）重新將衝槌拉升至距受測物品表面 50േ0.5 mm 之高度，以衝槌栓固定之。 

（4）確認加速規狀態，開啟記錄系統後釋放衝槌。 

（5）當衝槌撞擊到受測物表面彈起後，在再次回升的最高點以衝槌栓將衝槌固定。 

（6）待二到三秒後再次釋放衝槌，後續重複（5）之步驟四次。 

（7）暫停記錄系統檢查試驗數據，若暫停前最後三次衝擊之各項數據誤差小於 5 m/s2 

     或是小於 0.5 mm 則終止試驗，反之繼續進行試驗直到暫停前最後三次衝擊各項數 

     據誤差符合標準。 

（8）將衝槌拉升並移除受測物品，最後將衝槌緩降至機台平面，試驗結束。 

鞋中底吸震試驗主要量測的試驗數據有三項：衝槌穿透距離（Penetration）、衝槌減

加速度（Deceleration）與能量回饋率（Energy Return）。本研究針對上述三項之數據，

將鞋氣墊吸震試驗模擬結果與實際試驗第一輪衝擊之試驗結果做比較並進行討論。 

4.2 類似研究之文獻回顧 

目前鞋氣墊使用有限元素分析主要係用於預測其膨脹情況，如美國 NIKE 建立 Air 

Technology Lab 對鞋氣墊膨脹後之幾何分析，以利後續鞋上部設計與量產製造順利。目

前文獻裡很少與鞋氣墊有限元素分析相關，但同樣是採用氣體避震系統之空氣彈簧在某

些特性與鞋氣墊相似，本節將對這些空氣彈簧作簡略之文獻回顧。 

空氣彈簧與鞋氣墊相同，採用可壓縮的空氣為內填充物，而包覆材質通常選用聚氨

酯或是硫化橡膠；但是在幾何上因為做動方式簡單與考量降低生產成本，所以幾何形狀

通常為對稱形式，同時為因應其大荷載量之需求，包覆材質會加入鋼絲圍繞組成簾線層

以提高強度。H. W. Lee 等人[15]、莊德軍[16]與馬永明等人[17]分別對不同形狀之膜式

空氣彈簧以靜態有限元素模擬，分析不同簾角之簾線層對空氣彈簧的影響。H. W. Lee

等人單純針對彈簧內部為固定均壓之狀態進行靜態分析。莊德軍以 ABAQUS 為有限元
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素模擬之求解軟體，將彈簧內部填充可計算容積之氣體單元，對彈簧充氣後給予上下夾

板固定位移產生拉伸與壓縮以分析其變形狀況。馬永明等人則以 MSC.Marc 為有限元素

模擬之求解軟體，以 Cavity 之功能計算彈簧內部體積變化改變壓力，對充氣後之彈簧進

行垂直向之拉伸與壓縮以分析其變形狀況。 

雖然空氣彈簧的文獻中已經有針對氣體內部容積改變造成的壓力變化進行有限元

素分析，但是卻沒有文獻針對動態衝擊之問題做討論。主要原因歸論為空氣彈簧主要用

於機具之緩衝作用，因此討論目標主要放在因氣體壓力改變後彈簧本體產生之應力應變

狀態，而並沒有對於衝擊後反彈特性進行分析。鞋中底所扮演之角色與一般機具所使用

之避震系統不同，除了緩衝功能外亦需考量衝擊後之反彈特性，即能量回饋的特性。考

量到鞋氣墊用於鞋中底作為避震系統，若只進行靜態分析對設計工作所帶來的效益有限，

所以本研究即以英國 SATRA 技術研究中心制定之試驗標準 PM142 為範本，建立鞋氣墊

吸震試驗之有限元素模型進行動態模擬分析，再將模擬結果與財團法人鞋技中心所進行

之實際試驗做比較與討論。 

4.3 Single-Step Houbolt 動態響應理論 

吸震試驗在 MSC.Marc 之負載類型為動態響應（Dynamic Transient），因為牽涉到計

算氣墊內氣體體積變化量，因此本研究選定隱式（Implicit）動態分析的 Single-Step 

Houbolt 為動態響應控制器（Dynamic Transient Operator），本節主要對其原理及特性簡

介，詳細之動態響應方程式推導請見附錄 G。 

原始之Houbolt模型為三步之線性多重步型式（3-Step of Linear Multistep Form）[18]，

具有無條件穩定性與數值減幅性（Numerical Damping），與同為隱式動態響應控制器之

Newmark-beta 比較起來，其對於非線性問題之分析更為穩定（註：本研究以 Newmark-beta

進行模擬會有不正常之發散結果，請見附錄 H）且穩定性隨著時間步之增加而提高，然

而其數值減幅性對高頻率之分析卻有特別明顯的影響，對大量之時間步有可能造成數值
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上的不正確性。因為上述的特性，使用 Houbolt 模型所得到的動態響應模擬分析會有平

順的數值結果，但通常並不具有高精確性，所以 Houbol 模型多被應用在解得動態分析

問題約略範圍之解。 

在應用於有限元素分析時，因為其數學模型的影響，原始之 Houbolt 模型有兩個缺

陷[19]：第一，Houbolt 模型在計算時除了正在計算之該時間步位移項外，需再向前推二

時間步之位移項來進行計算，與該時間步之位移項組成三步之線性多重步式，因此其在

分析初始階段必須做特殊之處理；第二，使用原始之 Houlbot 模型進行有限元素模擬時，

限制必須使用固定之時間步，無法使用自動調整之時間步增加模擬效率。 

為了改善上述問題，Jintai Chung與G. M. Hulbert提出了Single-Step Houbolt模型[20]，

將原本需要額外三個時間步之線性多重步式，改為只需該時間步之位移項，做不同階時

間偏微以線性方式組成即可進行計算下一時間步之位移項。Single-Step Houbolt 有效地

改善了原始 Houbolt 模型的缺點，亦為 MSC.Marc 中進行動態接觸分析時預設之隱式動

態響應控制器建議選項，然而其與原始 Houbolt 模型一樣具有數值減幅性，在選擇時間

步數量時必須特別注意。 

4.4 鞋氣墊吸震試驗之分析模型 

本研究分析之第三代立體支撐鞋氣墊如圖 4.2 所示，為一全腳掌系統氣墊。因為人

體實際在進行運動時腳底接受衝擊部位以後跟部為主，同時考量到前腳掌容積小，與後

腳部掌之容積相比之下在壓力上產生的影響可以忽略，所以本研究將鞋氣墊後跟部獨立

出來；而鞋氣墊後跟部在左右形狀上近乎對稱，在考量到降低電腦計算負擔的前提下，

本研究根據左右對稱線將鞋氣墊分為一半，在截面上設置對稱面之拘束條件進行後續之

有限元素模擬，所選取獨立出之部位如圖 4.3 黃框者所示。 
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圖 4.2 第三代立體支撐鞋氣墊 

  

  

 

圖 4.3 鞋氣墊所獨立出之部位 

本研究對鞋氣墊之建模軟體使用 CATIA，以游標卡尺與剖開之氣墊截面進行逆向建

模。因為第三代立體支撐鞋氣墊為薄膜與柱之綜合立體架構，幾何上比起一般問題相對

複雜，除了網格規劃工作不易進行外，如氣墊內部壓力之邊界條件選取困難度也提高，

針對上述問題，另外選用 Hypermesh 做為網格規劃與邊界條件設置軟體。 
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4.4.1 CATIA 建立分析模型 

CATIA 為法國 Dassault System 公司所開發之 CAD/CAE/CAM 一體化軟體，被廣泛

地應用在航空產業、汽車業、製造業、電子產業等，除了整合功能強大外，其 CAD 介

面直覺而功能完備，可進行曲率連續（G2）之高品質曲面設計工作。本研究使用的版本

為 V5R10，利用其零件設計模組功能（Part Design）將鞋氣墊模擬用之幾何模型建出。

以游標卡尺測量鞋氣墊獨立出之部位，根據其所記錄之尺寸數據，再以軟體中之擠伸成

型（Extrude）、擠伸切割（Pocket）、圓角特徵（Fillet）、旋轉成型（Shaft）、疊層拉伸

（Multi-Section Solid）、薄殼特徵（Shell）建立鞋氣墊之幾何模型，完成之模型如圖 4.4

所示。 

   

   

 

圖 4.4 完成之立體氣墊圖 

4.4.2 Hypermesh 網格規劃 

本研究以 Hypermesh 對幾何構造複雜之分析對向進行網格規劃與邊界條件設定，

Hypermesh 具有優秀之網格自動規劃能力（Automesh），能極有效率地完成網格模型規

畫工作。然而，因本研究在進行模擬時網格元素將會經歷大變形，若網格元素幾何狀況
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不佳，則容易因過度變形或扭曲使模擬中斷。因此，本研究亦將利用 Hypermesh 之網格

編輯工具與網格元素品質評斷功能，對已自動生成之模型再進行調整，以使建立之網格

元素有更良好之幾何表現，在進行大變形之模擬分析時不易產生幾何問題。 

首先使用 Hypermesh 平面工具中之網格自動規劃，以幾何模型曲面為基礎自動生成

平面網格，再根據已生成之平面網格以立體工具進行四面體網格規劃（Tetramesh）。本

研究網格使用自動規劃中 QI Optimize 之方式，主要之調整參數分別為平均目標尺寸

（Mesh Size）、指定元素幾何（Mesh Type）與規劃準則（Criteria）。經過參數調整以網

格自動規劃生成之平面元素組成之鞋氣墊模型，厚度上網格密度為單層，其外觀如圖

4.5(a)所示。 

  

  

 

圖 4.5 (a)網格自動規劃生成之模型(b)以整理功能進行調整 

但為了使後續建立之四面體網格能有更好之品質，利用 Hypermesh 的網格編輯功能

以及邊緣等效功能（Equivalent），對部分網格區域進行調整。Hypermesh 網格編輯功能

包含了製作（Create）、合併（Combine）、劈開（Split）與整理（Clean Up）。其中整理

係作為網格之即時編輯與綜合判斷，可以拖曳節點方式改善元素品質，依設定之判斷範

圍將網格分成良好、警告與失敗三種等級，如圖 4.5(b)之黃色塊為根據預設之判斷範圍

顯示網格缺陷超過警告標準者。 

(a) (b) 



61 
 

單純以整理之拖曳節點方式調整元素品質，所能達到之改善效果有限，因此需另外

配合製作、合併、劈開以及邊緣等效功能使元素品質得到相當程度之改善，如圖 4.6(a)

與圖 4.6(b)所示，圖中可以看出元素在幾何品質上有明顯。以同樣的手法將模型整體的

網格元素進行調整後，以立體工具進行四面體網格規劃，可得網格幾何品質良好之鞋氣

墊立體網格模型，厚度方向為單層之網格密度，如圖 4.7 所示。 

以 Hypermesh 中之網格元素品質評斷工具對元素幾何缺陷進行分析，主要判斷準則

有翹曲（Warpage）、長寬比（Aspect Ratio）與歪曲（Skew）。Hypermesh 中翹曲係定義

為元素面偏離平坦形狀之情況，以幾何構成而言三角形或四面體並不會有此缺陷，翹曲

缺陷預設在五級以下可以接受；長寬比係定義為元素之最長邊緣與最短邊緣之比例，長

寬比缺陷預設在 5:1 以下可以接受；歪曲係定義為各角與其對邊中點之連線群彼此間之

交角，歪曲缺陷預設在小於 60°以下可以接受。以 Hypermesh 之網格元素品質工具，對

已建立之鞋氣墊立體網格模型共 109,083 個元素進行分析，確認該模型元素全部符合預

設長寬比之要求，元素中最大之比例為 3.08；亦確認該模型元素全部低於預設歪曲缺陷

之警戒標準，元素中最大之角度為 56.86°。 

  

  

 

圖 4.6 (a)調整前之網格(b)調整後之網格 

(a) (b) 
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圖 4.7 網格幾何品質良好之鞋氣墊模型 

 

4.4. 3 邊界條件與模擬參數 

鞋氣墊吸震試驗有限元素模擬之邊界條件主要有四項，分別為鞋氣墊定位拘束、對

稱面拘束、內部膨脹壓力與衝槌之衝擊邊界條件。前面三項拘束與壓力之邊界條件因選

取之複雜操作需求，皆在 Hypermesh 中完成設定；第四項衝槌之衝擊邊界條件因與接觸

條件設定相關，故在 MSC.Marc 中完成設定。 

鞋氣墊的定位拘束與對稱面拘束分別如圖 4.8(a)與圖 4.8(b)所示，其中定位拘束因牽

涉到鞋氣墊模型底部為不規則曲面，需以 Hypermesh 依幾何定義選擇的功能完成。鞋氣

墊內部膨脹壓力如圖4.8所示，主要透過Hypermesh設定壓力邊界條件時之中止角（Break 

Angle）限定選取在鞋氣墊體內部氣室之元素群表面。 
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圖 4.8 (a)鞋氣墊模型定位拘束(b)鞋氣墊模型對稱面拘束 

  

  

 

圖 4.9 鞋氣墊內部膨脹壓力邊界條件 

將 HyperMesh 有限元素模型匯入 MSC.Marc，同時將衝槌併入，建立鞋氣墊吸震試

驗模擬之完整模型如圖 4.10 所示，衝槌的尺寸及外型皆以 SATRA 規範 PM142 為基準。

為了節省運算資源，衝槌係建立為剛體曲面，但因在 MSC.Marc 中剛體不能設置質量與

重力加速度之邊條件，所以在衝槌頂另外貼合一單位體積元素，將其與衝槌之接觸關係

設為黏合（Glued）。在衝槌之衝擊邊界條件方面，為使運算效率提升，衝槌位置一開始

即預設與鞋氣墊接觸，其經重力加速度作用產生之接觸前掉落速度另行計算，設為速度

邊界條件施於衝槌頂黏合之單位體積元素。 

 

(a) (b) 

對稱面拘束

底部表面全拘束 

內部壓力 
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圖 4.10 鞋氣墊吸震試驗模擬之完整模型 

鞋氣墊吸震試驗模擬在 MSC.Marc 中大致設定的順序與液壓膨脹實驗模擬相同，對

網格規劃、幾何性質設定、材料性質設定、接觸條件設定、邊界條件設定、負載條件設

定、工作設定與啟動模擬依次進行設置。 

但與液壓膨脹實驗模擬不同，除了因應衝槌動作需設速度之初始條件外（Initial 

Conditions），鞋氣墊吸震試驗模擬也因為牽涉到計算氣體內部體積計算使用 Cavity 功能，

所以必須另外設置建模工具項（Modeling Tools），而其負載條件也因 Cavity 之運算特性

需分立為靜態負載與動態負載。本研究在以下分為前處理階段與求解器階段兩個部份，

對鞋氣墊吸震試驗模擬之設定做講解。 

4.4.3.1 前處理階段 

鞋氣墊吸震試驗模擬之前處理器階段設定步驟包含網格規劃、幾何性質設定、材料

性質設定、建模工具項、接觸條件設定、初始條件設定與邊界條件設定。 

（1） 網格規劃：除了元素類型定義，主要的網格規劃工作均已在 Hypermesh 中完

成。鞋氣墊吸震試驗模擬使用元素編號 157 具有 Hermann 特性之全積分四面

體，黏貼於衝槌上之單位體積網格使用元素類型編號 117 之減積分六面體。 
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（2） 幾何性質設定：鞋氣墊吸震試驗模擬之所有網格幾何性質皆設定為機械力學

元素之立體固體（3-D, Solid）。 

（3） 材料性質設定：將 3.3 節中決定之五參數值輸入鞋氣墊吸震試驗模擬之三階

Mooney-Rivlin 超彈體材料模型中，並套用到鞋氣墊之主體網格；建立一等

向性高強度之材料模型楊式係數為 108，蒲松比 0.3，套用於衝槌頂之單位體

積網格，並根據 SATRA規範 PM142的數據給予其一質量密度 0.00425。（註：

原本試驗使用之質量為 8.5 kg，因為模擬中所有長度單位都使用 mm，包括

重力加速度 g 值，加上為對稱模擬，故其質量密度為 38.5 10 2 0.00425−× = ） 

（4） 建模工具項：用於建立 Cavity 可作用之區域，Cavity 之計算原理如附錄 I 所

示。此處所建立之類型為立體的元素面（3-D, Face），建立方法為透過

MSC.Marc 之群組選擇（Select, Set）功能，選定由 Hypermesh 所建立鞋氣墊

內部膨脹壓力邊界條件作用之元素群表面。建立後將其參照壓力（Reference 

Pressure）設為一大氣壓，約 0.101 MPa。 

（5） 接觸條件設定：在接觸體設定中，鞋氣墊之主體網格與衝槌頂之單位體積網

格設為變形體，衝槌之構成曲面設為力控制之剛體。在接觸關係的設定中，

鞋氣墊本體因為膨脹與受衝擊後之大變形，位於支撐肋區域之元素會發生互

相接觸的情形，因此需設自體觸碰，摩擦係數為 0.3；鞋氣墊之主體網格與

衝槌之構成曲面設為觸碰，因實際試驗之衝槌表面光滑，故摩擦係數設為 0.2；

衝槌頂之單位體積網格與衝槌之構成曲面設為黏貼。 

（6） 初始條件設定：因為衝槌之預設位置即為與鞋氣墊本體網格接觸，所以必須

給予衝槌一初始速度值，以模擬實際試驗經重力加速度作用後與鞋氣墊網格

接觸前之速度。此處將初始速度值設為-990.253 mm/s，作用於衝槌頂單位體

積網格之各節點上，同時為配合 Cavity 功能將負載分兩部份之情況，需加上

一延遲作用時間以使模擬過程正確。 
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（7） 邊界條件設定：鞋氣墊網格之邊界條件除了有定位拘束與對稱面拘束，保留

Hypermesh 所匯入的設定，此外還包含 Cavity 之相關邊界條件。因 Cavity

計算方式為先膨脹完畢再計算壓縮後體積變化，邊界條件需另外設定 Cavity

壓力施力（Pressur Load，用於膨脹）與 Cavity 質量施力（Mass Load，用於

受壓縮）。Cavity 壓力施力之壓力值設為模擬實際充氣之 15psi，即

0.103421MPa；Cavity 質量施力設為常數質量且為封閉區域（Constant Mass, 

Closed Cavity）。衝槌之衝擊邊界條件皆施於衝槌頂單位體積網格，包含重力

加速度，設為-9806 mm/s2，設於網格元素上；模擬實際試驗衝槌只有垂直向

動作之拘束條件，只留 z方向可動，設於網格各節點上。 

4.4.3.2 求解器階段 

求解器階段中，包含負載條件設定與工作設定，其中負載條件設定因 Cavity 功能採

用先膨脹完畢再計算壓縮量之方式，負載條件必須分為靜態負載條件與動態負載條件。 

靜態負載條件與動態負載條件使用相同之接觸關係設定，而為了方便觀察模擬結果，

皆採用固定時間步增量之計算方式，其他設定如以下說明。 

（1） 靜態負載條件：靜態負載條件為靜態分析型（Static），總值進行時間單位為

1，分為 10 步，每步 0.1 時間單位。作用之邊界條件有鞋氣墊網格之 Cavity

壓力施力、定位拘束與對稱面拘束；以及衝槌頂單位體積網格之方向拘束，

以使衝槌在靜態階段與膨脹之鞋氣墊網格接觸仍保持垂直向位移。 

（2） 動態負載條件：靜態負載條件為動態響應分析型（Dynamic Transient），總值

進行時間單位為 0.2，分為 0.001 時間步增量，與 0.0005 時間步增量，以上

述兩組不同動態負載時間步設定對時間步之影響做討論。作用之邊界條件有

鞋氣墊網格之 Cavity 質量施力、定位拘束與對稱面拘束；以及衝槌頂單位體
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積網格之方向拘束與重力加速度。 

鞋氣墊吸震試驗模擬之工作設定分為以下部份說明： 

（1） 初始作用力除了作為初始條件之衝槌初速度外，亦包含鞋氣墊網格之定位

拘束、對稱面拘束與衝擊邊界條件之方向拘束，以確保模擬初始階段之穩

定性；鞋氣墊網格的 Cavity 質量施力亦必須在初始作用力中開啟，以確保

Cavity 質量施力可順接 Cavity 壓力施力膨脹完後之體積數據，使後續之動

態響應分析可正確進行。 

（2） 接觸控制設定中，將摩擦模式設為庫倫摩擦，並啟用初始接觸之設定；在

分析選項裡，分析類型設為大應變分析，選用 Single-Step Houbolt 做為隱式

動態響應控制器。 

（3） 工作參數除了選擇 Multifrontal Sparse 做為求解法，為避免運算超出記憶體

負荷，開啟外核元素儲存（Out-of-Core Element Storage）將進行模擬超過容

量之部分寫入硬碟內以取代快取記憶體之存讀運算。 

4.5 吸震試驗模擬結果 

在本研究之吸震試驗模擬中，0.001 時間步增量與 0.0005 時間步增量進行所需時間

分別為 238670 秒與 291571 秒，因此若將 0.001 時間步增量減半為 0.0005 時間步增量增

加約 22.16 %之運算時間。 

本研究進行模擬之鞋氣墊模型在厚度方向密度以單層為主，而整個吸震試驗模擬過

程中經歷極大之變形量，最大之等效總應變量達 0.723，變形狀況如圖 4.11 所示。模擬

主要分析之目標為衝槌穿透距離、衝槌減加速度與能量回饋率，同時也列出內部封閉空

間之壓力與體積數據以檢視 MSC.Marc 中 Cavity 之計算功能是否合理。 
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圖 4.11 鞋氣墊模型在吸震試驗模擬中最大變形狀況 

4.5.1 內部壓力變化 

鞋氣墊在靜態階段膨脹之壓力變化狀況如圖 4.12(a)所示，鞋氣墊在動態階段衝擊之

壓力變化狀況如圖 4.12(b)所示，圖中紅黃線為內部容積，藍綠線圍內部壓力。此壓力狀

況數據係用來檢測 Cavity 之計算功能是否合理，曲線圖之橫軸為時間，單位為 sec；左

縱軸為氣墊內部壓力狀況，單位為 MPa；右縱軸為鞋氣內部之容積，單位為 mm3。 

  

  

 

圖 4.12 (a)靜態階段膨脹之壓力變化(b)動態階段衝擊之壓力變化 

(a) (b) 

Pressure 

Pressure 

Volume 

Volume 
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4.5.2 衝槌穿透距離 

根據 SATRA 試驗規範 PM142，衝槌對鞋氣墊之穿透距離係定義為衝槌在接觸氣墊

後下沉之距離，達到開始反彈之最低點時有最大穿透距離。因為進行分析之模型中，衝

槌一開始就與氣墊接觸，因此在進入動態負載階段時，衝槌之下降距離即為其穿透距離。

鞋氣墊吸震試驗模擬中衝槌穿透距離之曲線圖如圖 4.12 所示，橫軸係單位之時間，單位

為 sec；縱軸為穿透之距離，單位為 mm；圖面中 0.001 時間步增量與 0.0005 時間步增

量之總穿透距離分別為 13.76mm 與 13.80mm。 

   

圖 4.13 衝槌穿透距離與時間之關係曲線圖 

4.5.3 衝槌減加速度 

鞋氣墊吸震試驗模擬中衝槌之減速度曲線圖如圖 4.13 所示，橫軸為時間，單位為秒

sec；縱軸為減加速度值（正值，重力加速度為負值），單位為 mm/s2，對於各類型的鞋

中底避震系統，在接受衝擊時產生越低之最大減加速度，代表有越好的吸震性。 

接觸點 2.50mm
最低點-11.26 mm 
   -11.30 mm 
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圖 4.14 衝槌減加速度與時間之關係曲線圖 

4.5.4 能量回饋率 

鞋中底避震系統之能量回饋率係以回彈後之高度計算，鞋中底避震系統能量回饋效

率越好，代表其能量耗損越少，運動產生之疲累越低。根據 SATRA 試驗規範 PM142，

鞋中底之能量回饋率 E可直接寫為下式： 

re

og

H
H

E =   (4.1)  

式中之 Hog 為衝槌掉落前之原始高度，即為 50 mm，Hre 則為衝槌最大回彈高度。 

在鞋氣墊吸震試驗模擬中，0.001 時間步增量的動態負載階段可算得能量回饋率 E

為 52.78 %；0.005 時間步增量的動態負載階段可算得能量回饋率 E為 53.25 %。 

4. 6 綜合討論 

從鞋氣墊吸震試驗模擬之結果可以看出，從圖 4.12 來看，鞋氣墊吸震試驗模擬內部

體積與壓力之關係呈現反比狀態，與實際之物理現象相同，所以 MSC.Marc 中 Cavity 計

最大減加速度 62174 .0mm/s2 
          63602.8 mm/s2 
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算功能之運算結果為合理。然而若單看鞋氣墊網格模型在靜態負載階段之膨脹情況，與

真實充滿 0.101 MPa 之鞋氣墊相較，變形情況較為明顯，即模擬所得到的分析結果呈現

材料模型過軟的現象，此部份將在後續綜合討論中將模擬與實際吸震試驗之差異提出作

比較，另外也將對鞋氣墊網格模型厚度方向密度影響、時間步增量之影響與模擬之變形

量進行討論。 

4.6.1 模擬與實際吸震試驗之差異 

實際之鞋氣墊吸震試驗由財團法人鞋技中心根據 SATRA 試驗標準 PM142 進行，期

與本研究之模擬分析結果之比較如表 4.1 所示。對最大衝槌穿透距離而言，模擬分析結

果比實際試驗多大約 2.3 mm，下陷深度多出約 20 個百分點；最大衝槌減加速度比實際

試驗少約 23000 mm/s2，減少幅度約 27 個百分點；能量回饋率比實際試驗少約 8.5 %，

減少幅度約 14 個百分點。從這些結果可以看出，本研究衝擊試驗使用之鞋氣墊模型呈

現較實際材質「軟」之狀態。 

表 4.1 實際吸震試驗與模擬分析結果比較 

 實際吸震試驗 0.001 時間步增量 0.0005 時間步增量

最大衝槌穿透距離 11.5 mm 13.76 mm 13.80 mm 

最大衝槌減加速度 85000 mm/s2 62174.0 mm/s2 63602.8 mm/s2 

能量回饋率 61% 52.78 % 53.25 % 

會造成上述情況推論主要由材料因素造成，從液壓膨脹試驗模擬之分析結果於實際

試驗比較可知，本研究使用之超彈體材料模型在相同應變下有較實際材料低之應力值，

使得後續鞋氣墊在進行吸震試驗模擬產生較實際鞋氣墊大之變形，而因此反應出較低之

衝槌減加速度與能量回饋率。 

除了在材料性質上所造成的影響，鞋氣墊之模型與邊界條件之設定此處也提出討論。
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本研究使用之鞋氣墊模型為簡化之立體幾何模型，以後腳跟部位簡化並採用對稱面拘束

簡化，使其內部空氣容積較實際全掌之鞋氣墊低；而鞋氣墊模型在厚度上採用粗估之平

均值，假設外圍壁為 2.0 mm，其餘各處為 1.2 mm，實際鞋氣墊各處厚度並非相同。 

雖然較少之內部空氣容積會使鞋氣墊模型在受到壓縮時，內部壓力改變較實際鞋氣

墊快，可是因鞋氣墊後腳跟部位容積較前掌高出許多，推論判斷對於模擬的影響並不大。

而厚度與實際鞋氣墊相異所造成的影響難以估計，但若要考慮厚度不一之逆向建模困難

度極高，以一般 CAD 繪圖並無法建立。 

鞋氣墊吸震試驗模擬之衝槌邊界條件與實際試驗相仿，衝擊位置亦同樣設在後踵往

前 1/4 全腳長之處，但鞋氣墊模型採用底部表面全拘束的邊界條件，與實際鞋氣墊在進

行試驗時在周遭佈置固定物避免產生滑移的情況並不相同，如圖 4.15 所示。實際鞋氣墊

因底部無固定，在試驗時會以衝擊處為中心些微向上翹曲，鞋氣墊模型因底部拘束固定

而無此現象，使其模擬分析結果與實際試驗產生些許差異。可是，若在鞋氣墊模型周圍

與底部設置剛體與接觸條件進行模擬，雖然可與實際試驗狀態較為接近，但以現行之電

腦運算設備而言將會增加相當可觀之計算時間。 

 

圖 4.15 鞋氣墊實際試驗示意 

在周遭以鉚釘固定 

鞋氣墊 

試驗衝槌 
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4.6.2 鞋氣墊網格模型厚度方向影響 

鞋氣墊吸震試驗模擬之主要分析模型，在厚度方向之網格密度以單層為主。然而，

以膜狀結構之有限元素分析而言，通常會要求厚度方向之網格密度在三層以上，以確保

模擬結果之正確性與可信度。但因為第三代立體支撐鞋氣墊係屬屬薄膜與柱之綜合立體

架構，以厚度方向之網格密度為單層之對稱簡化模型就有 109,083 個元素，而本研究另

外建立厚度方向之網格密度為雙層之對稱簡化模型之元素數目達 423,529 個元素。 

因為厚度方向網格密度為雙層之鞋氣墊對稱簡化模型，其元素數目過於龐大造成電

腦快取記憶體容量無法負荷，除了需開啟和外元素儲存之功能外，也必須將核外運算組

合功能（Out-of-Core Assembly）開啟，將分析檔案拆成多部份，以硬碟之儲存空間輔助

運算，如此情況使得模擬計算耗時大幅度提高。以動態負載條件中時間步增量為 0.001

之設定來看，厚度方向網格密度為單層之鞋氣墊模型動態負載階段共需64個小時完成，

但厚度方向網格密度為雙層者在動態負載階段中每一步就需 30 到 50 個小時。所以，根

據上述因素，本研究模擬結果取厚度方向之網格密度為單層者作主要討論對象。 

圖 4.13 為厚度方向網格密度雙層者與單層者在靜態負載階段之內部封閉空間膨脹

狀況比對，雖然單層之膨脹只比雙層少約 3 個百分點，但此其分析結果之收斂性還是有

討論空間，未來可用更多組在厚度方向上不同之網格密度的鞋氣墊模型來進行比對。 

 

 

 

 

圖 4.16 鞋氣墊模型在靜態階段之體積變化 
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4.6.3 時間步增量之影響與模擬之變形量 

從 0.001 時間步增量與 0.0005 時間步增量兩組不同設定的分析結果來看，可發現選

擇以 SSH 為動態響應控制器，雖然時間步增量的增加會對模擬產生影響，但在同樣一

段極短的時間內增加後對模擬影響並不大。 

在圖 4.12 中可看出除了衝擊後產生的震盪外，兩組時間步增量設定不同之模擬分析

結果其數值與趨勢幾乎相同，相同的情況也出現在圖 4.13 中。而圖 4.14 中雖然有些許

落差，但是兩者之最大值與數值改變趨勢仍然有很高之相似度。在表 4.1 中，將 0.001

時間步增量與 0.0005 時間步增量作比較，前者最大衝槌穿透距離較後者少 0.04 mm，約

低 0.3 個百分點；前者最大衝槌減加速度較後者少 1428.8 mm/s2，約低 2 個百分點；前

者能量回饋率較後者少 0.47 %，約低 0.8 個百分點，以上的數據結果都顯示兩者的差異

相當小。 

所以在考慮到極短時間之內時間步增量影響小與模擬之運算效率，若於動態響應分

析中使用 SSH 時，時間步增量之設定應選擇可完成模擬之最大步增量（若時間步增量

過大有可能使動態響應模擬之不穩定性提高，進而使分析結果發散無法收斂），以減少

總時間步之數量，如此使分析所需時間降到最低而提高模擬之運算效率。 

鞋氣墊吸震試驗模擬過程中變形量極大，最大之等效應變量會達到 0.723，最大變

形如圖 4.11 所示。本研究最早期建模時，並未考慮以 Hypermesh 做調整，而鞋氣墊之

網格元素在膨脹分析時就容易產生網格過度扭曲或者變形過大，進而導致模擬中斷。 

後來經過 Hypermesh 以調整後之平面三角元素生成立體四面體，在吸震試驗動態階

段變形量極大的情況下，仍可穩定地進行模擬而沒有發生過度變形或扭曲。由此可知對

於鞋氣墊此類變形量極大之物件，在建模階段建立良好幾何品質之網格元素是不可或缺

的重點工作。 
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4.6.4 本章小結 

在本章中，完成了對鞋氣墊吸震試驗之有限元素模擬，對鞋氣墊在動態響應分析的

各項設置進行確認，建立出鞋氣墊進行動態有限元素模擬系統的基礎架構。由分析結果

數值與實際試驗數值之比較來看，兩者在數值之趨勢上有很高的相似性，雖然就實際的

數值而言模擬與試驗有所落差，但是根據液壓膨脹實驗模擬對材料模型驗證的討論結果

來看，若能改善材料模型，則將可有效降低分析結果數值與實際試驗數值的差異。 

所以，未來鞋氣墊若要繼續發展動態之有限元素模擬分析系統，可以本研究之內容

所建立之動態有限元素模擬系統的基礎架構可作為參考，使研究工作進行更順利。 
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第五章 結論 

5.1 鞋氣墊動態有限元素分析系統繼續發展之可行性 

在早期鞋業中，CAE（Computer-Aided Engineering，電腦輔助分析）主要用於量產

鞋樣而非用於輔助設計，原因係為鞋體的運動過程牽涉到太多不同因素，每個人擁有不

同的腳型，甚至是不同的走路習慣使得足部的受力狀態不盡相同，在如此前提下要對鞋

樣進行任何特別改良設計都很困難，所以傳統鞋業在設計鞋樣都以「最大公約數」為準

則，在關鍵受力結構部分使用簡單且對稱的設計，使生產之鞋子能迎合最多人的需求。 

但近年來 CAE 已經逐漸廣泛應用，其中又以有限元素為大宗，在鞋中底避震系統

或鞋大底系統之結構設計上扮演很重要的角色，如 Adidas 公司所生產之「BOUNCE」

系列鞋款的鞋中底簍空結構，或是 Nike 公司所生產之「Free」系列鞋款之大底結構，都

是以有限元素分析來輔佐設計工作而完成的產品。 

但對鞋氣墊而言，有限元素分析的應用特別不容易，因為除了 TPU 本身之材料模

型特性與實品之材料性質特性需驗證外，墊體內封閉的空氣之可壓縮性也是模擬的一項

難題。不過，近年來由 Nike 公司所推出「AirMax 360°」系列鞋款的鞋氣墊中底也可以

看到導入有限元素分析的痕跡，在該鞋款氣墊上所分佈之中空支撐孔柱不論位置或大小

都呈現出有些微差異的非規則分佈。 

本研究所規劃之吸震試驗有限元素模擬分析雖然與實際試驗結果有所落差，但是在

此一已建立之系統制度下，包括了適用之材料實驗理論、材料實驗規劃、超彈體模型理

論及調整、鞋氣墊有限元素網格規劃建立、有限元素軟體設置與應用、適用之動態模擬

理論等都有相當的論述與參考資料，鞋氣墊應用於動態之有限元素模擬分析可謂已有完

備之雛型。 
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本研究之動態模擬是以吸震試驗為主要之模擬對象，但在驗證樣本數足夠以提升可

信度的條件下，延伸發展其他各種運動狀態之動態有限元素模擬是可行的，意即將可在

不同之運動狀態模擬中，取得其受力後之壓縮與反彈數據做為設計工作之參考資訊。因

此，若後續 5.2 節所提及之改善與發展方向能繼續進行，則本研究建立之鞋氣墊動態有

限元素分析在未來將有很大的發展價值存在。 

5.2 改善與發展方向 

本研究僅建立鞋氣墊動態有限元素分析系統之雛型，事實上在很多細節以及與實體

驗證之精確度都還有相當之改善空間。本節對未來研究改善與發展方向做討論，共分成

四個部份，依序分別為實驗規劃的改良、其他超彈體材料模型測試、逆向建模改良與模

流分析、以及更多動態模擬分析之驗證樣本建立。 

5.2.1 實驗規畫改良 

本研究之單軸向實驗所使用的測量方式因考量到成本，所以使用機具內夾具上下端

光學尺所量得之數據資料作為應變狀態，但實際上因 TPU 屬於偏軟之高分子材料，應

當使用非接觸式之測量儀器，除了能取得較精確之實驗應變量數據，最主要可將實驗過

程中夾具滑移造成的影響降到最低，因為當單軸向實驗進行時，試片兩端事實上可以觀

測出有些許滑移現象。而雖然平面剪力實驗有另外設計夾具墊片改善夾持狀態，但因實

驗過程中承受較簡易拉力實驗大之總拉力，其夾具滑移現象亦來得較為明顯，因此，平

面剪力實驗之夾具需再另行設計，試片規格亦需重新再作修正與調整。 

在本研究中，液壓膨脹實驗雖然最終測量換算的實驗數據呈現不合理的狀態，但是

液壓膨脹實驗有其建立之必要性存在，因為鞋氣墊在受到壓縮內部壓力提升時，其受力

狀態與液壓膨脹之受力狀態極為相似，都是承受一均勻分佈之側向壓力而變形，而以本
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研究進行實驗後剖開的試片觀察發現，其在原本作用區域半徑之 1/2 範圍內在大變形量

的情況下仍屬雙軸拉伸，如圖 5.1 虛線所示。因此若能有效地改善液壓膨脹實驗的設備

與換算式，則建議優先選擇液壓膨脹實驗以取代一般雙軸拉力實驗。 

 

圖 5.1 在大變形時仍維持雙軸拉力應變狀態之範圍 

所以本研究之液壓膨脹實驗的實驗設備中，除了需另增加一穩壓閥以穩定壓力，測

量的部分應使用非接觸式測量設備，並將原本剖面上單一測量點增加為二個測量點，並

測量這兩個測量點水平距離的變化，如圖 5.2 所示，量得水平距離 D 與兩點各別之膨脹

高度，便可將測量的範圍縮小到原本作用區域半徑之 1/2 範圍以內，並有利於修正其非

球狀之大變形應變換算式。 

 

圖 5.2 二測量點之量測方式 

中心點 
作用區域半徑之

1/2 範圍以內 



79 
 

5.2.2 其他超彈體材料模型測試 

本研究所使用的超彈體模型係以五參數項之三階 Mooney-Rivlin 超彈體方程建立，

然而，根據 3.1.2 小節調整參數之討論結果我們可以推論得知，雖然五參數項之三階

Mooney-Rivlin 超彈體方程對於橡膠類之材料特性描述可以有很好的表現，但並不適合

用來描述材料應力應變曲線斜率變化過大之材料，本研究使用之 TPU 材料便屬於此範

疇。在 3.3 節中，模擬的結果僅列出所設定之兩組參數項群之分析結果，實際上本研究

亦另行設定其他參數組對不同數值影響之變形進行比較，而分析結果的變化趨勢如圖

3.12 一樣，只要模擬對象在膨脹高度 10 mm 到 15 mm 前的圖形與實際實驗越接近，就

會在後段曲線高出實際實驗越多。 

上述情況意即所建立的超彈體材料模型若在變形初期應力應變特性與實際材料相

近，但是在變形後期同樣的應變下其應力比實際材料還要高。也就是說使用五參數項之

三階Mooney-Rivlin超彈體方程建立的超彈體模型，沒有辦法很完善的描述 TPU材料「突

然變軟」的特性。事實上，現在對各套商用軟體來說，超彈體材料模型依然是處於不斷

發展更新的階段以尋求更完善之材料特性描述。因此，對於本研究使用之 TPU 材料，

建議未來再使用更多其他型態之超彈體材料模型進行模擬比較，以選出最適用之超彈體

材料模型。 

5.2.3 逆向建模改良與模流分析 

本研究建立之鞋氣墊立體幾何模型係為經過簡化的版本，實際上未來要進行更完整

的模擬，應當要使用更完備的鞋氣墊立體幾何模型為網格建立規畫的基礎。除了必須將

鞋氣墊建立全腳掌的立體幾何模型外，鞋氣墊的厚薄也必須考量，因為本研究在建立鞋

氣墊立體幾何模型時，假設外圍壁的厚度均為 2.0 mm，其餘各處之厚度皆為 1.2 mm，

但第三代立體支撐鞋氣墊係以自升高壓之中空成形製程生產，在鞋氣墊本體各處之厚薄
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實際上皆不盡相同。 

未來除了繼續發展鞋氣墊之動態有限元素模擬分析外，亦需要發展鞋氣墊之模流分

析來加以配合。因為現階段雖然第三代立體鞋氣墊在製程技術上有所突破，但是對生產

時鞋氣墊於模具內部成形狀態之掌控仍然有限，必須透過不斷地調整測試並修改模具才

能將成形品質控制在一定的標準。透過模流分析，除了能對鞋氣墊的成形狀態有更好的

預測外，若能將模流分析後的結果輸出成立體幾何模型，便可以此模型做網格規劃，再

進行動／靜態有限元素分析，則輔助鞋氣墊設計工作的有限元素分析系統即建立起完整

的運作體系。 

5.2.4 更多動態模擬分析之驗證樣本建立 

本研究動態響應分析控制器選用 SSH，雖然在各種非限性有限元素分析中依然非常

穩定，但因為此種動態分析計算法帶有數值減幅性，其模擬分析結果之精確性還有討論

空間，必須要有更多的試驗驗證樣本來確定其模擬分析結果之合理性。所以除了進行衝

槌質量為 8.5 kg 之試驗外，亦必須規劃不同衝槌質量的試驗進行驗證，建立更多樣本數

來確認以 SSH 為動態響應控制器是否有足夠的合理性。 

此外，由財團法人鞋技中心所取得之試驗結果，在衝槌穿透距離與衝槌減加速度兩

項數據上只有單一最大值之數據，但因為 TPU 這類之高分子材料在彈性範圍時其應力

應變即呈現非線性之趨勢，在整個運動過程中受力產生變形的狀況乃非單純的比例關係，

所以未來在進行試驗時，應當將整體過程之數據紀錄做為列資料並製成圖表，與模擬分

析結果作更完整的比較。 
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附錄 A 鞋體架構簡圖參考 
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附錄 B Mooney-Rivlin 超彈體方程式推導 

本研究所使用五參數項之 Mooney-Rivlin 超彈體模型，在假設其為不可壓縮之條件

下，其超彈體能量密度方成式可寫為下式： 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]2 3
10 1 01 2 11 1 2 20 1 30 2incomp + + + +C 3 C 3 C 3 3 C 3 C 3U Q Q Q Q Q Q− − − − − −=   (B.1)  

Q1 與 Q2 為主軸拉伸所構成之不變量，分別可寫為下列式： 

2 2 2 2
mm1 11 22 33( ) ( ) ( ) ( )Q λ λ λ λ= = + +   (B.2)  

2 2 2 2
mm2 11 22 33( ) ( ) ( ) ( )Q λ λ λ λ− − − −= = + +   (B.3)  

上式中之 λ為三個互相垂直方向之主軸拉伸，而根據虛功原理推導計算，應變能密度方

程式對主軸拉伸作偏微分後可得到主軸應力，若將主軸拉伸以等效拉伸取代並對等效拉

伸作偏微分，則可得到等效應力。 

將簡易拉力實驗等效拉伸式(2.22)到式(2.24)、平面剪力實驗等效拉伸式(2.26)到式

(2.28)與雙軸拉力實驗等效拉伸式(2.30)到式(2.32)分別代入式(B.1)中之 Q1 與 Q2 主軸拉

伸項後，則可將具不可壓縮特性之能量密度式 Uincomp 以三組等效拉伸 λT、λP與 λB各別

表示，如下列式(B.4)到式(B.6)所示： 



85 
 

2
T T 2

T T

2
T T 2

T T

2 3
2 2

T T
T T

incomp

2 1C10 3 C01 2 3

2 1C11 3 2 3

2 2C20 3 C30 3

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

U

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

    (B.4)  

2 2
P P2 2

P P

2
2

P 2
P

2 3
2 2

P P2 2
P P

incomp

1 1C10 2 C01 2

1C11 2

1 1C20 2 C30 2

λ λ
λ λ

λ
λ

λ λ
λ λ

U

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

    (B.5)  

2 4
B B4 2

B B

2 4
B B4 2

B B

2 3
2 2

B B4 4
B B

incomp

1 2C10 2 3 C01 3

1 2C11 2 3 3

1 1C20 2 3 C30 2 3

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

U

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

    (B.6)  

將上述式(B.4)到式(B.6)分別對其所相應之等效拉伸 λT、λP與 λB作偏微分，則可得到等

效應力 σT、σP與 σB，以下列式(B.7)到式(B.9)表示： 
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T 2 3
T T

2
T T T2 2 3

T T T T

2
2 2

T T T T2 2
T T T T

incomp
T

T

2 2C10 2 C01 2

2 1 2 2C11 2 2 3 3 2

4 2 2 2C20 2 6 2 C30 3 3 2

λ
λ λ

λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

U
σ

λ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + − + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − − + + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂
=

∂

=

    (B.7)  

2
P P P P3 3 2 3

P P P P

2
2 2

P P P P2 3 3
P P P P

incomp
P

P

2 2 2 2C10 2 C01 2 C11 2 4 2

2 2 1 2C20 2 4 2 C30 3 2 2

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

U
σ

λ
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + − + + − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + − − + + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂
=

∂

=

    (B.8)  

3
B B5 3

B B

4 2 3
B B B B5 2 4 3

B B B B

2
2 2

B B B B4 5 4 5
B B B B

incomp
B

B

2 2C10 2 C01 2

2 2 1 2C11 2 3 2 3 2

1 4 1 2C20 2 3 4 C30 3 2 3 2

λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

U
σ

λ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + − + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − − + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦

∂
=

∂

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎟

⎠⎢ ⎥⎣ ⎦     (B.9)  

由式(B.7)到式(B.9)可以看出，在超彈體模型中等效應力 σT、σP與 σB是分別由各等

效拉伸 λT、λP與 λB之多次項以線性組成，意即滿足 Valanis-Landel 假說，決定常數項

C10、C01、C11、C20 與 C30 之數值後，便可決定 Mooney-Rivlin 超彈體材料模型其簡

易拉力、平面剪力與雙軸拉力之應力應變特性。 
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附錄 C 液壓膨脹應力應變式推導 

若液壓膨脹實驗試片半徑尺寸遠大於厚度尺寸，且在實驗過程中皆以近似球體之狀

態進行膨脹，則其受力狀態與內部受均勻施壓之中空球殼相同，應力 σb可寫為： 

b
0

PR
2t

σ =     (C.1)  

上式(C.1)中 P 為液壓膨脹壓力，R 為膨脹時近似球體之半徑尺寸，t0 為原始試片厚度尺

寸。液壓膨脹實驗在實驗過程中，試片的變形狀況可分為兩個階段：第一個階段為試片

膨脹高度 h 小於初始平面圓半徑 R0 時，第二個階段為試片膨脹高度 h 大於初始平面圓

半徑 R0 時，此二階段之變形示意如圖 C.1 與 C.2 所示。 

 

圖 C.1 試片膨脹高度 h 小於初始平面圓半徑 R0 

 

圖 C.2 試片膨脹高度 h 大於初始平面圓半徑 R0 
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試片膨脹時近似球體之半徑尺寸R可用初始平面圓半徑R0與試片膨脹高度h表示，

且在上述圖示的兩個階段中關係式不變，如下式(C.2)所示： 

0
2 2h + RR

2h
=   (C.2)  

將式(C.2)代回式(C.1)可將應力式重新改寫為式(C.3)： 

( )2 2
0

b
0

P h R
4ht

σ
+

=   (C.3)  

在試片膨脹高度 h 小於初始平面圓半徑 R0 與試片膨脹高度 h 小於初始平面圓半徑

R0 兩個階段中，其應變式可分別寫為 εb1 與 εb2，以下列式(C.4)與式(C.5)表示： 

1 0
0

b1
0

sin RR R
R

R
ε

−⎧ ⎫⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
−

=   (C.4)  

1 0
0

b2
0

cosR RR R
2 R

R

π

ε

−⎧ ⎫⎛ ⎞+ ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

−
=   (C.5)  

將式(C.2)代入式(C.4)與式(C.5)，則可將應變以試片膨脹高度 h 與初始平面圓半徑 R0 表

示，如下列式(C.6)與(C.7)： 

( )2 2
0 1 0

02 2
0

b1
0

sin
h R 2hR R

2h h R

R
ε

−
⎧ ⎫⎡ ⎤+ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪
⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

−
+

=
  (C.6)  

( ) ( )2 2 2 2
10 0 0

02 2
0

b2
0

cos
h R h R 2hR R

4h 2h h R

R

π

ε

−
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + ⎛ ⎞⎪ ⎪+ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

−
+

=
 (C.7)          
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附錄 D 夾具系統之設計規格圖 

 

圖 D.1 支架部件：電阻尺支架組件 
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圖 D.2 支架部件：電路板支架組件與試片座支架組件 
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圖 D.3 總底座部件 
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圖 D.4 試片座部件 
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附錄 E 等效雙軸應力曲線推測 

根據圖 2.20(a)中 MSC.Marc 所附之實驗數據，將其簡易拉力實驗與雙軸拉力實驗數

據編為數據比例矩陣，經過計算並加入內插數據後得出數據比例矩陣 Aoriginal，再參考本

研究液壓膨脹實驗與本研究簡易拉力實驗在應變小於 0.1 之應變值與應力值比例，調整

數據比例矩陣 Aoriginal之整體數值。數據比例矩陣 Aoriginal具有 a 組行向量，每組行向量

之第一列為具有固定步增量之應變值，第二列為對應之應力比例值。以數據比例矩陣

Aoriginal第一列應變值元素群為 x值，第二列應力比例值元素群為 y值，繪製曲線如圖E.1(a)

所示。 

 

   圖 E.1 (a)數據比例矩陣 Aoriginal之曲線圖(b)平順處理與延伸後之新曲線 

但從圖 E.1(a)可看出，MSC.Marc 所附橡膠材料之應變值範圍只到 0.9，而對照本研

究採用之簡易拉力實驗數據，輸入有限元素分析材料模型之實驗數據最大應變值需達

1.5，因此需要將數據比例矩陣 Aoriginal擴展，使擴展之第一列應變值元素與第二列應力

比例值元素可互相對應，且最大之應變值達 1.5。又同時須考慮後續建立超彈體材料模

型之穩定性，換算後之應力應變曲線之上升趨勢不可發生反折，意即參考之數據比例矩

陣其曲線必須平順且其延伸曲線亦不可發生反折。 
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根據上述需求，利用 MATLAB 中之多項式趨近功能與自行計算延伸曲線之預測結

束點數據，將數據比例矩陣 Aoriginal之曲線前段做平順處理與延伸。將在比例矩陣 Aoriginal

之曲線曲前段曲線應變值小於 0.4 之部分，以二次式趨近重新取一平順之數據比例矩陣

A，並在數據比例矩陣 A 曲線右端取得一段應力值達 1.5 之延伸二次曲線段，其與矩陣

A 曲線有部分區域重疊，且在應變值達 1.5 前曲線不發生反折。此二次曲線段寫可為數

據比例矩陣 B，與數據比例矩陣 A 具有相同之應變值步增量，行向量數目為 b，又其與

數據比例矩陣 A 在重疊區域中之行向量數目為 c。 

將數據比例矩陣 A 向右擴展(b - c)行之零向量，數據比例矩陣 B 向左擴展(a - c)行之

零向量，使數據比例矩陣 A 及 B 之維度皆為 2×(a + b - c)。並把兩矩陣在重疊區域中有

相同應變值之部份分離，成為矩陣 α與矩陣 β，被分離之數據比例矩陣成為 AS=(A - α)

與 BS=(B - β)，上述矩陣維度皆為 2×(a + b - c)。用線性混合方式使矩陣 α曲線與矩陣 β

曲線平順接合，重疊區域混合後產生矩陣 γ之元素 γij可用式(E.1)表示：  

( ) ( )ij ij
ij

c i i
c

⋅ − + ⋅
=

BA
γ

  (E.1)  

以數據比例矩陣 N=(AS + γ + BS)之第一列應變值元素群為 x值，第二列應力比例值元素

群為 y值，可繪製成延伸後之新曲線如圖 E.1(b)所示。 

取本研究簡易拉力之實驗數據應變值小於 1.5 之部份，經過計算並加入內插數據後

得到數值矩陣 V，第一列為具有固定步增量之應變值元素群，第二列為對應之應力值元

素群，數值矩陣 V 與數據比例矩陣 N 之維度皆為 2×(a + b - c)並且有相同之應變值步增

量。取數據比例矩陣 N 第二列應力比例值元素群為乘數因子並編為一列向量 M，再利

用 MATLAB 中點運算（Dot-Operators）功能，將數值矩陣 V 第二列應力值元素群與列

向量 M 做點乘（Dot-Multiplication）運算，得到最後推測之數值矩陣 W，此數值矩陣

W 第一列應變值元素群與第二列應力值元素群可繪成應力應變圖上推測之材料曲線，如

圖 2.22 所示，本研究此數值矩陣之應力應變值代替原有之液壓膨脹實驗數據。 
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附錄 F Herrmann 特性元素 

本研究在 MSC.Marc 之模擬分析中，所選用的元素類型皆具有 Herrmann 特性，包

含了編號 119 之軸對稱四邊形減積分元素及編號 157 之立體四面體全積分元素。 

在 Herrmann 元素中，較普通元素多出對壓力自由度（Pressure Degree of Freedom）

之控制，以進行近似不可壓縮或是不可壓縮之應用計算。如編號 119 之軸對稱四邊形減

積分元素中除了原本四個積分點之外，再額外加入一個只具有壓力自由度之積分點，編

號 157 之立體四面體全積分元素則在四個角落上之積分點各再加上一壓力自由度。 

Herrmann 元素在位移方程上根據 Herrmann Variation Principle 作修正，Herrmann 

Variation Principle 可用下列式(F.1)敘述： 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2 2

2

2

2 1 2
0

6 2

x y z xy yz zx

x y z
x x y y z z

T x y z T

x x y y z z

H H
d t u t u t u d

e H e

f u f u f u

ε ε ε ε ε ε

μ ν ε ε ε ν ν
δ

ν ε ε εΩ ∂Ω

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

+ + + + +

+ + + − −
Ω− + + ∂Ω =

− − + +

− + +

∫ ∫   (F.1)  

式(F.1)中之 H 為平均應力函數，其構成如式(F.2)所示： 

( )2 1
x y zH

σ σ σ
μ ν
+ +

=
+

  (F.2)  

對一般情況而言，計算時會將式(F.1)中之熱膨脹係數 eT假設為 0，而材料具有不可壓縮

特性時將蒲松比 ν定為 0.5。 
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附錄 G Single-Step Houbolt 動態響應方程式推導 

本研究在動態響應的模擬中，選擇使用 Single-Step Houbolt 計算法（簡稱 SSH）為

動態響應控制器，SSH 係由原始之 Three-Steps Houbolt 計算法（簡稱 TSH）推導而來，

因為具有數值減幅特性（Numerical Damping），使得其在進行非線性問題分析時有相當

程度之穩定。 

根據牛頓第二運動定律，在時間範圍 T內時間為 t時，任一物體在空間中之運動特

性可用下列式表示： 

[ ] ( ) ( ) ( )int , 0u'' t f t f t t T⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ = ≤ ≤M   (G.1)  

在式(G.1)中，[M]為質量矩陣，[u’’]為加速度向量，[fint(t)]與[f(t)]為內力向量與外力向量。

其初始條件可用下列式(G.2)到式(G.4)表示，其中式(G.4)係針對非線性問題所加入之初

始條件： 

( ) [ ]00u t u⎡ ⎤⎣ ⎦= =   (G.2)  

( ) [ ]00u' t u'⎡ ⎤⎣ ⎦= =   (G.3)  

( ) [ ]int int00f t f⎡ ⎤⎣ ⎦= =   (G.4)  

上式中[u] 與[u’]分別代表位移向量與速度向量，根據式(G.1)到式(G.4)，以時間積

分法計算的 TSH 可用下列式表示： 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{ }nn 1 n+1 n-1 n-2
1 11 18 9 2

6
u' t u u u u

t+⎡ ⎤⎣ ⎦ = − + −
Δ

  (G.5)  

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{ }nn 1 n+1 n-1 n-22
1 2 5 4u'' t u u u u
t+⎡ ⎤⎣ ⎦ = − + −

Δ
  (G.6)  

由式(G.5)與式(G.6)可看出若以 TSH 計算，則需要再另外求得原時間步位移向量[u]之前
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兩項[un-1]與[un-2]以計算後一項[un+1]，此特性使得 TSH 在應用上並不方便，因為當計算

步位於 t=0 之起始點時必須再作特殊計算處理。因此，SSH 將原本需要額外三個時間步

之線性多重步式，改為只需原時間步之位移項，做不同階時間偏微以線性方式組成即可

進行計算下一時間步之位移項，如下列式所示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

3
n n n n nn 1 2 6

t tu t u t t u' t u'' t u''' t t u''' t+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
Δ Δ= + Δ + + + Δ Δ   (G.7)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

n n n nn 1
11

2 6
t tu' t u' t t u'' t u''' t u''' t+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Δ Δ= + Δ + + Δ   (G.8)  

( ) ( ) ( ) ( )n n nn 1 2u'' t u'' t t u''' t t u''' t+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= +Δ + Δ Δ   (G.9)  

( ) ( ) ( )n nn 1u''' t u''' t u''' t+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= + Δ   (G.10)  

透過式(G.7)到式(G.10)的計算，SSH 有效地改善了 TSH 的缺點。然而，SSH 與 TSH

一樣具有數值減幅性，雖然在有限元素模擬中採用此二者為動態響應控制器會有平順的

分析結果，但通常並不具有高精確性，同時也必須特別注意時間步之數量，以避免數值

減幅性對分析結果過度影響。 
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附錄 H Newmark-beta 動態響應方程式與分析結果 

Newmark-beta 係以擴張均值理論（Extended Mean Value Theorem）為基礎，俱有無

條件穩定性與無數值減幅性之優點，進行線性有限元素模擬之動態響應分析時通常以

Newmark-beta 為動態響應控制器之首選，其方程式如下列式所示： 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2

2
n n nn 1 n+1

(1 2 )
2

tu u t u' u'' t u''β β+
− Δ= + Δ + + Δ   (H.1)  

[ ] [ ] [ ]n nn+1 n+12
tu' u u'' u''Δ= + +   (H.2)  

然而對於非線性有限元素模擬之動態響應分析而言，Newmark-beta 會產生相對的不

穩定性，如本研究之動態吸震試驗模擬若以Newmark-beta為動態響應控制器進行計算，

則會在鞋氣墊接觸衝槌處發生不合理之發散現象，如圖 H.1 所示，因此本研究在進行動

態響應分析時主要使用 SSH 為動態響應控制器。 

 

圖 H.1 以 Newmark-beta 為動態響應控制器之分析結果 
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附錄 I MSC. Marc 內建 Cavity 功能之計算原理 

在 MSC.Marc 中，Cavity 功能係以所設定之元素表面鎖圍起來的空間為根據，計算

此空間之容積變化量以改變空間中之壓力大小，以模擬氣體之壓縮特性，容積與壓力之

關係可用下列式表示： 

0pV nR T=   (I.1)  

上式(I.1)之 p 代表空間中之總壓力，V 為此空間總容積，n 為空間中分子數目，T 為空

間中氣體之絕對溫度，R0 為空氣常數。空氣總質量為 M 時，其分子質量 ω可寫為下式： 

Mω
n

=   (I.2)  

將式(I.2)代入式(I.1)中，可寫為下列式(I.3)： 

pV MRT=   (I.3)  

其中 R = (R0/ω)，令密度 ρ = (M/V)，式(I.3)可寫成理想氣體方程式： 

p RTρ=   (I.4)  

式(I.4)中之 R 可用下式計算： 

r
r

r

pR T
ρ

=   (I.5)  

pr為基準氣體壓力，ρr 為基準氣體密度，Tr為基準氣體絕對溫度。在 MSC.Marc 中，Cavity

之壓力定義是以環境壓力 pa與 Cavity 中表量壓力 pg 相加，如下式所示： 
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a gp p p= +   (I.6)  

在本研究中，因為所模擬的區域為封閉空間，因此在 MSC.Marc 之 Cavity 設定中使

用封閉孔洞設定，即此空間中之氣體總質量為一固定常數。同時因為不考慮溫度變化所

帶來之影響，所以變形前後總壓力可簡寫為以下關係式： 

1 1 2 2p V p V=   (I.7)  

其中 p1 與 p2 皆為環境壓力與表量壓力之總和： 

1 1a 1gp p p= +   (I.8)  

2 2a 2gp p p= +   (I.9)  

透過 Cavity 功能之設定，在 MSC.Marc 中可以簡易並很有效率地對氣體壓縮特性進

行模擬，不需要額外建立其他內填充之流體網格元素。Cavity 在進行模擬時必須分兩個

階段進行，第一個階段為膨脹階段，第二個階段為變形階段，因為 MSC.Marc 之 Cavity

功能必須計算因初始之內部壓力而膨脹的空間大小，再根據此大小的變化來改變空間內

部力之數值。 


