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摘要 

 

  本文主要目的為探討拘限彈性薄板受側向力作用下的行為。本文以共

旋轉(co-rotational formulation)有限元素法及增量疊代法來探討薄殼的幾何

非線性行為。 

  本文採用基於牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(arc-length 

control)法的增量疊代法來解結構的非線性平衡方程式。本文以數值分析模

擬文獻上之拘限彈性薄板在受側向集中位移負荷後的實驗，本文求出完整

的平衡路徑，分布反力的變化，探討結構變形的轉換行為，並與文獻上的

實驗結果及分析結果比較。本文亦探討側向集中位移負荷偏移及結構邊界

偏移對結構變形行為的影響。 
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A Study on the Behavior of Constrained Thin Elastic Plate under 

Lateral Displacement loading 
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ABSTRACT 
 

  The objective of this paper is to investigate the behavior of constrained thin 

elastic plate under lateral displacement loading. The geometrically nonlinear 

behaviors of thin shell are investigated using the co-rotational finite element 

formulation and a incremental-iterative method. 

  An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method and 

constant arc-length method is used for solving nonlinear equilibrium equations. 

Numerical analysis is carried out to simulate an experiment of the constrained 

thin elastic plate under lateral displacement loading reported in the literature. 

The complete equilibrium path and the variation of distributed reaction are 

obtained. The transition of the deformation patterns is investigated and 

compared with the experimental and analytical result in the literature. The 

influence of the variance of lateral displacement loading point and that of the 

structural boundaries conditions on the transition of the deformation patterns is 

also investigated. 
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第一章  緒論 

 

    在近代工程設計的發展上，對材料的要求與結構的表現趨向於高

強度與輕量化，不論機械、建築結構、航太設備及運輸工業等，設計

上必須考量以最小成本及重量來達到所要求的機能與強度，同時兼顧

外型的美觀。由於薄殼在承受彎曲應力與拉伸應力時有良好的表現，

又擁有極佳的重量強度比，因此薄殼結構常被廣泛應用在工程及生活

上。目前常見的薄殼結構有建築屋頂、飛機蒙皮、液體儲存槽、人造

衛星、火箭、船體結構等。 

  由於薄殼結構常用來承受大旋轉和大位移，即使在彈性範圍內，

其位移與受力的關係通常呈非線性變化，因此必須使用非線性分析來

探討由幾何形狀改變所造成的非線性行為。殼的研究從最早的線性分

析進入到較實際的材料非線性及大變形問題；後來殼的不穩定性、挫

屈及挫屈後行為和幾何非線性等問題則陸續被探討。殼的大位移分析

中，經常有snap-through和snap-back的現象，平衡路徑上亦常出現極

限點(limit point)或分歧點(bifurcation point)，為了求得完整的平衡路

徑，有很多方法被提出[1-6]。為測試殼元素的精確性及數值方法的有

效性，文獻中經常分析不同厚度及邊界條件的圓柱殼在側力下的行為

[7-15]，在對稱的情況下，為了節省計算時間，文獻上通常僅分析四

分之ㄧ的殼結構，文獻上發現殼的厚度減少時會出現snap-through、

snap-back及limit point，但沒有發現分歧點，文獻[2]分析二分之ㄧ的

殼結構發現在極限點前有一分歧點及次要平衡路徑。所以為了得到完

整的平衡路徑，應分析整個結構。 

    探討殼結構在軸力或側向力作用之挫屈行為的文獻很多[16-22]， 

文獻[23]以實驗和數值方法探討一聚酯圓柱薄殼受位移負荷作用後的
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非線性行為，文中將一薄片的兩個長邊以夾鉗固定，再將其彎成柱狀

殼，兩邊夾持端相距一固定距離，並與水平面維持一固定角度，然後

在薄殼中心施加一向下的位移負荷。在其實驗中隨著位移負荷的增

加，結構連續產生四個特殊的幾何變形，如圖1.1所示。第一個變形

是在薄殼中心附近出現兩個對稱X、Y軸的d-cone (developable cone) 

(圖1.1a)。第二個變形中出現兩個新的d-cone，而四個d-cone圍成一個

對薄殼中心轉了一個角度的菱形(圖1.1b)。第三個變形為四個d-cone

的連線形成一個梯型(圖1.1c)。第四個變形為梯形底邊兩個d-cone移到

薄殼自由端的邊界時，產生一個不連續的變化，使薄殼變成波浪狀的

圓柱殼(圖1.1d)。文獻[23]提到殼的長度若不夠長，則無法觀察到菱形

及後來的梯形圖形這兩種型態，會提早產生波浪狀的柱狀殼。文獻[23]

顯示負載-位移曲線的數值解與實驗結果相當吻合，文獻[23]並提到有

些階段能量及變形型態無法由數值結果看出，可能是因為離散不夠的

關係，文獻[23]是依據文獻[24]的數值方法來計算薄殼的能量分布，

文獻[24]是以Von Karman板殼理論及最小能量法來計算彈性板的變

形，並且在有限元素分析中，以一個五次多項式的函數來描述三個方

向u, v, w的位移。 

    據本文所知，在研究圓柱殼的非線性行為的文獻中，鮮少有人以

數值方法分析類似文獻[23]的結構及其實驗所觀察到的一連串現象， 

而且文獻[1,2,10-12]分析的殼結構幾乎都是正方形，沒有文獻[23]所使

用的長方形。另外，文獻[23]實驗中殼結構的厚度與結構跨距的比值

43.471
1

≈
d
h

相對於文獻[1,2,10-12]的
80
1

≈
d
h

要來的小，文獻[23]殼結構

的曲率則比文獻[1,2,10-12]的大。雖然文獻[23]的負載-位移曲線圖顯

示其數值解與實驗的曲線相當接近，但是由其數值結果卻無法觀察到

實驗中出現的菱形旋轉及梯形的變形轉換。因此本文主要目的為使用
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有限元素法並取整體結構來分析，找出柱狀薄殼受側向集中位移負荷

後的可能平衡路徑，觀察變形過程中結構的幾何形狀，探討此圓柱殼

的非線性行為和變形轉換可能的原因。 

    分析殼結構最常用的方法為有限元素法，文獻中有很多殼元素被

提出[7-10,25-39]，大致上可分為平面元素、曲面元素和等參數元素這

三類。文獻[30]中將CST(constant strain triangle)平面元素[26]與DKT 

(discrete Kirchhoff theory)三角板元素[29]疊加成一平面三角殼元素，

並使用更新拉格蘭日法(updated Lagrangian formulation)，將該元素用

在具大位移及大旋轉的薄殼結構分析中，由其例題的數值解可看出該

元素相當簡單及精確，故本研究擬採用文獻[30]的平面三角殼元素。 

    結構在受到力負荷及位移負荷的分析中，位移-負荷的平衡路徑

有時會出現snap-back與snap-through的情況[40]，文獻[41]提出基於牛

頓-拉福森(Newton-Raphson)法的弧長控制(arc-length control)法求解

力負荷作用下的非線性平衡方程式，並克服snap-back與snap- through

的情況，求得完整的平衡路徑。不過文獻[41]提出的方法，不能直接

使用在位移負荷的問題上，因此文獻[42]修改了文獻[41]的弧長控制

法，提出一個牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(arc-length 

control)法的增量疊代法來解決平面樑結構在位移負荷作用下的幾何

非線性問題，由於文獻[42]的方法非常有效，故本文將採用文獻[42]

的方法來解非線性平衡方程式。 

    本文將在第二章略為介紹本研究所使用的平面三角殼元素。在第

三章說明本研究所採用的數值計算方法以及分析時的數值程序。在第

四章探討柱狀薄殼的非線性行為，以及邊界不完美和位移負荷偏離柱

狀殼中心點時，對結構變形轉換的影響。 
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第二章  理論推導 

 

2.1 問題的描述 

    考慮文獻[23]實驗所用的柱狀薄殼，如圖 2.1 所示。柱狀薄殼的

兩個短邊為自由端，兩長邊則以夾鉗固定，兩夾持端與 X-Y平面(水

平面)為固定角度 °= 20α ，夾持端之間的跨距 d固定為 16.5cm，薄板

的中心受到一集中位移負荷作用，觀察結構變形隨著位移負荷增加的

變化情形。 

    本文為了模擬此柱狀薄殼受集中負載後的行為，將採兩階段的位

移負荷來分析此問題。第一階段為形成柱狀薄殼受負荷前的初始狀

態，因此要先將矩形薄板彎成一個軸向與Y向平行的柱狀薄板，其執

行步驟為將薄板的兩個長邊以螺絲鉗夾持，螺絲鉗使薄板的兩個邊界

與水平方向呈一相同的角度；同時，右夾持端固定不動，左夾持端平

行向右推擠，使兩端的距離為期望之跨距。第二階段則是模擬柱狀薄

板受負荷後的狀態。其執行步驟為先重新設定兩夾持端的邊界條件，

將左夾持端的X向位移自由度 與兩夾持端的 向轉角自由度u Y yθ 固

定後，再施加一個 向的集中位移負荷於柱狀板的中心。本文將以

有限元素法探討此柱狀薄板受側向集中負載下的變形，以及位移負載

偏移、結構的不完美對結構變形的影響。 

Z−

 

2.2 座標系統 

    為了描述系統的運動及元素的變形，本文定義了兩組座標系統： 

(a)固定總體座標系統： (i=1,2,3) G
iX

結構所有節點的座標、系統的邊界條件與其他座標系統的基底，

以及結構的平衡方程式，均在此座標系統中定義。 
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(b)元素座標系統： (i=1,2,3) E
ix

此座標系統建立在每一個殼元素變形後的最新位置上，其定義方

式將於 2.3節中介紹。元素變形、元素內力及元素剛度矩陣在此座

標系統中定義，在經由標準的座標轉換，轉換至總體座標系統。 

 

2.3 平面三角殼元素 

    本文使用文獻[10]的共旋轉法(co-rotational formulation)，本文與

文獻[10]一樣都採用文獻[30]中提出的非線性平面三角殼元素，如圖

2.2所示，文獻[30]中的元素由 CST(constant strain triangle)三角形元素

[26]及文獻[29]中提出的 DKT(discrete Kirchhoff theory)三角殼元素所

疊加而成。為了本文完整性，在本節將簡單描述文獻[30]之殼元素變

形的假設、內力和剛度矩陣的推導，以及文獻[10]中元素變形角的決

定方法。 

 

2.3.1 殼的基本假設 

    文獻[30]中對非線性平面三角殼元素的推導，做以下假設 

(1) 薄膜變形及彎曲變形之間無偶合作用。 

(2)殼元素的變形為小變形。 

(3)在元素變形前，垂直於元素中心面的法向線段，在元素變形後，依

然保持直線，且沒有伸長或縮短，除了在元素三個頂點及三個邊的中

央點外，該線段不必垂直於變形後的中心面。 

 

2.3.2 殼元素變形的描述 

    如圖 2.2所示之殼元素中心面上有三個節點，其元素座標原點在

元素節點 1， 軸為元素節點 1 與元素節點 2 的連線， 軸是在元Ex1
Ex2
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素平面上垂直於 軸，且朝元素節點 3的方向， 軸則是由 軸與

軸外積而得。此殼元素每個節點有 6個自由度，分別是 、 、

軸方向的位移 、 、 ( j=1,2,3)，以及繞 、 、 軸方向

的位移轉角

Ex1
Ex3

Ex1

Ex2
Ex1

Ex2

Ex3 ju jv jw Ex1
Ex2

Ex3

xjθ 、 yjθ 、 zjθ ( j=1,2,3)。此殼元素的變形可分為薄膜變形

(membrane deformation)與彎曲變形(bending deformation)兩部份，薄膜

變形是採用常應變三角形元素 (CST, constant strain triangle)[26]的薄

膜變形，彎曲變形是採用文獻[29]中的 DKT(discrete Kirchhoff theory)

三角殼元素的彎曲變形，由基本假設(1)可知此元素的變形可由薄膜變

形與彎曲變形疊加而成。 

    在圖 2.2 中的元素節點位移 與 ( j=1,2,3)是 CST 元素節點位

移，而

ju jv

xjθ 、 yjθ 及 ( j=1,2,3)為[29]中 DKT元素節點位移，jw zjθ 是為了

不使元素剛度內的面內旋轉剛度(in-plane rotational stiffness)為零，而

人為加上的自由度。本文以下敘述的元素變形、元素內力以及元素剛

度矩陣都是在元素座標定義。 

 

2.3.2.1常應變三角元素(CST) 

    因為 CST元素內的應變為常數，所以其位移場為線性位移場，

並可表示成： 

                                       (2.1) yaxaau 321 ++=

                                       (2.2) yaxaav 654 ++=

其中 跟u v為在 軸與 軸方向的位移，Ex1
Ex2 x與 是元素內任意點的座

標值， (i=1,2,…,6)是未定常數。 

y

ia

由元素座標的定義可知，在元素座標中圖 2.2的節點 1、節點 2、

節點 3之座標值可表示成 、 、 ，令節點)0,0( )0,( 2x ),( 33 yx j在 軸、Ex1
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Ex2 軸的位移分別是 )3,2,1(, =jvu jj 。 

本文中{}代表行矩陣。將三個節點的座標值及節點位移

代入(2.1)式、(2.2)式可以得到 

jj vu ,  

)3,2,1( =j

                                 (2.3) 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

3

2

1

33

2

3

2

1

1
01
001

a
a
a

yx
x

u
u
u

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

6

5

4

33

2

3

2

1

1
01
001

a
a
a

yx
x

v
v
v

                            (2.4)             

    由(2.3)、(2.4)式可將 ,1( =iai ,2 ...., )6 表示成 及 的函數，所以

(2.1)、(2.2)式可改寫成： 

iu iv

                                              (2.5)             mNuu =

       = }u ,{ vu                                       (2.6)             

       =                  (2.7)             N ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

321

321

000
000

NNN
NNN

       ={                     (2.8)             mu }332211 vuvuvu

       )(1
32332

32
1 yxyxxyyx

yx
N +−−=  

       )(1
33

32
2 yxxy

yx
N −=  

       
3

3 y
yN =                                        (2.9) 

根據本文對元素座標的假設，元素座標原點定義在節點 1，元素

座標的 軸定義在節點 1與節點 2的連線，如圖 2.3所示，所以(2.8)Ex1
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式中 的 ，故(2.8)式可表示成 mu 0211 === vvu

   ={                         (2.10)

其中 、 、 可由圖 2.3中元素節點變形前後的座標決定出。 

mu }332 000 vuu

2u 3u 3v

CST 元素的應變包含在 軸與 軸方向的應變Ex1
Ex2 xε 與 yε 以及剪

應變 xyγ ，因本文中假設元素的變形為小變形，所以 xε 、 yε 、 xyγ 可

表示成： 

       
x
u

x ∂
∂

=ε , 
y
v

y ∂
∂

=ε , 
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ                   (2.11) 

將(2.5)式代入(2.11)式得到： 

                                       (2.12) mmm uBε =

       = }mε ,,{ xyyx γεε                                 (2.13) 

       =  mΒ
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

xyxyxy

yyy

xxx

NNNNNN
NNN

NNN

,3,3,2,2,1,1

,3,2,1

,3,2,1

000
000

        
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
−+−

−
=

0
000

0000
1

233332

2332

33

32 xyxyxx
xxxx

yy

yx
(2.14) 

其中 稱為 CST元素的位移-應變轉換矩陣。 mB

 

2.3.2.2 DKT元素的變形描述 

圖 2.4所示為文獻[29]中所提出的 DKT板元素，節點 1、2、3是

三角形的三個頂點，節點 4、5、6為三角形三個邊的中點，這三個中

點的自由度僅在元素推導的過程中暫時使用，在最後不會出現在元素
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的節點自由度。在圖 2.5 中，n為殼元素中心面變形前的單位法線向

量，n 為n在元素變形後的新位置，圖 2.5中θ為一在 平面上

的旋轉向量，將 作用在n可將n轉到 。由 2.3.1 的假設(3)可知垂

直於變形前的元素中心面法線向量變形後仍為直線且長度不變，所以

當

′ EE xx 21 −

θ dn

θ <<1時，DKT元素的位移場可表示成： 

       ),( yxzu yθ=    ),( yxzv xθ−=    ),( yxww =          (2.15) 

其中 x、 、y z為元素上任一點分別在 、 、 軸的座標值，Ex1
Ex2

Ex3 yθ 是

在 軸方向的分量，θ Ex1 xθ 是θ在 軸方向的分量， 是在 軸方向

的位移，

Ex2 u Ex1

v是在 軸方向的位移， 是在 軸方向位移。當Ex2 w Ex3 θ <<1

時， yθ 與 xθ 可視為法向量 繞 軸及 軸的轉角。 n Ex1
Ex2

DKT元素的應變變形包含面內(in plane)正應變 xε 、 yε 與剪應變

xyγ 以及橫向剪應變(transverse shear strain) yzγ 、 xzγ 。 

因本文假設元素的變形為小變形， xε 、 yε 和 xyγ 可表示成(2.11)

式， yzγ 、 xzγ 可表示成： 

z
u

x
w

xz ∂
∂

+
∂
∂

=γ    
z
v

y
w

yz ∂
∂

+
∂
∂

=γ                        (2.16) 

將(2.15)式代入(2.11)式可得： 

κε zb =                                            (2.17) 

     =bε },,{ xyyx γεε                                   (2.18) 

},,{ ,,,, xxyyyxxy θθθθ −−=κ                        (2.19) 

將(2.15)式代入(2.16)式可得： 

    },{},{ ,, xyyxyzxz ww θθγγ −+==γ                    (2.20) 

由(2.15)式可知 、w yθ 、 xθ 與 無關，所以可由(2.20)式知橫向剪應

變在厚度方向為常數。 

Ex3
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本文中稱圖 2.4 中沿著元素邊緣方向 為切線方向，而垂直於元

素邊緣方向 為法線方向。 

s

n

在[29]中對於其所提出的 DKT元素做了下列的假設： 

(1) yθ 、 xθ 在元素內為二次變化，也就是： 

          ；                    (2.21) ∑
=

=
6

1i
yiiy N θθ ∑

=
−=

6

1i
xiix N θθ

其中 yiθ 、 xiθ 是 yθ 、 xθ 在圖 2.4中節點 i的節點值，

為形狀函數[12]，其表示式詳見附錄 A。 

)6,,1( L=iNi

(2) 元素的三個頂點以及三個邊的中點滿足克希霍夫板理論

(Kirchhoff plate theory)的假設，即 

(a) 在三個頂點 

        0, =+= yixixzi w θγ         3,2,1=i              (2.22a) 

        0, =−= xiyiyzi w θγ         3,2,1=i              (2.22b) 

其中 、 、xiw yiw yiθ 、 xiθ 分別是 )(
x
wwx ∂
∂

= 、 )(
y
wwy ∂
∂

= 、 yθ 、

xθ 在節點 i的值。 

 (b) 在三個邊的中點 

0, =+− sknk wθ           6,5,4=k           (2.23a) 

0, =+ nksk wθ            6,5,4=k           (2.23b) 

其中 nkθ 、 skθ 分別是 nθ 、 sθ 在節點 的值，k nθ 與 sθ 分別是θ在

與n s方向的分量， 、 分別是skw, nkw, )(, s
ww s ∂
∂

= 、 )
n
w(,n ∂
∂

=w 在

節點k的值。 

(3) 在元素邊緣的方向上是呈現三次變化，也就是： w

sjj
ij

sii
ij

sk ww
l

ww
l

w ,,, 4
1

2
3

4
1

2
3

−+−−=                 (2.24) 
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其中 、 是 在節點 i及iw jw w j的值， 是 在節點skw, sw, k的值，

6,5,4=k 分別為邊 23、邊 31、邊 12的中點，ij邊為節點 i與節

點 j之間的邊(見圖 2.4)，其中 31,31 −=−= ji 且 ji ≠ 。 

(4) sθ 在元素邊緣是呈現線性變化，即： 

)(
2
1

sjsisk θθθ +=                                  (2.25) 

其中 skθ 、 siθ 、 sjθ 分別是 sθ 在節點k、 i、 j之值， sθ 是θ在 s方

向的分量，在圖 2.4中節點 6,5,4=k 分別為邊 23、邊 31、邊 12

的中點。 

在圖 2.4 中元素三個邊上的 yθ 、 xθ 與 sθ 、 nθ 之幾何轉換關係可

表示成： 

                                  (2.26) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

s

n

y

x

cs
sc

θ
θ

θ
θ

xw, 、 與 、 的幾何轉換關係為： yw, sw, nw,

                                   (2.27) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

s

n

y

x

w
w

cs
sc

w
w

,

,

,

,

其中 ijc αcos= 、 ijs αsin= ， ijα 為元素的邊 ij上的法線 與 軸的夾

角，見圖 2.4。 

ijn Ex1

由(2.22)-(2.27)式可以把(2.21)式表示成[29]： 

b
T
xy uH ),( ηξθ =  

b
T
yx uH ),( ηξθ −=                                (2.28) 

=bu ][ 333222111 yxyxyx www θθθθθθ           (2.29) 

其中 為 DKT元素的節點位移， 與 是對應於元素節點位移的

新形狀函數，其表示式詳見附錄 A，

bu xH yH

ξ與η是元素內任一點在元素自

然座標[29]的座標值，其中 01 ≤≤ ξ 、 01 ≤≤η 。 
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將(2.28)式代入(2.19)式可以得到： 

                                              (2.30) bbuBκ =

其中 為 DKT元素的位移-應變轉換矩陣，表示式為： bB

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−

+−=
T
y

T
x

T
x

T
y

T
y

T
x

b

yxx
xx

y

A
ξηξ

ηξ

ξ

ηξ

,3,2,3

,2,3

,3

2
1),(

HHH
HH

H
B              (2.31) 

其中
2

32 yxA = 為三角形面積。  

 

2.4元素內力與元素剛度矩陣 

本文中殼元素的節點內力是由 CST及DKT元素的節點內力組合

而成，元素剛度矩陣是由 CST元素剛度矩陣 、DKT元素剛度矩陣

以及面內旋轉剛度 所疊加而成， 為一

mk

bk zθk zθk 33× 的對角矩陣，其

對角線元素的值是取 之對角線元素的絕對值中的最小值。本節中

將用虛功原理推導 CST元素及 DKT元素的節點內力及剛度矩陣。 

bk

在平面應力狀態，等向性線彈性材料的應變與應力關係為 

εEσ =                                         (2.32) 

},,{ xyyx τσσ=σ                                 

},,{ xyyx γεε=ε                                 (2.33) 

        

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

2
100

01
01

1 2 ν
ν

ν

ν
EE                          (2.34) 

        yzyz Gγτ = , xzxz Gγτ =                            (2.35) 

其中 E是楊氏模數(Young’s module)，ν 是蒲松比(Poisson ratio)，G為

剪力模數，(2.32)式之 可以是(2.13)式中的 及(2.18)式中的 。 ε mε bε
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2.4.1 CST元素之節點內力與剛度矩陣 

將(2.32)式代入(2.12)式可得 

                                          (2.36) mmm uEBσ =

由虛功原理可得 

                                     (2.37) dV
V m

t
mm

t
m ∫= σεfu δδ

}{ 321 mmmm ffff =  

          }{ yjxjmi ff=f 3,2,1=j                        (2.38) 

其中 是 CST元素對應於mf muδ 的節點內力，V是元素的體積， 定

義於(2.10)式。 

mu

將(2.12)式、(2.36)式代入(2.37)式可得 

                              (2.39) dV
V mm

t
m

t
mm

t
m ∫= uEBBufu δδ

由(2.39)式可得 

                                             (2.40) mmm ukf =

                                      (2.41) dV
V m

t
mm ∫= EBBk

其中 是 CST元素的剛度矩陣，而 的表示式詳見附錄 B。 mk mK

 

2.4.2 DKT元素的節點內力及剛度矩陣 

    將(2.17)式、(2.30)式代入(2.32)式可得 

                                            (2.42) bb zEBuσ =

假設在薄殼中剪應力 xzτ 與 xzτ 所做的虛功可以忽略，所以本文中用虛

功原理推導 DKT元素的節點內力時僅考慮 xσ 、 yσ 及 xyτ 所做的虛功。 

  由虛功原理可得 

                                      (2.43) dV
V b

t
bb

t
b ∫= σεfu δδ

       }{ 321 bbbb ffff =
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          }{ yjxjzjbi mmf=f 3,2,1=j                    (2.44) 

其中 是 DKT元素對應於bf buδ 的節點內力， 定義於(2.29)式，bu V為

DKT元素的體積。 

將(2.17)式、(2.30)式、(2.42)式代入(2.43)式可得 

         ∫∫=
A bb

t
b

t
bb

t
b dzdAzz uEBBufu δδ

                                    (2.45) ∫=
A bbb

t
b

t
b dAuBDBuδ

其中 

       

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
== ∫−

2
100

01
01

)1(12 2

32
2

2

ν
ν

ν

ν
Ehdzzh

hb ED           (2.46) 

其中 為元素厚度。 h

由(2.45)式可得[29] 

                                              (2.47) bbb ukf =

ηξη ddA bb
t
bb ∫ ∫

−
=

1
0

1
0

2 BDBk                          (2.48) 

其中 是 DKT元素剛度矩陣。 bk

 

2.5元素幾何剛度矩陣 

    元素的幾何剛度矩陣對平衡迭代時的收斂速度有很大影響。本文

在平衡迭代的過程中將元素幾何剛度矩陣加入元素剛度中，以提高收

斂速度。本文採文獻[30]中的元素幾何剛度，其表示式為 

dA
A g

t
gg ∫= NBBk                                  (2.49) 

其中 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−
−

=

2332

33

2332

33

2332

33

000000
0000000
000000
0000000
000000
0000000

2
1

xxx
yy

xxx
yy

xxx
yy

AgB  

        

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′
′

′

=
N

N
N

N

其中 

       2332 xxx −=  

       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=′

212

121

NN
NN

N  ,     mmh uEBN =  

    (2.49)式為一近似的幾何剛度矩陣，僅考慮面內應力 xσ 、 yσ 及 xyτ

在剛體運動時的效應。 

 

2.6元素變形角的描述 

    本文中採用文獻[10]中的兩階段旋轉法來決定元素的剛體旋轉及

節點在元素座標的變形位移與轉角。假設第 I 個位置已知，此處第 I

個位置是指第 I個增量迭代收斂後的平衡位置。 (i=1,2,3)為元素在

第 I個位置的元素座標， 、

E
i

I x

G
i

I X iU∆ 及 iΦ∆ (i=1,2,3)分別是元素節點 i

在總體座標中第 I個位置的位置向量、增量位移向量，及增量旋轉向

量，節點 i當前的座標 (i=1,2,3)可由 加上G
iX G

i
I X iU∆ 得到。由 可

以利用元素座標定義求出當前的元素座標 (i=1,2,3)，本文稱元素從

到 的運動為對應於

G
iX

E
ix

E
i

I x E
ix jU∆ 及 jΦ∆ (j=1,2,3)之剛體運動，本文中假

設該剛體運動是由以下三個步驟達成的。 

 15



(1) 造成的位移：元素座標 的原點受到1U∆ E
i

I x 1U∆ 的作用移動到元素

座標 的原點，其中 是作用在元素節點 1的元素節點增量位移向

量。 

E
ix 1U∆

(2) 旋轉向量α造成的面外旋轉(out-of plane rotation)： 

    在圖 2.6(a)中可以看到元素的 (i=1,2,3)軸因為受到在

平面的旋轉向量 作用而旋轉，其中 軸旋轉到 軸處並與之重

疊， 的表示式為 

E
i

I x EE xx 21 −

α EI x3
Ex3

α

       

33

33
33

1 )(cos
ee
eeeeα

×

×
⋅= −

I

I
I                          (2.50) 

其中 與 分別是 軸與 軸上的單位向量。 3eI
3e EI x3

Ex3

(3) 旋轉向量β造成的面內旋轉(in-plane rotation)： 

    元素的 (i=1,2,3)軸因為受到在 平面的旋轉向量 作用

而旋轉到 (i=1,2,3)軸，由圖 2.6(b)可知 軸與 軸重疊，而 軸

受到旋轉向量 作用轉到 ，旋轉向量β的表示式為 

E
i

I x EE xx 21 − α

E
ix′ Ex3′

Ex3′
E

ix′

β E
ix

                                        (2.51) 311
1 )(cos eeeβ ⋅′= −

其中 、 與 分別是 、 、 軸方向的單位向量。 1e′ 1e 3e Ex1′
Ex1

Ex3

    本文使用文獻[10]提出的直接法(direct method)來計算對應於

及 (j=1,2,3)的元素變形角。文獻[10]所提的直接法可分成以下

四個步驟。 

iU∆ iΦ∆

(1) 造成的剛體移動：整個元素因為1U∆ 1U∆ 而移動，其中 是作

用在元素節點 1的元素節點增量位移向量。 

1U∆

(2) 旋轉向量α造成的剛體旋轉：旋轉向量α (2.50式)通過元素節點 1

使得整個元素除了 之外由 (i=1,2,3)座標轉到 (i=1,2,3)座dj
I n E

i
I x E

ix′
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標，其中 是第 I次迭代收斂後位在元素節點 j上垂直於元素中心

面的法線向量。 

dj
I n

(3) 造成 的有限旋轉：法線向量 受到tjΦ∆ dj
I n dj

I n tjΦ∆ 的作用而旋轉

到新位置 ，如圖 2.7 所示。其中djn′ tjΦ∆ 是增量旋轉位移向量 在

平面的投影向量。 

jΦ∆

EE xx 21 ′−′

(4) 旋轉向量β造成的剛體旋轉：旋轉向量β (2.51式)通過元素節點 1

使得整個元素包括 及 旋轉到最後的位置 及 ，其中 是

受到 作用後的新位置， 是第 I 次迭代收斂後，垂直於未變形的

元素中心面之法線向量， 是當前垂直於未變形的元素中心面之法

線向量。 

un′ djn′ un djn un′ u
I n

α u
I n

un

    令 及 為將 與 表示成在當前元素座標 (i=1,2,3)軸分

量的向量，則元素變形角可表示成 

E
un E

djn un djn E
ix

       
E
dj

E
u

E
dj

E
uE

dj
E
u

E
j

E
j

E
j nn

nn
nnθ

θ
θ

×

×
⋅=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

= − )(cos
0

1
2

1

                (2.52) 

 

2.7旋轉向量 

  本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖 2.8所示，一向量

受到一旋轉向量R n φ 的作用而轉到一個新位置R′，R與R′之間的關

係可表示成[43] 

       )(sin))(cos-(1 cos RnnRnRR ×+⋅+=′ φφφ           (2.53) 

 

2.8系統的平衡方程式與收斂準則 

    結構系統受位移負荷時，其平衡方程式可表示為 
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       0),( == pQQFΨ λ                                (2.54) 

其中 為系統不平衡力向量， 為系統節點內力， 為系統位移向

量，

Ψ F Q

λ為負荷參數， 為參考位移負荷向量。 可由(2.38)與(2.44)

式的元素節點力，以標準的座標轉換，轉換到對應總體座標後再組合

而成。 

pQ F

    本文以不平衡力 的weighted Euclidean norm做為平衡迭代時的

誤差度量，且收歛準則表示為 

Ψ

       tol
e

ee ≤=
F
Ψ

                                    (2.55) 

其中 為對應於位移負荷的系統節點反力向量。 為一給定的容許

誤差值。 

eF tole
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第三章  數值計算方法與程序 

 

    本文為了模擬 2.1節所敘述之問題，將採兩階段的位移負荷來分

析。在第一階段的模擬中，同時施加三組位移負荷，這三組位移負荷

分別為施加 向的位移X dλ 於 0X = 的左夾持端，和施加 向的轉角Y θλ

於 的右夾持端，以及施加 向的轉角-WX = Y θλ 於 0X = 的左夾持端，

如圖 3.1(a)所示。為了使施加的位移與轉角這三組位移負荷同時到達

期望值，位移與轉角三組負荷參數間必須維持一固定比率。待位移與

轉角達到給定期望值，則形成圓柱薄板受側向集中負荷之前的初始狀

態。 

    第一階段進行平衡迭代時的數值方法大部分採用文獻[42]中所提

出基於牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(arc length control)

法的增量迭代法，而為了使第一階段的邊界位移與轉角精確地達到期

望值，將於第一階段的最後一步增量使用標準牛頓法來達成。第二階

段一開始先重新設定兩夾持端的邊界條件，再施加一個 向的集中

位移負荷

Z−

Eλ 於圓柱板的中心(E 點)，如圖 3.1(b)所示。第二階段則全

程採用文獻[42]中所提的增量迭代法。 

    本文中為了求得分歧點，以系統切線剛度矩陣之行列式值為零來

判斷。本文採用二分法決定增量位移向量的長度，以求得系統切線剛

度矩陣之行列式值為零的平衡位置。為了求得次要平衡路徑，本文在

平衡路徑的第一個挫曲負荷分歧點加入一個與第一挫曲模態向量方

向一致的擾動位移。 

 

3.1增量迭代法 

    若第 I 個增量的平衡位置為已知，令其位移向量為 、負荷參IQ
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數為 Iλ ，則在此位置的系統切線剛度矩陣 可以求得，且第 I+1個

增量的初始增量位移向量

TK

Q∆ ，可以利用尤拉預測值(Euler predictor)

求得[40] 

       TrQ λ∆=∆  

                                        (3.1) P
I
TT FKr 1)( −−=

       
λ∂
∂

=
FFP  

其中 λ∆ 為初始增量負荷參數， 為參考負荷向量 的切線解， 為

(2.54)式中的系統節點內力。

Tr PF F

λ∆ 可利用下式求出[41] 

       ( ) 2/1
T

t
Tl rr∆±=∆λ                                 (3.2) 

其中正負號決定方法如下：若第 I-1與 I個增量收歛時，其系統切線

剛度矩陣之行列式值同號，則 λ∆ 的正負號和第 I 個增量時相同；若

異號則符號相反。 l∆ 表示第 I+1個增量的增量弧長，其值可以如下決

定[41] 

       ( ) 21
IDI JJll ∆=∆                                  (3.3) 

其中 為給定的期望迭代次數， 為第 I 個增量迭代至平衡所使用

的迭代次數，

DJ IJ

Il∆ 為第 I個增量的增量弧長。 

    本文第一個增量的增量弧長 1l∆ 是由下式決定 

       
cr

l
max

0max
1 I

R R
=∆                                    (3.4) 

上式中 為給定的參考自由度之最大位移量，maxR 0R 為參考負荷向

量 作用下的系統線性解之 Euclidean norm， 為給定之最大增量

次數，

PF maxI

cr 為 在參考自由度的分量之絕對值。 0R

    在平衡迭代時增量位移向量 Q∆ 及增量位移負荷參數 λ∆ 已知，由

，=+1IQ QQ ∆+I λλλ ∆+=+ II 1 ，參考位移負荷向量 及 2.3.2節與PQ
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2.5 節的方法，則可求得系統中各殼元素在當前的元素座標、節點位

移、節點變形角。再利用 2.4節的方法求得當前元素座標上的節點內

力及剛度矩陣，再由座標轉換轉到總體座標的節點內力及剛度矩陣。

當系統內力及外力求得後，不平衡力向量 可由(2.54)求得。若(2.55)

的收斂準則不能滿足，則利用定弧長控制法[41]求得一位移修正量

Ψ

Qδ 與負荷參數修正量δλ，並加入前一次迭代的 Q∆ 與 λ∆ 中，而得到

一新的增量位移向量與增量負荷參數，再進行下一次迭代。 Qδ 與δλ

可由下列兩式決定 

                                  (3.5) )( 1
1

PIT FΨKQ δλδ +−= +
−

                                (3.6) )()(2 QQQQ δδδ +∆+∆= tl

以上迭代過程一直重複至不平衡力滿足(2.55)式的收斂準則。 

 

3.2二分法 

    利用 3.1節的增量迭代法可以求得結構之主要平衡路徑。在每個

增量的迭代收歛時，可以得到該增量在其平衡位置的負荷參數λ及結

構剛度矩陣的行列式值 )(λD 。令 Iλ 及 )( ID λ 分別表示第 I個增量在其

平衡位置的λ及 )(λD 值。 1+Iλ 及 )( 1+ID λ 分別表示第 I+1 個增量在其

平衡位置的λ及 )(λD 值。 1+∆ Il 表示第 I+1 個增量的增量位移向量之

弧長。若 )( ID λ 大於零且 )( 1+ID λ 小於零則可利用以下二分法求得挫曲

負荷參數 crλ ： 

(1) 令 ，0=∆ Ll 1+∆=∆ IR ll ， IL λλ = ， 1+= IR λλ 。其中下標 L及 R表示

左界及右界。 

(2) 取
21

RL
I

lll ∆+∆
=∆ + ，重做第 I+1 個增量迭代，並求得新的 1+Iλ 及

)( 1+ID λ 。 
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(3) 若 )( 1+ID λ 大於零，則令 1+= IL λλ ， 1+∆=∆ IL ll 。若 )( 1+ID λ 小於零，

則令 1+= IR λλ ， 。 1+∆=∆ IR ll

(4) 若下列二式挫曲誤差準則同時滿足，則 1+Iλ 即為系統挫曲負荷，否

則回到步驟(2)，重新展開下一次二分法迭代。 

    D
I e

D
D

<+

)0(
)( 1λ

 

    λλ
λλ

e
I

LR <
−

+1
 

   其中 及 為給定的容許誤差值，本文例題之計算給定

及 。 

De λe
810−=De

510−=λe

 

3.3 數值程序 

本文針對此問題之模擬與分析，採用的數值程序說明如下： 

1. 輸入初始的結構資料、材料常數，與分析所需的階段數目、每個

階段的位移負荷數，以及轉換至下一階段所需變換的自由度數目。 

2. 設定該階段結構的邊界狀態，選擇該階段的參考自由度，並給定

期望此自由度於該階段應達到的位移，以及設定該階段收斂時的

容許誤差。 

3. 設定該階段的位移負荷，若該階段有兩個以上之位移負荷同時作

用，則輸入位移負荷間的比例大小。 

4. 使用迭代法求增量的收歛解 

   (a)利用已知的增量位移求當前元素變形並計算元素節點內力。 

   (b)計算不平衡力Ψ，檢查是否滿足收斂準則，若滿足，則進行 5.；

否則減少增量弧長並計算新的增量位移與增量負荷，回到(a)重

新此增量。 
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5. 計算下一次增量所需的資料 

   (a)檢查該階段之參考自由度的位移是否已達的給定值。若已達到

給定值則進行 6.；否則進行下一步工作。 

   (b)計算切線剛度矩陣 與參考負荷向量 ，並計算下一個增量

的增量位移、增量弧長與增量負荷參數。 

TK PF

   (c)回到 2.執行迭代工作。 

6. 更換邊界狀態，並把邊界條件更動的節點位移儲存，供下一階段

的分析工作所使用。 
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第四章  數值分析與結果 

 

    在本章中，將以第二章之殼元素及第三章所提的數值程序，分析

圖 4.1所示之圓柱薄殼受側向集中負載下的變形，以及討論位移負載

偏移、結構的不完美對結構變形的影響。該分析為文獻[23]之實驗的

數值模擬，文獻[23]的實驗中將一長寬比為 2:1 的薄板用夾鉗夾住薄

板的兩個長邊，夾鉗將薄板彎成一圓柱殼，兩夾持邊與水平面夾 20

度角(約 0.3491rad)，然後施加一位移負荷於結構中心，觀察結構變形

的過程。本文分析時採用兩階段的位移負荷來進行數值模擬，在第一

階段中使用三組位移負荷分別為 dλ 、 θλ 、- θλ ，如圖 3.1(a)所示。經

由第一階段的三組位移負荷將一薄板彎成如圖 4.1的結構。第二階段

則使用一位移負荷 Eλ (如圖 3.1(b))施加於結構中心，模擬如圖 4.1 的

圓柱薄殼中心受到一側向位移負荷後的行為並與文獻[23]的實驗結果

比較。在本章所考慮之結構的幾何及材料性質皆採用文獻[23]中的資

料，其數值分別為長度 L=35cm、寬度 W=17.5 cm、厚度 h=0.35mm，

蒲松比 4.0=ν ，楊氏係數 29 Nm103.8E −×= ，並稱其為標準尺寸。本

章除特別聲明外，皆使用標準尺寸並取整體結構來進行分析。 

 

4.1元素的收斂性與準確性分析 

    為了解本文中所採用之數值程序的可行性及三角殼元素的準確

性，本節首先分析如圖 4.2(a)所示之圓柱殼，其結構中心受到一位移

負荷 Eλ 作用，如圖 4.2(b)。結構的兩個直邊為鉸接，兩個曲邊為自由

邊。本例題分別取(a)整個結構與(b)二分之一的結構進行分析。以整

個結構分析時，將其離散為 200 個三角殼元素(10×10 之網格)，使用

18個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4，平衡迭代的容許誤差值
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取 ，挫曲負荷參數4101 −× crλ =9.481mm；以二分之一的結構分析時，

則將結構離散成 100個三角殼元素(5×10之網格)，使用 20個增量，

每個增量的平均迭代次數約為 4，平衡迭代的容許誤差值取 ，

挫曲負荷參數

4101 −×

crλ =9.48mm。圖 4.3是反力-位移負荷參數圖，圖 4.3中

的 Present (a)是以整個結構分析的結果，Present (b)是以二分之一結構

分析的結果。圖 4.3中 為在位移負荷方向之反力， 及ER ER Eλ 相當於

文獻[2]中的力負荷及力負荷方向的位移，由圖 4.3可見本文的結果與

文獻[2]的結果相當吻合，故本文的數值程序可以準確找出主要平衡路

徑、分歧點及次要路徑。 

    為了解本文所採用之三角殼元素的收斂性，本節用不同的元素網

格分析如圖 4.1(a)之標準尺寸的完美圓柱薄殼，其中心受到一集中位

移負荷作用。本例題分析時，將一平板分割成 24×48、30×60、40×80

的網格，並以兩階段位移負荷的步驟來分析。圖 3.1(a)(b)為本章例題

中薄殼受到位移負荷的種類，圖 3.1 (a)為第一階段的三組位移負荷參

數 dλ 、 θλ 與- θλ ，其中 θλ = 1λ (rad)、 dλ =28.6479 1λ (mm)；圖 3.1 (b)為

第二階段的位移負荷參數 Eλ ， Eλ = 2λ (mm)。本文中以標準尺寸的薄

板用兩階段位移負荷來分析，並將其視為與文獻[23]中的實驗等效。

文獻[23]實驗中所施加的位移負荷固定在圓柱薄殼正中心的位置，其

容許偏移誤差為 0.1mm，因此本文將第二階段的位移負荷設定在薄殼

正中心的節點(如圖 4.1(b)之 E點)上，並固定 E點在 X-Y平面上位置，

使作用在 E點的位移負荷不隨著結構變形而偏移。圖 4.4及圖 4.5則

分別為用 24×48、30×60、40×80 的網格分析下，所得到第一階段結

構中心(E點)在 Z向的位移與負荷參數 θλ 的關係曲線圖，以及第二階

段結構中心(E點)在 Z向的反力與負荷參數 Eλ 的關係曲線圖。由圖 4.4

及圖 4.5的結果可知 24×48的網格結果已足夠準確。為了讓結構的受
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力與變形能有更細部的呈現，本文中以後的例題將一律使用 30×60

的網格來分析。圖 4.6 為第二階段負荷所得到的 E 點之反力-負荷參

數曲線圖(30×60 之網格)與文獻[23]的結果比較，可見本文在極限點

( Eλ =13.6mm)前的曲線與文獻[23]曲線的趨勢相當接近。 

 

4.2完美結構的分析 

    本節分析標準尺寸的殼結構，其尺寸與邊界條件皆為對稱的狀

態，所以為一完美結構。本例題分析過程中第一階段使用 19個增量，

每個增量的平均迭代次數約為 3，平衡迭代的容許誤差值取 ；

第二階段使用 45 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4，平衡迭

代的容許誤差值取 。 

5101 −×

4101 −×

    圖 4.7-圖 4.22為本例題之結果，圖 4.7為第一階段下薄板受到三

組位移負荷作用下，結構上 AB 線段(如圖 4.1(b))隨著位移負荷 θλ 的

變形過程，圖 4.8為第一階段下結構 CD線段(如圖 4.1(b))在不同移負

荷 θλ 下對 E 點的相對位移；圖 4.9-圖 4.11 為第一階段下邊界反力分

布圖，由於第一階段結束後的結構邊界與水平面夾 20 度角，因此定

義邊界座標Y軸方向與總體座標之 Y軸重合，而右邊邊界(如圖 4.1(b)

之 HI邊)座標的X、Z軸為總體座標的 X、Z軸繞 Y軸順時鐘方向旋

轉 20 度後的位置，左邊邊界(如圖 4.1(b)之 FG邊)座標的X、Z軸為

總體座標的 X、Z 軸繞 Y 軸逆時鐘方向旋轉 20 度後的位置，如圖

4.1(c)。本文以下之邊界反力皆以結構 HI 邊(如圖 4.1(b))的邊界反力

表示。由圖 4.8 中可發現 CD 線段的兩端產生較大的相對位移，CD

線段並非完全的水平，因此邊界兩端的反力比邊界其他地方明顯，由

圖 4.9可看到邊界的兩端附近受到拉力外，其餘皆受到壓力。圖 4.12-

圖 4.14 為第二階段不同位移負荷 Eλ 下，在邊界所受到的反力圖，由
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圖 4.12-圖 4.14的結果可見完美結構在邊界X、Y、Z三個方向的反

力對邊界中點對稱。邊界反力 XF 在靠近結構四個端點(如圖 4.1(b)之

F、G、H、I)附近為拉力區且有最大值，邊界其他區域則為壓力區；

若將邊界反力除以結構邊界的斷面積，則邊界端點的X向最大拉應力

可達 4.025 MPa，X向最大壓應力約 0.675MPa，Y向最大應力可達

0.845 MPa。邊界反力 XF 在邊界中點附近(如圖 4.1(b)之 A、B點附近)

在 Eλ =4.339mm時本來為拉力區，在 Eλ =10.05mm之後則轉變為壓力

區。由圖 4.15的CD線段變形圖中可觀察到施加於中點的位移負荷 Eλ

造成結構兩個短邊(如圖 4.1 (b)之 FH、HI邊)翹起，為了抵抗在結構

短邊的翹曲，夾持端在端點(如圖 4.1(b)之 F、G、H、I)附近產生拉力

來阻止結構從夾鉗中抽離。圖 4.16則為第二階段 AB線段在不同位移

負荷下 Z方向的變形圖。結構之 AB與 CD線段(如圖 4.1(b))在 Z方

向的變形皆對稱結構中點。 

    圖 4.17為第二階段不同位移負荷 Eλ 下 CD線段(如圖 4.1(b))之 X

向位移 變化圖，圖 4.18則為第二階段不同位移負荷u Eλ 下AB線段(如

圖 4.1(b))之 Y向位移 變化圖。由圖 4.17可發現雖然在v Eλ =12.47mm

時，接近 C、D 點(如圖 4.1(b))附近的 X 向位移 較其他位移負荷下

相對較大，但是基本上 X向位移 幾乎接近於零，而且位移分布對稱

於 E點。圖 4.18的結果亦呈現出AB線段之Y向位移 對稱於 E點(如

圖 4.1(b))，在位移負荷

u

u

v

Eλ =13.67mm時有最大值，AB線段之 Y向位

移 大約介於 到v 5104 −×− mm5103 −× 之間； Eλ =15.08mm時位移 分布

則又趨於平緩，此時結構為一波浪狀的薄殼。當初在第二階段分析

中，為了使位移負荷精準的施加於結構中點(E點)，而固定 E點在 X、

Y上的位置，因此由圖 4.17與圖 4.18中可見 E點的位移 、 為零。

圖 4.19、圖 4.20分別為 E點在 X與 Y向反力-負荷參數

v

Eu Ev

Eλ 的曲線圖，
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從圖中可發現在 Eλ =12.47mm 到極限點( Eλ =13.64mm)之間有較大的

反力產生，由圖 4.17、圖 4.18可知在 Eλ =12.47mm時 AB與 CD線段

產生相對較大的位移，而 E點的 X、Y向自由度又被固定，因此在 E

點在位移負荷 Eλ =12.47mm時產生反力。 

    圖 4.21(a)-(d)則為第二階段四種不同位移負荷參數下結構整體的

變形圖，圖 4.22 則為不同位移負荷下結構變形的上視圖。由圖 4.22

的(a)-(c)可觀察到 D-cones 在 AB 線段上產生，並且凹陷部分的脊線

圍成一個菱形，菱形區域則隨著位移負荷增加而變大，D-cones 往兩

邊界的中點(如圖 4.1(b)之 C 點、D點)靠近，直到位移負荷超過極限

點後，結構變成一波浪狀的薄殼，如圖 4.22(d)。此結果雖然可觀察到

D-cones 的產生以及結構轉換成波浪狀的變形，但是與文獻[23]的數

值結果一樣，無法觀察到實驗中產生的菱形區域對 E 點旋轉一個角

度，以及菱形區域變成梯型區域這兩種變形現象。 

 

4.3位移負荷 Eλ 偏移 

    本例題將使用標準尺寸之薄板來測試位移負荷偏離 E 點(如圖

4.1(b))對結構變形的影響，觀察是否產生 4.2 節中提到的兩個未出現

的變形轉換。由於文獻[23]提到其位移負荷的容許偏移誤差在 0.1mm

以內，因此本例題測試採用三組偏移距離 分別為偏離 E 點右邊

0.01mm、0.05mm 及 0.1mm，使第二階段的位移負荷

Rd

Eλ 作用的位置

產生偏移，其中 E 點的 X 座標原為 92.5mm，偏移後的 X 座標則為

92.51、92.55以及 92.6mm，並假設偏移後的位置分別為 、 、

點(如圖 4.23(a))，偏移後的位移負荷稱為

1E 2E 3E

E ′λ 。 

    圖 4.23(b)為 、 及 點反力-負荷參數曲線圖，結果顯示三種

位移負荷偏移的情況與位移負荷不偏移時(

1E 2E 3E

0=Rd )的情況幾乎相
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同。圖 4.24 為三種偏移距離下位移負荷施加點的 X 向反力-位移負

荷參數圖，圖 4.25則為三種偏移距離下位移負荷施加點的 Y向反力

-位移負荷參數圖，由圖 4.24 及圖 4.25 可知 X 與 Y 向的反力皆在

E ′λ =12.47mm附近產生較大的變化。而偏右距離 ≤Rd 0.1mm的整體

結構變形圖在變形為波浪狀之前，亦無觀察到文獻[23]實驗中產生的

菱形區域對 E點旋轉一個角度，以及菱形區域變成梯型區域這兩種

現象。本文僅顯示 mm 時的結構變形上視圖(圖 4.26)，以及

mm 結構中線 AB、CD 線段(如圖 4.1(b))的位移分布圖(圖

4.27、4.28)。由圖 4.27、4.28可知因為位移負荷偏移的關係，CD中

線的 X向位移較位移負荷不偏移的時候還要來的大，而 AB中線 Y

向位移分布在

1.0=Rd

1.0=Rd

E ′λ =12.37mm 之後產生不對稱的分布，但對整體結構

變形的轉換仍無影響。 

    本文亦測試兩種位移負荷偏移的情況：(1)在 X-Y平面上偏 E點

上方 =0.1mm，偏移後的位置稱為 (如圖 4.29(a))；(2)偏 E點右上

方 =0.1mm，偏移後的位置稱為 (如圖 4.30(a))，本文中僅顯示兩

種位移負荷偏移情況的結構在不同位移負荷下的變形上視圖，如圖

4.29(a)、圖 4.30(b)，由圖 4.30(b)可見結構在位移負荷

Ud 4E

RUd 5E

Eλ =13.18mm的

時候，結構變形凹陷的部份近似一個三角形，但還是與文獻[23]實驗

觀察的結果不同。因此第二階段施加於結構中心的位移負荷 Eλ ，其

位置在偏移誤差 0.1mm 的範圍內皆不會產生文獻[23]實驗中觀察到

的菱形區域對中點旋轉一個角度，以及菱形區域變成梯型區域這兩個

變形轉換，但是對於 D-cones移動及結構變形還是有影響。 

 

4.4 不完美結構的分析 

    本節將採用圖 4.31 所示的薄板以兩階段位移負荷來分析，兩個
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階段所施加的位移負荷與 4.1節中相同。本例題之薄板在第一階段兩

長邊 FG與 HI(如圖 4.31)用夾鉗夾持時，夾鉗分別以 A點與 B點(如

圖 4.31)為基準，在 X-Y平面上旋轉一個角度，此時兩邊界與 Y軸夾

一個小角度 cθ ，且兩夾持端互相平行，形成新的邊界為 和 (如

圖 4.31)。此時薄板可視為一近似矩形的平行四邊形薄板。本例題考

慮 ， 、 、

GF ′′ IH ′′

°= 3274.0cθ FF ′ GG ′ HH ′及 II ′線段(如圖 4.28)皆為 1mm時的

情況，討論邊界不完美對結構變形的影響。 

    圖 4.32為本例題之結構與完美結構之 E點(如圖 4.1(b)、圖 4.31)

反力-位移負荷參數的比較圖，由圖中可發現不完美結構在位移負荷

Eλ 約在 12.47mm與 13.61mm之間的 E點反力較完美結構小，但位移

負荷到了 Eλ =13.61mm 之後不完美結構 E 點的反力則繼續增加。圖

4.33-圖 4.35 為不完美結構在第二階段分析的邊界反力分布圖，由圖

4.33-圖 4.35 可發現由於邊界歪斜一個小角度的關係，造成邊界反力

分布不對稱，其中邊界反力在 Eλ =11.2mm 之後G′端的反力比 端

大、 端的反力比 端大(參考圖 4.31)。此不完美結構在四個不同位

移負荷下的整體變形圖顯示在圖 4.36(a)-(d)中，在圖 4.36(c)-(d)中可

看到明顯的四個 D-cones正往結構的兩個短邊發展，在圖 4.36(b)中可

看到 D-cones所圍成的菱形區域對 Z軸轉了一個角度，可以由圖 4.37 

F′

H′ I′

(a)-(d)看到不同位移負荷下結構變形的上視圖中，獲得較清楚的圖形 

。由圖 4.37(b)中雖可看到菱形區域的旋轉，但還是無法觀察到轉換成

梯型區域的圖形，只能由圖 4.37(d)看到一平行四邊形區域的轉換，其

結果與文獻[23]實驗亦不相同，但可以知道結構邊界的不完美可能會

造成結構產生不同的變形。 
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第五章 結論與未來研究方向 

 

5.1結論 

    本文為了模擬一矩形薄板在長邊部分以夾鉗挾持，夾鉗先將薄板

彎成一圓柱狀，再施加一集中位移負荷於結構中心的情況，採用兩階

段的位移負荷分析。本文在第四章模擬完美結構的非線性行為，得到

的分析結果並未觀察到文獻實驗中某些位移負荷下的變形轉換，因此

本文測試不完美結構以及第二階段位移負荷偏移的情形，並討論文獻

實驗中結構變形轉換的原因。由本文的數值模擬結果，可以得到以下

結論 

1. 結構上 D-cones 的移動與變形轉換可能是因為結構受力不均的緣

故，因此完美結構的受力與變形皆對稱於結構中心，所以無法觀

察到菱形區域的旋轉與梯形區域的轉換這兩種不對稱的變形，若

將結構離散為更多的元素亦不會產生不對稱變形。 

2. 本文經由測試結果發現 D-cones 的移動會因為位移負荷施加的位

置而有改變，若位移負荷施加的位置造成結構受力不對稱，對結

構變形的影響比較明顯。 

3. 本文由模擬結果推測 D-cones的移動與結構的變形，可能與結構受

到夾持的邊界狀態有關，若邊界不完美，則可能會造成結構變形

的不對稱。並且由完美結構的模擬結果得知邊界X向最大拉應力

可達 4.025 MPa左右，X向最大壓應力約 0.675MPa，Y向最大應

力可達 0.845 MPa左右，若實驗中夾具與結構接觸面間無法提供足

夠的摩擦力，則可能造成結構在邊界無法完全固定而有些微滑動。 

 

5.2未來研究方向 

    本文推測 D-cones的移動和結構變形可能與結構邊界狀態有關，
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因文獻上未提到實驗時的夾持方式，故無法得知文獻實驗中真正的結

構初始邊界狀態，以及實驗中是否因夾具摩擦力不足，產生邊界某些

位置有滑動位移，未來應以實驗確定夾持的邊界條件。本文有限元素

分析中所採用的元素假設薄膜變形與彎曲變形之間無耦合作用，而元

素切線剛度矩陣為一近似剛度矩陣，這可能影響分析結果，因此往後

可以考慮採用薄膜變形與彎曲變形之間有耦合作用的元素，並以精確

的切線剛度矩陣來偵測分歧點及挫曲模態。 

 

 32



                        參 考 文 獻 

 

1. Eriksson A, Pacoste C, Zdunek A. Numerical analysis of complex 

instability behaviour using incremental-iterative strategies. Computer 

Methods in Applied Mechanics and Engineering 1999; 179:265–305. 

2. Boutyour EH, Zahrouni H, Potier-Ferry M, Boudi M. Bifurcation 

points and bifurcated branches by an asymptotic numerical method 

and Pade approximants. International Journal for Numerical Method 

in Engineering 2004; 60:1987–2012. 

3. Riks E. On formulations of path-following techniques for structure 

stability analysis. New Advances in Computational Structures 

Mechanics 1992; 65–79. 

4. Ramme E. Strategies for tracing the nonlinear response near limit 

points. Nonlinear Finite Element Analysis in Structural Mechanics 

1981; 63–89. 

5. Cochelin B, Damil N, Potier-Ferry M. Asymptotic-numerical method 

and Padé approximants for non-linear elastic structures. International 

Journal for Numerical Methods in Engineering 1994; 37: 1187–1213. 

6. Cochelin B. A path-following technique via an asymptotic-numerical 

method. Computers & Structures 1994; 53:1181–1192. 

7. Argyris JH, Dunne PD, Malejannakis GA, Schelke E. A simple 

triangular facet shell element with application to linear and nonlinear 

equilibrium and elastic stability problems. Computer Methods in 

Applied Mechanics and Engineering 1977; 10:371–403, 11:97–131. 

8. Noor AK, Hartley SJ. Nonlinear shell analysis via mixed 

Isoparametric elements. Computers & Structures 1977; 7: 615-626. 

 33



9. Horrigmoe G, Bergan PG. Nonlinear analysis of free-form shells by 

flat finite element. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering 1978; 16:11–35. 

10. Hsiao KM. Nonlinear analysis of general shell structures by flat 

triangular shell element. Computers and Structures 1987; 25:665–675. 

11. Sabir AB, Djoudi MS. Shallow shell finite element for the large 

deflection geometrically nonlinear analysis of shells and plates. 

Thin-Walled Structures 1995; 21:253–267. 

12. Surana KS. Geometrically nonlinear formulation for the curved shell 

elements. International Journal for Numerical Methods in Engineering 

1983; 19:581–615. 

13. Sabir AB, Lock AC. The application of finite element to the large 

deflection geometrically nonlinear behavior of cylindrical shells. 

Variational Methods in Engineering 1972; 7:66–75. 

14. Chang TY, Sawamiphakdi K. Large deflection and post-buckling 

analysis of shell structures. Computer Methods in Applied Mechanics 

and Engineering 1982; 32:311–326. 

15. Martin RAF, Owen DRJ. Elastic-plastic and geometrically nonlinear 

thin shell analysis by SemiLoof element. Computers & Structures 

1981; 13:505–513. 

16. Mandal P, Calladine CR. Buckling of thin cylindrical shells under 

axial compression. International Journal of Solids and Structures 2000; 

37:4509–4525. 

17. Hornung U, Saal H. Buckling loads of tank shells with imperfections. 

International Journal of Non-Linear Mechanics 2002; 37:605–621. 

18. Lim CW, Ma YF, Kitipornchai S, et al. Buckling of vertical cylindrical 

shells under combined end pressure and body force. Journal of 

Engineering Mechanics 2003; 129: 876–884. 

 34



19. Li JZ, Hung KC, Cen ZZ. Shell element of relative degree of freedom 

and its application on buckling analysis of thin-walled structures. 

Thin-Walled Structures 2002; 40:865–876. 

20. Kim SE, Kim CS. Buckling strength of the cylindrical shell and tank 

subjected to axially compressive loads. Thin-Walled Structures 2002; 

40: 329–353. 

21. Pinna R, Ronalds BF. Buckling and postbuckling of cylindrical shells 

with one end pinned and the other end free. Thin-Walled Structures 

2003; 41:507–527. 

22. Papadopoulos V, Papadrakakis M. The effect of material and thickness 

variability on the buckling load of shells with random initial 

imperfections. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering 2005; 194:1405–1426. 

23. Boudaoud A, Patrício P, Couder Y, Amar MB. Dynamics of 

singularities in a constrained elastic plate. Nature 2000; 407:718–720. 

24. Patrício P, Krauth W. Numerical solutions of the Von Karman 

equations for a thin plate. Journal of Modern Physics 1997; 

8:427–434. 

25. Dawe DJ. Shell analysis using a simple facet element. Journal of 

Strain Analysis 1972; 7:266–270. 

26. Gallagher RH. Finite Element Analysis Fundamentals. Prentice-Hall: 

Englewood Cliffs; 1973. 

27. Olson MD, Bearden TW. The simple flat triangular shell element 

revisited. International Journal for Numerical Methods in Engineering 

1979; 14:51–68. 

28. Pica A, Wood RD, Hinton E. Finite element analysis of geometrically 

nonlinear plate behavior using a Minflin formulation. Computers & 

Structures 1980; 11: 203-215. 

 35



29. Batoz JL, Bathe KJ, Ho LW. A study of three-node triangular plate 

bending elements. International Journal for Numerical Methods in 

Engineering 1980; 15: 1771-1812. 

30. Bathe KJ, Ho LW. A simple and effective element for analysis of 

general shell structures. Computers & Structures 1981; 13: 673-681. 

31. Surana KS. Geometrically nonlinear formulation for the curved shell 

element. International Journal for Numerical Methods in Engineering 

1983; 19: 581-615. 

32. Key SW, Hoff CC. An improved constant membrane and bending 

stress shell element for explicit transient dynamics. Computer 

Methods in Applied Mechanics and Engineering 1995; 124: 33-47. 

33. Zhu YG, Zacharia T. A new one-point quadrature shell element with 

drilling degrees of freedom. Computer Methods in Applied Mechanics 

and Engineering 1996; 136: 165-203. 

34. Levy R, Gal E. Geometrically Nonlinear three-noded flat triangular 

shell element. Computers & Structures 2001; 79: 2349-2355. 

35. Zhang YX, Cheung YK. A refined non-linear non-conforming 

triangular plate/shell element. International Journal for Numerical 

Methods in Engineering 2003; 56: 2387-408. 

36. Wenzel T, Schoop H. A non-linear triangular curved shell element. 

Communications in Numerical Methods in Engineering 2004; 20: 

251-64. 

37. Wu S, Li GY, Belytschko T. A DKT shell element for dynamic large 

deformation analysis. Communications in Numerical Methods in 

Engineering 2005; 21: 651-74. 

38. Bathe KJ, Bolourchi S. A geometric and material nonlinear plate and 

shell element. Computers & Structures 1979; 11: 23-48. 

 36



39. Batoz JL, Hammadi F, Zheng C, Zhong W. On the linear analysis of 

Plates and shells using a new-16 degrees of freedom flat shell element. 

Computers & Structures 2000; 78:11-20. 

40. Crisfield MA. Non-linear Finite Element Analysis of Solids and 

Structures volume 1-essentials. John Wiley and Sons; 1991. 

41. Crisfield MA. A fast incremental/iterative solution procedure that 

handles ‘snap-through’. Computers and Structures 1981; 13:55–62. 

42. 張景維,平面樑結構在位移負荷作用下之幾何非線性分析,交通大

學機械工程學系碩士論文,台灣,新竹,1998. 

43. Goldstein H. Classical Mechanics. Addision-Wesley Publishing 

Company; 1980. 

44. Zienkiewicz OC. The Finite Element Method, 3rd ed. London: 

McGraw-Hill; 1977. 
 

 37



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 1.1 文獻[23]實驗所觀察到四種變形轉換(a-d)及 
對應於 a-c圖結構的上視圖(e-g) 
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圖 2.1柱狀薄板結構示意圖  
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圖 2.2 三角元素的示意圖及節點自由度 

40



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2u

3v

3u
Ex2

Ex1

3

1
2

ionconfiguratCurrent

ionconfiguratInitial

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 2.3 CST元素在元素座標上的變形位移  
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圖 2.4 DKT元素的節點及其三邊上的局部座標示意圖  
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圖 2.5 變形前板元素中心面之單位法向量 n受旋轉向量θ
作用的示意圖 
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圖 2.7 決定板元素節點變形轉角的第 3個步驟之示意圖 
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圖 4.2 (a)結構示意圖 (b)位移負荷圖  
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圖 4.3結構中點的反力-位移負荷參數曲線圖  
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圖 4.4第一階段 E點之位移-負荷參數圖 
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圖 4.5第二階段 E點之反力-負荷參數圖  
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圖 4.6  E點之反力-負荷參數曲線圖  
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圖 4.9 第一階段邊界 HI在不同位移負荷 θλ 下X方向的 
反力分布圖 
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圖 4.10 第一階段邊界 HI在不同位移負荷 θλ 下Y方向的 
反力分布圖 
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圖 4.11 第一階段邊界 HI在不同位移負荷 θλ 下Z方向的 
反力分布圖 
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圖 4.12 第二階段邊界 HI在不同位移負荷 Eλ 下X方向的 
反力分布圖 
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圖 4.13 第二階段邊界 HI在不同位移負荷 Eλ 下Y方向的 
反力分布圖 
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圖 4.14 第二階段邊界 HI在不同位移負荷 Eλ 下Z方向的 
反力分布圖 
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圖 4.16 第二階段不同位移負荷下 AB線段在 Z方向的
變形圖 
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圖 4.18 第二階段不同位移負荷 Eλ 下 AB線段之 
位移 v分布圖 
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圖 4.19 第二階段 E點 X向反力-負荷參數圖  
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圖 4.20 第二階段 E點 Y向反力-負荷參數圖  
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圖 4.21(a) 第二階段下 )(339.4 mmE =λ 的結構變形圖  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.21(b) 第二階段下 )(05.10 mmE =λ 的結構變形圖  
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圖 4.21(c) 第二階段下 )(67.13 mmE =λ 的結構變形圖  
 
 
 
 
 

圖 4.21(d) 第二階段下 )(08.15 mmE =λ 的結構變形圖 
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圖 4.22結構變形圖上視圖(a) mmE 339.4=λ  (b) mmE 05.10=λ  
(c) mmE 67.13=λ  (d) mmE 08.15=λ  
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圖 4.27 E點向右偏移 0.1mm時在不同位移負荷 E′λ 下 
AB線段之位移 v分布圖 
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圖 4.28 E點向右偏移 0.1mm時在不同位移負荷 E′λ 下 
CD線段之位移 u分布圖 
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 圖 4.30 (a)位移負荷偏移後的位置圖 (b)位移負荷偏移後的位置

為E5時在不同位移負荷下的結構變形上視圖  
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圖 4.31 邊界不完美之結構示意圖  
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圖 4.32 不完美結構之 E點反力-位移負荷參數曲線圖 
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圖 4.33 不完美結構在第二階段不同位移負荷 Eλ 下邊界  IH ′′
在X方向的反力分布圖 

 
 
 

 79



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 50 100 150 200 250 300 350

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

 

 

R
ea

ct
io

n 
R

Y

 
 

 (N
)

Y (mm)

 4.325
 10.01
 11.2
 12.31
 13.68
 17.15

(mm)Eλ

 
 
 
 
 
 
 
 圖 4.34 不完美結構在第二階段不同位移負荷 Eλ 下邊界  IH ′′

在Y方向的反力分布圖  
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 圖 4.35 不完美結構在第二階段不同位移負荷 Eλ 下邊界  IH ′′

在Z方向的反力分布圖  
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圖 4.36(a) 不完美結構在第二階段下 )(325.4 mmE =λ 的結構變形圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.36(b) 不完美結構在第二階段下 )(31.12 mmE =λ 的結構變形圖 
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圖 4.36(c) 不完美結構在第二階段下 )(68.13 mmE =λ 的結構變形圖  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.36(d) 不完美結構在第二階段下 )(8.17 mmE =λ 的結構變形圖 
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圖 4.37 不完美結構變形圖的上視圖(a) mmE 325.4=λ  
(b) mmE 31.12=λ (c) mmE 68.13=λ (d) mmE 8.17=λ  
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附錄 A  DKT元素的形狀函數 

在(2.28)式裡面的 與 分別有 9個分量，其表示式為[29] xH yH

        )(5.1 55661 NaNaH x −=

        66552 NbNbH x +=

        665513 NcNcNH x −−=

        )(5.1 66444 NaNaH x −=

        44665 NbNbH x +=

        446626 NcNcNH x −−=

        )(5.1 44557 NaNaH x −=

        55448 NbNbH x +=

        554439 NcNcNH x −−=

 

        )(5.1 55661 NdNdH y −=

       665512 NeNeNH y ++−=  

       23 xy HH −=  

        )(5.1 66444 NdNdH y −=

       446625 NeNeNH y ++−=  

       56 xy HH −=  

        )(5.1 44557 NdNdH y −=

       554438 NeNeNH y ++−=   

       89 xy HH −=  

其中 

       2
ij

ij
k

l

x
a

−
=  
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       2
4
3

ij

ijij

k
l

yx
b =  

       2

22 )
2
1

4
1(

ij

ijij
k

l

yx
c

−
=  

       2
ij

ij
k

l

y
d

−
=  

       2

22 )
2
1

4
1(

ij

ijij

k
l

yx
c

−
=  

        )( 222
ijijij yxl +=

其中 6,5,4=k 分別對應到 12,31,23=ij 如圖 2.4所示， j，

。 

iij xxx −=

jiij yyy −=

在 、 的表示式中以及在(2.2.20)式中的xH yH )61( −=iNi 為[29] 

      )
2
1)(1(21 ηξηξ −−−−=N  

      )12(2 −= ξξN  

      )12(3 −= ηηN  

      ξη44 =N  

      )1(45 ηξη −−=N  

      )1(46 ηξξ −−=N  

 

其中ξ、η是元素面積座標裡的 與 [44]，如圖 A.1所示。 2L 3L

在文獻[44]中元素面積座標的 、 、 分別為 1L 2L 3L

))()((
2
1

233223321 yxxxyyyxyx
A

L −+−+−=  
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))()((
2
1

311331132 yxxxyyyxyx
A

L −+−+−=  

))()((
2
1

122112213 yxxxyyyxyx
A

L −+−+−=  

)(2 312312211332 yxyxyxyxyxyxA −−−++=  

其中 、 、 、 、 、 分別是元素三個端點在元素座標的座

標值。 

1x 2x 3x 1y 2y 3y

1L 、 、 對2L 3L x、 的偏微分別為 y

32
1 yy
x
L

−=
∂
∂  

13
2 yy
x

L
−=

∂
∂  

21
3 yy
x
L

−=
∂
∂

 

23
1 xx
y
L

−=
∂
∂

 

31
2 xx
y
L

−=
∂
∂

 

12
3 xx
y
L

−=
∂
∂

 

因為 2L=ξ 、 3L=η 故 

13 yy
x

−=
∂
∂ξ  

31 xx
y

−=
∂
∂ξ  

21 yy
x

−=
∂
∂η  

12 xx
y

−=
∂
∂η  

依照本文元素座標的定義， 0211 === yyx  
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則ξ、η對 x、 的偏微分別為 y

313 yyy
x

=−=
∂
∂ξ  

331 xxx
y

−=−=
∂
∂ξ  

021 =−=
∂
∂ yy

x
η  

212 xxx
y

=−=
∂
∂η  

xH 與 對yH ξ與η偏微的表示式如下 

 

         

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
+−

−+−++−
−−−
++−−

+−−+++−
+−−
−+−

=

)(
)(
)(

)()21(62
)()21(
)()21(

)()21()(64
)()21(
)()21(

45

54

45

646

466

646

656

656

656

,

rr
qq
PP

rrr
qqq
PPP

rrr
qqq
PPP

x

η
η
η

ηξξ
ηξ
ηξ

ηξηξ
ηξ
ηξ

ξH

         

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
+−

−−−−
−+−+−

++−−
++−−
+−−+

−+−

=

)(
)(
)(

)()21(
)()21(1

)()21(
)()21(
)()21(1

)()21(

54

54

54

646

646

646

656

656

656

,

qq
rr
tt

qqq
rrr

ttt
qqq
rrr

ttt

y

η
η
η

ηξ
ηξ

ηξ
ηξ
ηξ

ηξ

ξH

 88



         

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−++−
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)(
)(
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)()21(
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rrr
qqq
PPP

rr
qq
PP

rrr
qqq
PPP

x

ξηη
ξη
ξη

ξ
ξ
ξ

ξηηξ
ξη
ξη

ηH

 

         

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
−+−+−

+−−
−−
−
+
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−−−−
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qq
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qqq
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ξη
ξ
ξ
ξ

ξη
ξη
ξη

ηH

其中 

        k
ij

ij
k a

l

x
P 6

6
2 =

−
= ；   k

ij

ij
k d

l

y
t 6

6
2 =

−
=  

        k
ij

ijij
k b

l

yx
q 4

3
2 == ；   2

23

ij

ij
k

l

y
r =  

        6,5,4=k 分別對應到 12,31,23=ij  
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圖 A.1 元素面積座標的示意圖 
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圖 A.2 殼元素節點的自然座標示意圖 
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             附錄 B  CST元素的剛度矩陣 

CST元素的剛度矩陣表示如下[26] 

 

 

 

 

 

 

 
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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xyyxyxxyxy
xxxxx

xyxxy
xy

D

νν
γγγγγν

γγγνγ
γγγ

γγ
γ

1u 2u 3u 1v 2v 3v

=mk

其中
32

2 )1(2 yx
EtD
ν−

= ，ν 是蒲松比(Poisson ratio)，
2

1
1

νγ −
= ，

2
1

2
νγ +

= ， 。 2332 xxx −=
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圖 B.1 CST元素節點座標示意圖  
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