
 

國立交通大學土木工程研究所 
Institute of Civil Engineering National Chiao Tung University 

 
碩士論文 

 
 

 

 

 

 

有限長度水槽中孤立波造波與傳遞過程之 
修正線性解析 

A Modified Linear Solution for Solitary Wave 
Generation and Propagation in a Finite Flume 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
指導教授：張憲國博士 

研究生：賴彥廷 
 

中華民國九十六年七月 
 



 i

摘要 

本文根據 Dean 與 Dalrymple（1991）描述造波水槽內部之線性邊

界條件，將水槽內部之流速勢分為振盪波與前進波以簡化問題，再以

Fourier 級數展開，可將問題化為二非齊次常微分方程式，在給定造

波初始條件的情況下即可解析有限長度造波水槽自靜止開始造波一

段時間後停止之線性暫態解。在給定造波板運動方程式的條件下，水

槽內部之波浪由開始造波至造波結束後波浪隨時間自由傳遞的過程

均可描述，並以步進速度造波（step-velocity）做為此模式之驗證，同

時討論了級數的收斂性、收斂項數與水槽長度之關係、以及方程式中

各項之物理意義。 

本文並以弱非線性的孤立波造波問題做為解析之對象，由於孤立

波造波板速度為一超越函數，造成解析上的困難；本文以 
hypergeometric 函數推求常微分方程式之全解，並與理論波形解比較

後，發現由於未考慮非線性及分散性過強等問題，使得線性暫態解較

理論波形拉長與歪斜，可能無法有效描述孤立波造波問題，故針對線

性之分散關係做出修正。以長波條件做為基準，將 Fourier 級數展開

之成份波分為弱分散波（weakly-dispersive wave）與非分散波

（non-dispersive wave），加上 Hedges（1976）之非線性淺水分散關係

式，推得修正後之線性解。並以修正線性解分別對孤立波造波過程後

波浪傳遞、尾波及波高衰減現象、以及質量守恆、級數收斂問題進行

探討，可發現隨著非線性效應之提高，孤立波造波後尾波效應及波高

衰減的量會隨之增加。 
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ABSTRACT 

The paper presents a linear transient solution for the solitary wave 
generated by a piston-type paddle in a finite flume based on the boundary 
condition derived by Dean and Dalrymple (1991). The wavemaker 
problem is simplified by decomposing the wave potential into two parts. 
One is the evanescent wave and the other is progressive wave. The 
possible solution for the evanescent wave is expressed in form of the 
Fourier series. The governing equations for velocity potential can be 
written as two nonhomogeneous ordinary differential equations. The 
corresponding analytic solution for this problem subjects to initial rest 
condition. The validity of the proposed solution for step-movement of the 
paddle is first examined well through the convergence of the series and 
by a comparison with the previous solution for an infinite flume. 

The solitary wave can be generated considering Goring and 
Raichlen’s movement of a paddle. The proposed original linear solution 
for the solitary wave generation is expressed in the hypergeometric 
function. Two disadvantages of the original solution with large trailing 
wave and skewed wave profile are found by comparing with the theory of 
solitary wave derived from Boussinesq’s equation. The difference 
between the original linear solution and the solitary wave theory results 
from the nonlinearity and dispersion of generated waves in the flume. A 
modification on linear wave speed for weakly dispersive wave is 
considered following Hedges’ (1976) expression. The other dispersive 
waves are assumed to move with a constant speed as a linear shallow 
wave. The modified solution keeps the basic conservation of mass and 
has good agreement with experimental results. Trailing wave increases 
with the large movement of a paddle, but the wave comparatively crest 
decay due to nonlinearity. 
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第一章 緒論 

1-1 研究動機 

在海洋工程的範疇中，經常使用造波水槽來進行波浪運動的物理

實驗。在造波水槽中的環境中，造波板運動產生波浪，藉由觀察波浪

與特定環境（如動床實驗、水中結構物等）在波浪經過時所造成的改

變，得以清楚地描述其物理機制，對於實際海岸工程的問題也有適當

的解決方式，因此造波過程的解析和海岸工程研究是息息相關的。 

造波機所產生的波浪需要理論的支持，來確保其所造出的波浪擁

有實驗所需要的特性，以往的文獻已經提供了相當的資訊可供參考。

但是在某些非線性波浪的造波過程中，由於造波板邊界以及自由水面

邊界均為變動邊界，且自由水面在求解前是未知的非線性邊界條件

（nonlinear boundary condition），造成解析上的困難，往往沒有辦法

提供一個顯性的解析解，而需仰賴電腦及數值技巧等工具來提供預測

解。對造波運動之波浪若可以理論解析之，而不必侷限於數值解析，

則更可清楚理解造波之機制。 

孤立波（solitary wave）是最常被提出來探討的非線性波浪，由

於其特性屬於弱非線性淺水長波，往昔研究常以孤立波來表示海嘯、

颱風暴潮、以及其它自由水面上非線性與頻散效應幾近平衡之長波現

象。然而在實驗水槽中，如何造出完美的孤立波一直是一個尚未解決

的問題，其尾端必然會有尾波之產生，目前也尚未有完整之理論解析

說明在水槽中根據孤立波條件造波後之自由水面變化，僅有依數值技

巧解出之模擬結果。因此若是能提出有效的理論解，對此類問題的理

解將有相當大的幫助。 

1-2 文獻回顧 

現實生活中的波浪多屬於難以計算的非線性問題，為了解析造波

水槽問題，其相關的方程式與邊界條件等均需簡化，並假設造波過程

中波浪已經發展至穩定狀態以方便解析。Havelock（1929）利用 
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Fourier 積分首先提出於半無限長度下的二維造波水槽線性理論。

Biesel 與  Suquet（1951）則提出直推式（piston-type）與直擺式

（flap-type）造波機所造出波浪之線性解。Hyun（1976）、Hudspeth 與 
Chen（1981）則驗證並推廣其結果。 

Fontanet（1961）在 Lagrangian 座標系統下，提出第一個完整的

二階造波理論。Madsen（1970）忽略一階振盪波（evanescent wave）
的影響，推導出產生二階  Stokes 波的直推式造波板運動函數。

Hudspeth 與 Sulisz（1991、1993）以特徵函數展開的方式推求完整

的二階造波理論的解析解。 

一些海岸工程的研究著重於某種特定形式（波高、週期等）的單

一波浪所造成的影響，為了實驗上的需要，暫態波（transient wave）
的造波問題也有許多相關的文獻研究。Kennard（1949）首先提出一

階的暫態波造波解析解。Das 與 Wiegel（1972）以考量直推式造波

機在指定的造波板速度時驗證  Kennard 的解析解。Moaes 等人

（1972）則以控制直推式造波板進行步進運動（step motion）得到暫

態波。Lee 等人（1989）以 Laplace 轉換與 Fourier 餘弦轉換求得在

有限長度二維水槽中非穩態波（unsteady wave）的一階線性解。Joo 等
人（1990）則以 Fourier 積分的技巧提出於半無限長度的二維水槽中

自由水面的暫態解。Hughes（1993）對於這些造波理論提出了分析與

評論。以上文獻僅為造波理論代表性著作，對於其它相關文獻與相關

數值技巧的發展，請再參考相關文獻。 

關於孤立波造波的部份，Russel（1845）首次觀查到了孤立波現

象，並利用重物自水面上自然落至底床的方式造出孤立波。Raichlen
（1970）藉由一垂直運動的直推式造波機描述海嘯的波浪如何由底床

運動產生。Hammack 與 Segur（1974）以理論與實驗的方式提出孤

立波可以由任何因為高於平均水面的水體造成的自由水面邊界運動

所產生。 

以上的理論都可以在實驗室造出孤立波，但是在其造出之孤立波

的尾端均跟隨著大小不一，波速較慢的尾波群。在實驗中，尾波必然

會對其實驗結果造成影響，為了減少尾波的發生，Goring 與 Raichlen
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（1980）基於 Boussinesq 方程式，提出以直推式造波機製造孤立波

的理論與實驗驗證。Katell 與 Eric（2002）則由 Rayleigh 的孤立波

解導出直推式造波板的運動方程式，並將其實驗結果與 Goring 與 
Raichlen（1980）的結果做出分析。相關的孤立波造波數值驗證部份

則可參考 Huang et al.（1998）、Woo 與 Liu（2004）、Dong et al.（2004）、
張（1997）與李（2004）等人的研究。 

1-3 研究方法 

實驗水槽的長度通常有限，所以如 Kennard（1949）與 Joo 等人

（1990）的結果只適用於水槽很長的情況。為了符合現實情況，發展

一有限長度水槽的解析解是有必要的。Lee 等人 (1989) 曾針對有限

長度水槽之瞬變造波問題提出一理論解析解，但其解析過程需使用 
Laplace 以及 Fourier 轉換法，使得求解較為複雜，且較難對轉換後

的變數提出物理解釋。本文基於 Joo 等人（1990）在卡氏座標下解

析造波機自靜止開始造波後自由水面暫態解的方法，根據 Dean 與

Dalrymple（1991）描述造波水槽內部之線性邊界條件，將水槽內部

之流速勢以 Fourier 級數展開，求解直推式造波機於有限長度水槽

中，由靜止開始造波後的暫態解析解，並根據 Goring 與 Raichlen
（1980）的孤立波造波板推動方式，解析孤立波之瞬時水面變化。 

1-4 文章結構 

本文分為下列五個章節，以說明本文研究的解析結果與修正方

向，及關於本文的討論與建議。 

第一章為緒論、研究目的及文獻回顧。 

第二章為各邊界條件與控制方程式的描述，以及線性理論解的推

導過程，並以步進速度造波做為驗證，討論收斂性及方程式中各項之

物理意義。 

第三章應用前章結果，推導以 Goring 孤立波造波理論所提出之

造波板運動方程式做為初始條件的線性解析。 
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第四章討論第三章的結果的正確性與修正方式，並將修正後的結

果與孤立波理論解比較，以及對修正線性解之波高衰減、尾波現象、

質量守恆等方面做出進一步的探討。 

第五章總結本文所得，並歸納討論與結論以供後續發展之建議。 
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第二章  線性水槽控制方程式與解析解 

2-1 控制方程式與邊界條件 

本文考慮之二維水槽如圖（2-1）所示。造波水槽一端為直推式

造波機，另一端則為全反射直立壁；所採用之座標系統為固定卡氏座

標，x 軸原點定義於造波板移動的平均位置，取向右為正，z 軸原點

則定義於靜水面，以垂直向上為正。水槽長度為 l，平均靜水深為 h。 

 
圖 2-1 二維有限長度造波水槽示意圖 

假設流體為不可壓縮（incompressible）、非黏性（non-viscous）、
波浪流場運動屬於無旋性運動（irrotational） 時，水槽中水體之運動

可視為勢能流動，亦即： 

( ) ( )tzxtzxU ,,,, Φ−∇=
v

 (2-1) 

其中U
v
為水分子運動速度，∇代表梯度運算子，Φ則為流速勢函數。 

水槽中之水體由於造波板位移造成流體運動，根據 Dean 與 
Dalrymple （1991）推導出的線性邊界條件與控制方程式，描述如下： 

水槽底端 
邊界條件 

底床邊界條件

自由水面邊界條件

造波板 
邊界條件 

x 

)(tux =Φ− 0=Φ− x

0=Φ− z

tz η=Φ−
0=Φ− tgη

0=Φ+Φ zzxx

h 

l 

0 

η

z 

S 



 6

1.水體控制方程式 

由於不可壓縮流體的假設，故將流速勢代入連續方程式可推得 
Laplace 方程式： 

0,0,0 ≤≤−≤≤=Φ+Φ zhlxzzxx  (2-2) 

2.邊界條件 

0),( ==Φ− xtux  (2-3) 

lxx ==Φ− ,0  (2-4) 

hzz −==Φ− ,0  (2-5) 

0, ==Φ− ztz η  (2-6) 

0,0 ==Φ− zg tη  (2-7) 

式中η為自由水面之水位函數。（2-3）式為一非齊次 Neumann 邊界

條件，代表造波板上之水分子的法線速度與造波板運動速度相等。

（2-4）式為水槽尾端全反射之邊界條件，（2-5）式為底床邊界條件，

表示在底床上之水分子沒有垂直底床之速度分量。最後二式（2-6）
式及（2-7）式為自由水面運動邊界條件（kinematic boundary condition 
at free surface）及自由水面動力邊界條件（dynamic boundary condition 
at free surface）。 

3.初始條件 

假設開始造波前波場完全靜止，則初始條件水位及水流均為零，

即為： 

0,0 == tη  (2-8) 

0,0 ==Φ t  (2-9) 
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2-2 暫態解理論解析 

為了求解（2-2）式－（2-9）式，我們將Φ分解成兩個部份為： 

( ) ( ) ( )tzxtzxtzx ,,,,,, φϕ +=Φ  (2-10) 

式中 ( )tzx ,,ϕ 為在 z 軸方向為週期性，且隨著與造波板距離增加而呈

指數方式衰減的振盪波， ( )tzx ,,φ 為隨著 x 軸方向傳遞的前進波。ϕ可

用級數表示為： 

∑
∞

=

−
−=

0
2 sin

sinh
)(cosh2

i
i

ii

i zK
lKK
xlK

h
uϕ , (2-11) 

式中 hiKi /)2/1( π+= 。（2-11）式已經滿足控制方程式（2-2）式與底床

邊界條件（2-5）式，將ϕ對 x 偏微分，可得到流體的水平速度分量

為： 

∑
∞

=

−
−=−

0
sin

sinh
)(sinh2

i
i

ii

i
x zK

lKK
xlK

h
uϕ . (2-12) 

在 lx = 時，（2-12）式可使水槽尾端邊界條件（2-4）式成立，表

示（2-11）式滿足水槽尾端邊界條件。而在造波板（ 0=x ）上之水分

子水平速度，若利用如下恆等關係（參考 Spiegel，1999），可使造波

板邊界條件（2-3）式成立，亦可證明（2-11）式滿足造波板邊界條件。 

0,
412

)12sin(
0

<<−−=
+
+∑

∞

=

y
n

yn
n

ππ , (2-13) 

式中 y 為一任意變數。 

（2-11）式尚未滿足自由水面邊界條件（2-6）式與（2-7）式，

若將（2-10）式與（2-11）式代入（2-2）式－（2-7）式，可得： 

0,0,0 ≤≤−≤≤=+ zhlxzzxx φφ  (2-14) 

lxx ,0,0 ==−φ  (2-15) 
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hzz −==− ,0φ  (2-16) 

0,
sinh

)(cosh2

0
=

−
−=−− ∑

∞

=
z

lKK
xlK

h
u

i ii

i
tz ηφ  (2-17) 

0,0 ==− zg tφη  (2-18) 

對（2-17）式等號右側取 Fourier 半幅餘弦展開級數可得： 

xk
n

hkh
l

h
lKK
xlK

n
n

n

i ii

i cos
tanh

2sinh
)(cosh

1

2

0
∑∑
∞

=

∞

=
+=

−
π

          (2-19) 

式中 lnkn /π= 。觀察（2-19）式的形式，可以假設 ),,( tzxφ 的解以 Fourier 

餘弦級數表示為： 

xkhzktAtA
n

nnn∑
∞

=

++=
1

0 cos)(cosh)()(φ                  (2-20) 

式中 ),2,1,0( L=nAn 為未知的時間函數。 

（2-20）式滿足（2-14）式－（2-16）式。若將（2-17）式和（2-18）
式結合消去η，可得聯合自由水面邊界條件為： 

0,cos
tanh2

1
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+ ∑

∞

=

zxk
n

hk
l
hgug n

n

n
ztt π

φφ  (2-21) 

將（2-20）式代入（2-21）式，比較等號兩側係數後可得： 

( )
l

guhtA =″
0  (2-22) 

( ) ( ) 1,
tanh2

sinhcosh ≥=+″ n
n

hkgu
hktAgkhktA n

nnnnn π
 (2-23) 

（2-22）式與（2-23）式均為二階非齊次常微分方程式，其全解

的形式為： 

( ) ( )tAbtatA p0000 ++= , (2-24) 
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( ) ( )tAtbtatA npnnnnn ++= ωω sincos , (2-25) 

式中 hkgk nnn tanh2 =ω ， ),2,1,0(  , L=nba nn 為未知的齊次解係數，

),2,1,0( L=nAnp 則為非齊次微分方程式的特解。當給定造波板速度形式

的初始條件時，即可解析特解與齊次解。 

求出 ( )tzx ,,φ 後，水面函數 ( )tx,η 可由邊界條件（2-7）式求得，即： 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++== ∑

∞

=

xkhzktAtA
gg

tx
n

nnnt
1

0 cos)(cosh)(')('11, φη  (2-26) 

2-3 結果與驗證 

2-3-1 步進速度造波 

此節以步進運動（step-movement）的直推式造波板運動形式來驗

證理論解的結果。造波板若以步進速度移動，意謂造波板自靜止開

始，依一定速U 運動，經過τ 時間之後，造波板位移 0s 的距離後造波

板停止運動，如圖 2-2。造波板運動速度可以 τ/0sU = 表示，將造波板

速度表示式代入（2-22）式與（2-23）式，可解得在 τ≤t 時流速勢與

水位函數的表示式為： 

τω
πωττ

φ ≤−
+

+= ∑
∞

=

txkt
hk

hzk
n

hkgss
l

ght
n

nn
n

n

n

n

1
2

00
2

  ,cos)cos1(
cosh

)(coshtanh2
2

 (2-27) 

∑
∞

=
≤+=

1

00 ,cossin
tanh2

n
nn

n

n txkt
n

hks
l
hst τω

πωττ
η  (2-28) 

在 τ≥t 時，造波板停止運動，但波浪依然向水槽底端自由傳遞，

此時速度勢與水位函數可以寫為： 

τωωφ ≥++++= ∑
∞

=

txkhzktCtCtAA
n

nnnnnn ,  cos)(cosh)cossin(
1

2121  (2-29) 

τωωωη ≥−+= ∑
∞

=

txkhktCtCA
g n

nnnnnnn ,}coscosh)sincos({1
1

212  (2-30) 

式中 1A ， 2A ， nC1 與 nC2 為待定係數，當 τ=t 時（2-27）式與（2-28）
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式會與（2-29）式、（2-30）式相等，比較係數可得： 

l
hgs

A
2
0

1
τ

−= , (2-31a) 

l
hgs

A 0
2 = , (2-31b) 

τωnn AC sin1 = ,  (2-31c) 

)1(cos2 −= τωnn AC ,  (2-31d) 

其中 

hkn
hkgs

A
nn

n

cosh
tanh2

2
0

πωτ
= . (2-31e) 

2-3-2 級數收斂性的探討 

理論上，有限 Fourier 級數的項數 n 由 0 至∞，n 值越大越能描

述波浪的變化性，但在實際計算級數時只能取到有限 n 項。圖 2-3～
圖 2-5 為在相同造波條件（ ms 053.00 = ， mh 5.0= ， sec27.0=τ ）下不同

長度的造波水槽中，（2-30）式之係數 nC1 與 nC2 隨項數增加的變化的示

意圖，由圖 2-3 可以發現，當 ml 50= 時 nC1 與 nC2 大約會在 100=n 項時

收斂至 0，但隨著水槽長度增加，在圖 2-4 ml 100= 時 nC1 與 nC2 大約會

在 150=n 項時收斂至 0，圖 2-5 ml 150= 則表示 nC1 與 nC2 大約會在

200=n 項時趨於穩定而收斂至 0，由此可看出隨著水槽長度增加，級

數收斂項數將會更多，此一結果亦與 Lee 等人（1989）的暫態解析解

有著相同的特性。 

2-3-3 結果與比較 

Moraes 等人（1972）基於 Kennard（1949）提出之造波水槽暫

態解析解，推導步進速度造波之水位函數為： 

( ) ( ) ( ) dktCosSinkxCoskhTanh
k

Utx ∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0 22
14, τωωτ
ωπ

η  (2-32) 
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式中 khgk tanh=ω 。 

將 2-3-1 節所得結果，與 Moraes 等人（1972）的提出的積分型

式解析解在同樣條件下比較（造波條件參考 Moraes et al.，1972），
水槽長度 ml 50= ，造波板衝程 ms 053.00 = ，靜水深 mh 5.0= ，造波時間

sec27.0=τ ，（2-30）式之級數解取 500 項，（2-32）式之數值積分上

限取 30，計算波浪通過 mx 5= 與 mx 29= 之振幅，如圖 2-4 所示。 

由圖 2-4 可知，波浪於約 2 秒時到達 mx 5= 處，而波峰於 2.7845
秒時通過 mx 5= ，後續之波浪振幅隨時間而衰減；而波浪於約 10 秒時

到達 mx 29= 處，且通過 mx 29= 之波浪振幅均小於通過 mx 5= 之波浪。

由圖可發現本文計算之結果與 Moraes 等人（1972）相當吻合，證明

此解的合理性。 

根據 Fourier 半幅展開的定義，（2-28）式與（2-30）式之第一項

為水槽中之平均水面高度，此值會隨造波板在造波過程中往正向推動

水體而增加，至造波結束後（ τ≥t ）其增加之量與水槽長度之乘積會

與造波板總位移量與平均靜水深相等，由（2-30）式與（2-31b）式可

證得： 

ShA
g

l =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

1  (2-33) 

（2-28）式與（2-30）式中之第二項為級數和，意指水面之變化

可視為 n 個隨時間與空間改變之成份波組合，各成份波波速可能不

同，故在傳遞過程中會因波速差異而造成波形之改變。 
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圖 2-2 步進運動時造波板運動速度與時間示意圖 

 

 

 

圖 2-3 級數解係數收斂情形，計算條件為 

ml 50= ， ms 053.00 = ， mh 5.0= ， sec27.0=τ  
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圖 2-4 級數解係數收斂情形，計算條件如圖 2-3 
（ ml 100= ） 

 

 

圖 2-5 級數解係數收斂情形，計算條件如圖 2-3 
（ ml 150= ） 
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圖 2-6 Moraes et al.（1972，虛線）與本文計算結果（實線）的比較 
（ ml 50= ， ms 053.00 = ， mh 5.0= ， sec27.0=τ ） 
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第三章 孤立波造波解析 

3-1 孤立波造波理論 

孤立波為一弱非線性的淺水長波，其特性為只有單一波峰，波形

不會隨著時間改變，且波長為無限大。根據 Boussinesq 方程式，在

無限遠處波高為 0 與波形左右對稱的假設下，可以得到孤立波的理論

解（參考 Svendsen，2006）為： 

( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ctx

h
HHSechtx 3

2

4
3,η  (3-1) 

式中 c 為孤立波理論波速，其理論值為 ( )Hhgc += （請參考 Hughes，

1993）。Goring 與 Raichlen（1980）根據淺水造波理論「當造波板移

動至某位置時，使造波板速度與造波板上之水分子速度符合該位置上

之速度」的假設，由於長波下之水分子垂直速度趨近於 0，而延垂直

方向的水平速度近似於常數，故令造波板於某位置 0X 時的造波板速

度與水分子水深平均速度u 相等，以數學形式表示為： 

( ) ( )tXu
dt

tdX
,0

0 =  (3-2) 

基於波浪需滿足連續條件，倘若波形在傳遞的過程中不變，則淺

水中水分子水深平均速度可表為： 

( ) ( )
( )txh

txctXu
,

,,0 η
η
+

=  (3-3) 

將（3-1）式與（3-3）式代入（3-2）式，可得到孤立波造波板之

位移方程式： 

( ) ( )( )00 XctTanh
h

HtX −= κ
κ

 (3-4) 

式中 343 hH=κ 。 

孤立波造波時，造波板的最大位移為： 
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( )
3

4
0

Hh
h

HX ±=±=∞±
κ

 (3-5) 

造波板的總位移可由（3-5）式求得： 

( ) ( )
3

16
00

HhXXS =∞−−∞+=  (3-6) 

由於孤立波波長為無限長，但實際實驗造波時間不可能為無限

大，故 Goring 與 Raichlen（1980）建議造波時間為： 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += −

h
H

ch
HTanh

c
80.32999.02 1

κκ
τ  (3-7) 

3-2 理論解析 

孤立波造波板位移方程式（3-4）式為一非線性之隱函式，在解

析上有困難，故在此取其線性化後之表示式： 

( ) ( )ctTanh
h

HtX κ
κ

=0  (3-8) 

造波板的速度方程式則為： 

( ) ( ) ( )ctSech
h

cH
dt

tdX
tU κ20 ==  (3-9) 

為了解析上的需要，造波板的速度方程式需平移
2
τ
時間，故： 

( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

2
20 τκ tcSech

h
cH

dt
tdX

tU  (3-10) 

初始條件（3-10）式雖已線性化，可仿照之前的求解過程求解。

但其為內含 hsec 函數的雙曲方程式（hyperbolic equation），導致求取

特解時的困難。對於 τ≤t 的情況，將（3-10）式代入（2-22）式，可

解得： 

( ) ( )( )
2000 β

ββα
l

rtCoshLnghbtatA −
++=  (3-11) 

式中α 、 β 及γ 分別代表 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

2
τγ

κβ

α

c
h
Hc

 (3-12) 

齊次解的係數 0a 、 0b 可由代入初始條件： 

0,0 == tη  (3-13) 

0,0 ==Φ t  (3-14) 

解得 

( )
20 β
βγα

l
Tanhgha =  (3-15a) 

( )( )
20 β

βγα
l
CoshLnghb −=  (3-15b) 

將（3-15）式代回（3-11）式化簡可得： 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
20 β

βγββγβα
l

TanhtCoshLnrtCoshLnghtA +−−
=  (3-16) 

將（3-10）式代回（2-23）式，其特解可用複數平面的  12 F  
hypergeometric 無窮收斂級數表示之， 12 F  hypergeometric 函數的定

義為（請參考附錄）： 

( ) ( ) ( )
( ) !

;;,
0

12 n
s

r
qp

srqpF
n

n n

nn∑
∞

=

=  (3-17) 

式 中 ( )np 、 ( )nq 、 ( )nr 為  Pochammer symbol ， 其 定 義 為

( ) ( )( ) ( )121 −+++= nppppp n L 。 

所以 ( )tAn 之解可以表示為： 

( ) ( )
( ) ( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅+−
++=

hkTanhhkSechig
HGHG

n
tbtatA

nnn
nnnnn απβω

ωω
2

1sincos 21  (3-18) 
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式中之 1HG 、 2HG 代表 12 F  hypergeometric 函數，分別為： 

=1HG 12 F ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−− −γβ

β
ω

β
ω tnn eii 2;

2
1;

2
,1  (3-19a) 

=2HG 12 F ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ −γβ

β
ω

β
ω tnn eii 2;

2
1;

2
,1  (3-19b) 

齊次解的係數 na 、 nb 同樣可由代入初始條件（3-13）式與（3-14）

式求得： 

( ) ( )( )( )4321 HGHGhkTanhhkSechig
n

a nn
n

n −= α
πβω

 (3-20a) 

( ) ( )
( )( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−

⋅
−=

βγ
α

πβω TanhHGHG
hkTanhhkSechg

n
b nn

n
n

431
21  (3-20b) 

式中之 3HG 、 4HG 分別代表 

=3HG 12 F ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−− − βγ

β
ω

β
ω 2;

2
1;

2
,1 eii nn  (3-21a) 

=4HG 12 F ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ − βγ

β
ω

β
ω 2;

2
1;

2
,1 eii nn  (3-21b) 

將結果代回（3-18）式，化簡可得： 

( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

−++−

⋅

=
− βγω

α

πβω
ω

ω

TanhtSinHGe

iHGHGieiHG

hkTanhhkSechg

n
tA

n
it

it

nn

n
n

1

2
1

4

231  (3-22) 

至此 τ≤t 時流速勢的完整解析解可由（3-18）式與（3-22）式代

入（2-20）式解得，自由水面函數 ( )tx,η 可由（2-26）式求出。 

τ≥t 時，造波板完全靜止， ( ) 0=tU ，其表示式可參考（2-29）式

與（2-30）式，在 τ=t 時，令兩方程組相等，可得到（2-29）式與（2-30）
式中的係數 1A ， 2A ， nC1 與 nC2 為： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
21 β

γτβτβγτβγα
l

TanhCoshLnCoshLnghA −+−−
−=  (3-23a) 
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( ) ( )( )( )
β

γτββγα
l

TanhTanhghA −+
=2  (3-23b) 

 

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )( ) ⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−++−+−

+−++−−+−

⋅

=

=

=

−

γτβγτβ

βγ

α

πβω
τ

τω

τω
τ

τω

TanhHGeTanh

TanhHGHGeHG

hkTanhhkSechge

n
C

t
i

i
t

nn
i

n
n

2
2

4311

21

12211  (3-23c) 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( ) ⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−++−

+−−−+−

⋅

=

=

=

−

γτβ

γτβ

α

πβω
τ

τω

τω
τ

τω

TanhHGe

TanhHGHGeHG

hkTanhhkSechgie

n
C

t
i

i
t

nn
i

n
n

2
2

4312

21

2211  (3-23d) 

將上二式代回（2-29）式與（2-30）式，即可得到當 τ≥t 時 ),,( tzxφ

與 ),( txη 的暫態解析解。 
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第四章 線性解的分析與修正 

4-1 線性理論的結果與分析 

為了驗證根據前章以輸入孤立波造波板運動方程式作為初始條

件推求而得的暫態解，本節取水槽長度為 36m，水深為 0.3m，波高

為 0.03m 為孤立波造波之測試條件。根據（3-8）式與（3-9）式，其

對應之線性化造波板位移及速度對時間之關係圖如圖 4-1 與圖 4-2
所示。 

圖 4-3 至圖 4-7 為在不同時間時瞬時水面波形與理論解之比較

圖，由此一系列圖可以明顯看出孤立波造波時的水面變化。在造波初

期（圖 4-3），造波板位移僅有微量變化（參考圖 4-1、圖 4-2），至圖

4-4 時，造波板速度急遽增加，水面也因此跟著逐漸抬升，此時造波

板位移曲線位於反曲點，造波板速度達到最大值，至圖 4-5，造波板

速度逐漸遞減至 0，水面抬升量亦跟著下降，圖 4-6 在 τ=t 時造波板

靜止，波浪自由向水槽尾端傳遞（如圖 4-7）。由圖中亦可發現，由於

分散效應的影響，計算而得的波形相較理論解隨時間增加有分散而拉

長的現象，波形亦略有偏斜的現象，同時，在造波過程中波形尾端即

有尾波的產生，且隨時間而增大，其整體波速也較理論波速慢。 

Boussinesq 方程式與其延伸之 KdV 方程相當適合用來探討淺

水長波的運動特性，此點已經被許多文獻證實（可參考 Svendsen，
2006），而根據 Boussinesq 方程式的基本假設： 

( )12 O≈
μ
δ  (4-1) 

式中 hH=δ 代表相對波高， Lh=μ 為相對水深。一般在文獻中多以δ

代表波浪非線性效應強弱與否，而以μ代表分散性的多寡。此假設意

指δ 與 2μ 必須非常接近，且由於 Boussinesq 方程式為一以δ 及μ為微

小參數展開之三階方程式，δ 與μ必均為小值，Boussinesq 方程式之

解才會與現實狀況相符，而孤立波即為此假設下的一個水面波形解，

故在波形不變的前提下，孤立波可視為是由於非線性項引起之變形效
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應與分散關係造成之擴展效應相抵消而成的定常波形波浪。 

前節所提出之線性理論解並未考慮非線性項，且因為對整個水槽

的自由水面以 Fourier 級數展開之緣故，其成份波之波長可視為： 

n
l

l
nk nn

2
=⇒= λπ  (4-2) 

由（4-2）式中可知成份波波長由 2l 至無限小遞減，週波數 k 則

隨成份波數 n 增加而遞增。由第二章理論推導過程中得到之分散關係

式： 

( )hkTanhgk nnn =2ω  (4-3) 

可知由於成份波波長變化極大之緣故，造成強烈之分散效應而導致前

文所述之尾波與波形歪斜，此結果亦與孤立波的原始假設不符合。 

線性波理論波速為： 

( )hkTanh
k
g

k
c n

nn

n
n == 2

2
2 ω  (4-4) 

在長波時， 0→kh ，故 ghc = 。與孤立波理論波速 ( )Hhgc += 比

較之下，可知由於未考慮非線性項的緣故，線性波速將會較非線性波

速慢。 
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圖 4-1 造波板位移曲線 

（ ml 36= ， mH 03.0= ， mh 3.0= ） 

 

 
圖 4-2 造波板速度曲線（條件同圖 4-1） 
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圖 4-3 計算結果與理論波形的比較 

（ ml 36= ， mH 03.0= ， mh 3.0= ， τ25.0=t ） 

 

 
圖 4-4 計算結果與理論波形的比較（條件同圖 4-3， τ5.0=t ） 
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圖 4-5 計算結果與理論波形的比較（條件同圖 4-3， τ75.0=t ） 

 

 

 
圖 4-6 計算結果與理論波形的比較（條件同圖 4-3， τ=t ） 
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圖 4-7 計算結果與理論波形的比較（條件同圖 4-3， τ2=t ） 

 

4-2 線性理論的修正 

由前節之討論，可以歸納出本文線性解析解存在兩個問題： 

1. 整體波速較非線性波慢。 

2. 由於分散效應過強，導致波形產生與現實不符的變化，同時

與實際淺水長波為弱分散性的認知相違悖。 

此二問題都與非線性有關，為了求取更正確的解，可能需要較高

階的解析，但由於第三章推導之孤立波線性解析解的型式中含有

hypergeometric 函數，難以用攝動法（perturbation method）的形式推

展至高階以探究非線性的影響。 

Zhang 與 Schäffer（2004）在其數值造波研究中，曾以修正其分

散關係來減少其方程式中高頻波的效應，以符合所套用之 Boussinesq
數值模式之水深限制。為了修正線性解析解與理論孤立波在分散性假

設的差異，本文參考 Zhang 與 Schäffer（2004）的方法，將原解析解
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中之線性分散關係式改寫為： 

( ) ( )
( )⎩
⎨
⎧

=

=

nsnm

nNnm

kcω
ωω

 
10
10

π
π

>
≤

hkfor
hkfor

n

n  (4-5) 

式中 ( )nmω 為各成份波修正後之分散關係， sc 為定值，代表符合淺水波

條件的成份波中，波長最短者的波速，相對水深 10/π=kh 即為一般認

知之淺水與中間水深之分界（可參考郭，2001），成份波於 10/π≤kh 時

可視為淺水中具有弱分散性之長波群， 10/π>kh 時成份波可視為非線

性與分散性平衡之非分散波。 

而淺水條件可由下述關係求得： 

10
ππ

≤=
l
hnhkn  (4-6) 

由（4-6）式可以發現影響淺水條件之變因為波數 n，水槽長度 l，
與水深 h。在水槽長度 l=36m，水深 h=0.3m 時，符合淺水條件之波

數 n=12，亦即代表 sc 等於 n=12 之成份波波速 12c 。 

關於波速較理論波形慢的問題，則參考線性化之 Boussinesq 方
程式之分散關係需經過修正以減少其在相對水深( hH )增加後造成之

波速誤差（請參考 Swendsen，2006）；應用此觀念，（4-5）式中之 ( )nNω

即為受非線性效應所影響之分散關係，將於下節討論。 

4-3 非線性分散關係 

由於線性的分散關係無法準確的描述水中波浪在不同水深中由

於波高造成的波速差異，考慮弱非線性與特定邊界條件的分散關係方

程式對於研究被弱非線性效應影響的波場而言是非常重要的，往昔研

究亦顯示出此方法在實際應用上有著相當高的準確度（可參考

Hedges，1987）。 

二階的 Stokes 分散關係式為： 

( ) ( )khTanhDgk 22 1 εω +=  (4-7a) 
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式中： 

kH=ε  (4-7b) 

( ) ( )
( )khSinh

khTanhkhCoshD 4

2

8
284 −+

=  (4-7c) 

由於（4-7）式只適用於大水深的情況，Hedges（1976）藉由修

正線性分散關係，提出了適用於淺水之非線性分散關係的經驗公式

為： 

( )εω += khgkTanh2  (4-8) 

（4-8）式雖然在淺水條件下有著相當高的精確度，但其只適用

於淺水的狀況，在深水中會有明顯的誤差發生（參考 Kirby 與

Dalrymple，1986）。為了克服水深限制，Kirby 與 Dalrymple（1986）
平滑地連結二階 Stokes 分散關係式與 Hedges（1976）的淺水分散關

係式，提出了一個同時適用於深水和淺水的分散關係式為： 

( ) ( )εεω khfkhTanhDkhfgk 2
2

1
2 1 ++=  (4-9a) 

式中： 

( ) ( )
( )khSinh

khTanhkhCoshD 4

2

8
284 −+

=  (4-9b) 

( )khTanhf 5
1 =  (4-9c) 

( )

4

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

khSinh
khf  (4-9d) 

Hedges（1987）改良（4-9）式在 kh 為小值時結果會不準確的問

題，提出了新的聯合分散關係式： 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+= 2
22

1
1

ε
εεω khTanhgk  (4-10) 

Kirby 與 Dalrymple（1987）同樣提出了新的聯合分散關係式： 
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( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

+=
Df

khTanhDfgk
1

2
2

1
2

1
1

ε
εεω  (4-11) 

Li 與 Tao（2004）修正前人提出之聯合分散關係式，以減少其對

二階 Stokes 分散關係式在中間水深時的相對誤差： 

( ) ( )εεω QkhTanhPgk ++= 22 1  (4-12a) 

式中： 

( )khTanhP =  (4-12b) 

( )

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

khSinh
khQ  (4-12c) 

圖 4-8 為上述各非線性分散關係與線性分散關係在水槽長度為

36m，水深為 0.3m，波高為 0.03m 時，將成份波波數 n=1～100 之個

別波速改用上述之非線性分散關係計算的比較，成份波波速可以下式

計算之： 

n

n
n k

c ω
=  (4-13) 

而圖 4-9 則為長波條件（n=1～12）時的比較。圖 4-8 可以驗證

4-1 節中提到的問題，由於強分散效應造成的成份波分離以及線性波

波速較慢的現象。而由圖 4-9 可以發現，除了 Kirby 與 Dalrymple
（1986）之結果外，各非線性分散關係式在長波條件下幾無差異，所

以為了計算方便，選取 Hedges（1976）之淺水非線性分散關係式做

為修正線性理論的修正依據，故（4-5）式可改寫為： 

( ) ( )( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

nsnm

nnnm

kc
HhkTanhgk

ω
ω

 
10
10

π
π

>
≤

hkfor
hkfor

n

n  (4-14) 
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圖 4-8 非線性分散關係比較 

 

 
圖 4-9 長波條件下之非線性分散關係比較 
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4-4 計算結果與討論 

4-4-1 修正線性解計算結果 

將（4-14）式套用回原孤立波解析解即可得到修正後之線性解。

圖 4-10 至圖 4-14 為在造波中（ τ<t ）至結束後（ τ≥t ）水面波浪傳

遞的情形，由於減弱其分散效應以及納入非線性分散關係的影響，與

未修正之前的結果比較，可發現其尾波大幅減少，波速亦與理論波速

相近，但在傳遞過程中由於弱分散性依然存在的緣故，其尾波剛開始

並不明顯，但隨著傳遞距離變長仍會逐漸增大，波高亦會因此隨著傳

遞距離而逐漸衰減。但在波浪傳遞時間增加後，波形前端會產生水面

抬升的現象，波形與理論解亦有一位相差。 

4-4-2 修正線性解之收斂性與質量守恆 

前面於第二章已經討論過線性解的收斂特性，對於修正線性解之

收斂性測試可參考圖 4-15。由於水槽長度較短，此修正線性解之係數

nC1 與 nC2 在約 40 項時值即小於 10-6，在約 110 項時值即小於 10-8。考

量級數收斂時係數疊加對收斂值的影響，若以 τ3=t ， hx 60= 做為測試

條件，在相對誤差小於 0.01%的要求下，僅需要 63 項即能達到收斂

之要求。 

根據質量守恆定理，水槽中之水體積需為一定值，線性解之部份

已於第二章證明，而修正過之線性解可藉由於造波板運動所抬升之水

體積需與水槽內增加之水體積相等判定質量守恆與否，以數學式表達

如下： 

( ) ( )dxtxhtX
l

∫= 00 ,η  (4-15) 

圖 4-16 為造波過程中造波板推移之水體積與水面抬升之水體積

比較，可見經過修正後之解依然能符合質量守恆定律。 

4-4-3 波高衰減與尾波效應 

圖 4-17 為波浪於不同相對波高 hH 時，通過水槽不同位置（30h、
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45h、60h、75h、90h）的孤立波波峰高度 'H 與第一個尾波波高 'a 與之

百分比值，圖 4-18 則為波浪在不同相對波高時通過水槽不同位置（條

件同上）的波峰高度 'H 與理論波高H 的衰減率，對於H、 'H 、 'a 等符

號的定義方式，則可參考圖 4-19。 

由圖 4-17 與 4-18 中可以發現非線性效應對尾波波高以及波峰之

影響，會隨非線性效應增加而提高，此結果與 Goring 與 Raichlen
（1980）、Katell 與 Eric（2002）等人之實驗結果相近，但 Goring 與

Raichlen（1980）、Katell 與 Eric（2002）分別提出造成尾波的可能原

因為水中摩擦力之影響，Katell 與 Eric（2002）之研究中曾利用

Keulegan 公式（1948）推估由黏滯力造成之波高衰減量，而公式預測

之平均衰減量較實驗結果為低，故必有其它造成波高衰減之原因；

Goring 與 Raichlen（1980）亦曾建議將造波時間（參考 3-7 式）增加

10%，可有效減少尾波產生，推測可能因為造波過程不可能完全滿足

其波長與周期均為無限大的特性，其波形在傳遞的過程由於仍有其它

成份波存在，故必然會發生變形，但對其尾波變形尚需要進一步的試

驗比較。 
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圖 4-10 修正後計算結果與理論波形的比較 
（ ml 36= ， mH 03.0= ， mh 3.0= ， τ75.0=t ） 

 

 
圖 4-11 修正後計算結果與理論波形的比較 

（造波條件同圖 4-11， τ=t ） 
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圖 4-12 修正後計算結果與理論波形的比較 

（造波條件同圖 4-11， τ5.1=t ） 

 

 
圖 4-13 修正後計算結果與理論波形的比較 

（造波條件同圖 4-11， τ2=t ） 

 



 34

 

 

 
圖 4-14 修正後計算結果與理論波形的比較 

（造波條件同圖 4-11， τ3=t ） 

 

 
圖 4-15 修正線性級數解係數收斂情形 

（造波條件同圖 4-11） 
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圖 4-16 造波過程中造波板推移之水體積與自由水面抬升之水體積

比較（條件同圖 4-11， τ≤t ） 

 

 
圖 4-17 在不同位置（x=30h、45h、60h、75h、90h）計算通過波峰

振幅與第一個尾波波高之相對百分比 
（ ml 36= ， mh 3.0= ， 3.0~1.0/ =Hh ） 
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圖 4-18 波峰衰減之相對百分比，造波條件同圖 4-18 

 
 
 
 
 

 
圖 4-19 理論孤立波波高、行進波波高與尾波高度之示意圖 
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第五章 結論與建議 

5.1 結論 

本文以勢能流理論與 Fourier 級數展開的方式，推導直推式造波

機於有限長度水槽中之暫態解析解，並參考 Zhang 與 Schäffer（2004）
對造波問題的研究，藉由修正線性離散關係的方式考量非線性效應之

影響，將此解析方式應用至孤立波造波模式中，推導得一修正後之顯

性解。對於目前之研究結果，可歸納出以下結論： 

1. 本文參考 Joo 等人（1990）以 Fourier 積分求解半無限長度

水槽中直推式造波板造波之自由水面之技巧，在有限長度水

槽中以 Fourier 級數展開水槽內之流速勢，與 Moraes 等人

（1972）之解比較可印證其在線性造波問題時的正確性。 

2. 在計算過程中 Fourier 級數所需之收斂項數會隨水槽長度

增加而變多，此結論與 Lee 等人（1989）之結果相似；然而 
Lee 等人（1989）之解需對時間與空間進行 Fourier 以及

Laplace 轉換，難以對於轉換後之項提出物理解釋，本文提

出之理論可避免此項缺點。 

3. 單純考慮線性項之造波理論可能無法精確描述受弱非線性

影響的孤立波造波過程，而修正後之線性解為一易於解析之

顯性解，可以有效近似理論波形，且同樣符合質量守恆定律

與前述之收斂特性。但由於弱非分散性依然存在，波速仍與

理論解不同，其與孤立波理論解之相位誤差會隨時間增加，

波前也會產生一不合理之水面隆起。 

4. 孤立波造波過程中波高衰減與尾波增加的效應會隨非線性

效應而增加，推測可能因為波形仍含有其它成份波存在導致

波形不會定常，但仍需要進一步的試驗比較。 
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5.2 建議 

本研究受限於時間之限制，對於非線性效應所產生之諸多影響，

僅能反應出波速之改變，對於其它部份並無深入之探討。建議未來可

以考量高階解之推導，對非線性效應之影響將會有更精確的描述，同

時將結果與實際實驗相比較，以期能夠更加精確地描述造波過程之水

面變化。 
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附錄  Hypergeometric Function 

對於型如下式之二階常微分方程式： 

( ) ( )[ ] 011 2

2

=−++−+− abu
dz
duzbac

dz
udzz  (A-1) 

式中 Ζ∈cba ,, 。（A-1）式一般稱之為超幾何方程（hypergeometric 
differential equation），具有三個正則奇點（regular singular point）於

( )∞,1,0 。若利用級數解析，可假設解的形式為： 

( ) ∑
∞

=

+=
0n

sn
n zazu  (A-2) 

將（A-2）式代入（A-1）式，可得： 

( ) ( )( )

( )[ ] ( )∑ ∑

∑
∞

=

∞

=

+−+

∞

=

−+

=−+++−

+−++−

0 0

1

0

22

01

1

n n

sn
n

sn
n

n

sn
n

zaabzsnazbac

zsnsnazz
 (A-3) 

整理後可得： 

( ) ( )( )
( )( )[ ]∑
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+++++
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若上式等式成立，則必可得到下列關係： 

( ) 010 =−+ cssa  (A-5) 

( )( )
( )( ) nn a

csnsn
abbasnsna

++++
+++++

=+ 11  (A-6) 

為了得到非顯性解（nontrivial solution）， 0a 之值必不為零。若考

慮 0=s 的情況，則（A-6）式可改寫為： 

( )( )
( )( ) nn a

cnn
bnana

++
++

=+ 11  (A-7) 

故由（A-7）式可得到如下關係式： 
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01 a
c

aba =  (A-8) 

( )( )
( )

( ) ( )
( ) 012 12

11
12

11 a
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bbaaa
c

baa
+

++
=

+
++

=  (A-9) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) 0121!

121121 a
nccccn

nbbbbnaaaaan −+++
−+++−+++

=
L

LL  (A-10) 

所以（A-1）式之解可表示為： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
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⎢
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n

nz
nccccn
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（A-11）式一般稱為超幾何級數（hypergeometric series）。若利

用 Pochammer symbol，可將（A-11）式表示為： 

( ) ( ) ( )
( ) !

;;,
0

12 n
z

c
bazcbaF

n

n n

nn∑
∞

=

=  (A-12) 

式中 Pochammer symbol 之定義為： 

( ) ( )( ) ( )121 −+++= naaaaa n L  (A-13) 

根據微分方程的理論，只有方程式的奇點才可能是解的奇點，因

此級數（A-11）式在單位圓 1|| <z 內所表示的解析函數可以解析開拓

到全 z 平面，故開拓後以（A-12）式定義之函數 ( )zcbaF ;;,12 即為超幾

何函數（hypergeometric function），亦意指 hypergeometric 函數為超

幾何方程的一個級數解析解（另一解為 ( )zccbcaFz c ;2;1,112
1 −−+−+⋅− ）。

Hypergeometric 函數是重要的一類特殊函數，凡具有三個正則奇點的

微分方程之解均可以 hypergeometric 函數表達，許多基本函數亦可

以  hypergeometric 函數表示，可參考  Erdélyi （ 1953 ）。關於 
hypergeometric 函數之推廣及應用，則可參考 Seaborn（1991）與 
Exton（1978）等人的著作。 

故應用參數變異法（method of variation of parameters）求取將

（3-10）式代回（2-23）式之特解，設方程式之齊次解為 ( )tAnp1 與 ( )tAnp2 ，

其特解可假設為： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )tAtutAtutA npnpnp 2211 +=  (A-14) 

將（A-14）式代回（2-23）式並整理之，可得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) 0'' 2211 =+ tAtutAtu npnp  (A-15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )γβδα −=+ tSechtAtutAtu npnp
2

2211 ''''  (A-16) 

式中： 
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（2-23）式之齊次解已知為 tnωcos 與 tnωsin ，故（A-15）式與（A-16）

式可解得： 
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應用 hypergeometric 函數，可解得上式中之 ( )tu1 與 ( )tu2 ： 
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將（A-20）式與（A-21）式代入（A-14）式，化簡整理後即可得

到特解的表示式為： 
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