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摘 要 

 

本文使用數值方法探討兩水平同心圓柱間因溫度差所引發的自 

然對流現象，及圓柱間流場在不同參數下的變化。文中首先建立描 

述圓柱流場及溫度場的統御方程式，並將其無因次化。在數值方法上 

，先以 Chebyshev polynomials 及 Fourier series 對空間座標作雙重級 

數展開，並將無因次化後之統御方程式中非線性項利用 Adam- 

Bashforth Method作離散化，而線性項則採用 Crank-Nicolson Method

處理。最後將雙重級數展開式代入離散方程式再以 Collocation Method

與 Galerkin Approximation將方程式轉換為代數方程式。由數值解中可

探討受普郎特數與半徑比兩參數影響的兩水平同心圓柱間流場與溫 

度場間之行為。 

對於水平同心圓柱間自然對流流場產生很多不同流場型態與轉 

換現象，均取決於普郎特數與半徑比的變化。 

本文中以兩種不同半徑比，分別改變普郎特數來觀察穩定流場由

單一渦漩流（crescent-shaped eddy）轉變為在圓柱上方分離成兩個相 

反方向旋轉的渦漩流（two counter-rotating eddies）：當圓柱半徑為 0.2 

，隨著普郎特數增加，液動不穩定性及溫度不穩定性皆會增大，流 

場會發生分歧現象的臨界瑞里數愈大，所計算出圓柱間的平均紐賽 

數也隨著瑞里數增加而變大；當圓柱半徑比為 0.5，在 0.3≦Pr≦0.5 

，自然對流流場中內熱圓柱會產生二次流的現象，隨著普郎特數增加 

，由於圓柱間寬距變小，液動不穩定性會減小，溫度不穩定性會增大 

，流場會發生分歧現象的臨界瑞里數略為減小，所計算出圓柱間的 

平均紐賽數也隨著瑞里數增加而略為減小。 
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第 一 章 
 

緒  論 

1.1文獻回顧 
   

多年來有關水平同心圓柱間的自然對流，研究方向由早期大部份

集中於熱交換器到現今在工業上的應用相當地廣泛，諸如：電子零件

的冷卻、材料製程的熱傳分析問題等。水平同心圓柱間的自然對流通

常發生在內圓柱為高溫，而外圓柱為低溫時，甚至在非常小的溫度差

異量下也會產生對流現象。 

  

Beckmann (1931) 首先研究水平同心等溫圓柱間的自然對流， 

在圓柱間研究空氣(air)、氫(hydrogen)和二氧化碳(carbon dioxide)並且求得 

總熱傳係數(overall heat transfer coefficient)。 Voigt and Krischer (1932) 

與 Beckmann (1931) 也有相似的研究，如在普郎特數(Prandtl number)

很大時，圓柱間使用水(water)、transformer oil和機油(machine oil)。 

 

Crawford and Lemlich (1962) 第一個以數值方法研究水平同心等 

溫圓柱間的自然對流，當時使用方法為高斯替代反覆逼近法 (Gauss 

Seidel iterative approach)。 Abbott (1964) 在非常薄的同心圓柱間中使

用反矩陣(Matrix Inversion)的技巧求解。 

 

Powe et al. (1969) 在充滿空氣的圓柱間中藉由實驗研究探討流體

分類的型態與流體轉換的數範圍，發現瑞里數(Rayleigh number)和展 

弦比(Aspect ratio) A 的影響可以劃分出不同流體形態的流場。而定 

義展弦比 A 為內圓柱直徑與寬距(gap width) L 的比值。而寬距的定 

義為外圓柱半徑與內圓柱半徑的差值。由實驗結果可將流體形態以 

不同的範圍來做以下的分類： 

 1 
 

 



 

 

(一) 0<A<2.8：在圓柱間的上部範圍的流場渦捲(cell)會從原來的單一 

渦捲引發出其他多渦捲(multicellular)流場(也可解釋成穩定流體 

轉換到不穩定)，並且可發現縱軸方向流體呈現振盪(oscillatory)

特性。 

(二) 在 2.8<A<8.5：在瑞里數大於臨界瑞里數時(Critical Rayleigh  

number)，圓柱間的上部範圍流場渦捲會由穩定轉換到不穩   

定振盪的特性，且研究螺旋形流場運動的特性。  

(三) 在 A>8.5：在圓柱間的上部範圍流場渦捲不穩定結果形成時， 

會有 2-D多渦捲組成的對流現象。 

   

Powe et al. (1971) 以數值方法考慮普郎特數為 0.7時，當開始形成 

逆向旋轉渦流(counter-rotating eddy)時，研究流體穩定(steady)轉換到流

體不穩定(unsteady flow)現象並測定其瑞里數值。 

 

Kuehn and Goldstein (1976) 以實驗與數值研究在考慮普郎特數為

多少時的流體會影響速度與溫度分佈和局部(local)熱轉換係數，例如在

空氣(Pr=0.7)和水(Pr=6.0)的熱對流現象。他們在實驗方面使用干涉 

計(Mach-zehnder interferometer)來決定溫度分佈與局部熱轉換係數。另

外，在數值方面考慮水或空氣的圓柱間先假設寬矩與內圓柱直徑的 

比率為 0.8，且瑞里數介於 2.11× 104~9.76× 105的範圍下使用有限差分

法(Finite Different Method)可求得其結果。此後，使得各種水平同心圓

柱間自然對流的流場流動現象之實驗與數值研究開始有了廣泛的發 

展。 

 

Mojtabi and Caltagirone (1979) 研究同心圓柱間自然對流 2-D流場

的穩定性，使用擾亂法(Perturbation Method)得到解，但其假設條件為 

 2 
 

 



 

限制在要觀察的流場圓柱間的上層區域範圍內，並假設空氣在瑞里 

數值很小時與外圓半徑與內圓半徑之半徑比率(R=R2/R1)很小時，使用

級數展開(power series expansion)可求得其解。 

 

Tsui and Tremblay (1984) 研究以數值分析並使用波斯尼克近似法

(Boussinesq approximation)與渦度－流線函數逼近法(Vorticity-stream 

function approach)，來探討水平同心等溫圓柱間自然對流熱傳之暫 

態(transient)解，而數值結果說明以直徑比或半徑比(R=R2/R1)當參數，

求得符合圓柱間自然對流熱傳計算之紐賽數(Nusselt number)－格雷 

修夫數(Grashof number)曲線圖。 

 

Rao et al. (1985) 以數值方法研究同心圓柱間自然對流之穩定性，   

並計算出在普郎特數 Pr＝5000 時且展弦比 A＝4.7 時，得到瑞里數 

為大於 2700 的穩定 3-D 螺旋形流場。與  Dyko (1999) 在實驗與數 

值研究上，當瑞里數大於臨界瑞里數時會發生由浮力所驅動(buoyancy 

driven)的流體現象，而理論預測在展弦比 A 大於 2 時，瑞里數大於 

臨界瑞里數時會產生二次流(secondary flow)的現象並轉換到 3-D 擾 

動流。 

 

Choi and Kim (1993) 在研究同心圓柱間自然對流之流體為空氣時

探討 2-D 流場，發現正在逐漸成長的渦捲會有穩定的現象。在數值方

面假設很小的普郎特數下研究從流體穩定轉換到不穩定的過渡流體，

並利用時間分列式法(Time Marching Method)解 3-D擾動(disturbance)

下的線性方程式。而在實驗方面當同心圓柱間自然對流之流體為空氣

時(Pr=0.71)，假設展弦比 A 的值介於 2.1~10 之間並且瑞里數在 103≦

Ra≦105 的範圍下當瑞里數大於臨界瑞里數時，2-D 基態流體(base  

flow)會呈現不穩定狀態這與 3-D擾動有關。   

 3 
 

 



 

 

Cadiou et al. (1998) 研究充滿空氣狹窄的水平圓柱間自然對流 

的不穩定，並在很小的外圓半徑與內圓半徑之比率下討論熱不穩定與

液動不穩定現象，在低瑞里數(Ra≦3000)時發現圓柱間上部範圍會 

有熱不穩定發生，在高瑞里數(heigh Rayleigh number)時且外圓半徑 

與內圓半徑之比率為 1.14時會有液動不穩定發生。這時當瑞里數繼續

升高時會發生多渦捲流轉換到單渦捲流的反向轉換現象。 

   

而近年，Yoo (1998,1999a,b,c) 探討水平圓柱間自然對流現象，顯

示在內熱圓柱出現多種變化的流體轉換現象與普郎特數和圓柱間的形 

狀大小有著強烈的關係，並且以有限差分法亦對其結果做了驗證。 Yoo 

(1999a) 在水平狹窄的圓柱間考慮自然對流問題，當展弦比 A=12時，

探討普郎特數的影響。而熱傳導範圍中發現流體的穩定性可分成兩 

種現象：1.當 Pr≦0.2，在垂直圓柱間穩定與振盪流體會有複雜的變 

化像旋轉的渦捲。2.當 Pr≧0.3，在圓柱的頂端範圍，發現一個正在 

逐漸成長的渦流(eddy)現象。而判斷是否呈現不穩定流體與逐漸形成 

渦捲式的對流及分歧現象(Bifurcation phenomenon)都證明與普郎特 

數值有關。 

 

  Yoo (1999b) 在寬的圓柱間時展弦比 A=2 探討普郎特數影響的範 

圍(0.3≦Pr≦1)會發生分歧現象與雙重解(dual solutions)。且當瑞里數超 

過臨界瑞里數時，其範圍為 0.3≦Pr≦0.5 時研究發現在內圓柱會有二

次流現象的流場。當 0.3≦Pr≦0.4 時研究發現流體會產生磁滯現象

(hysteresis phenomenon)，但是範圍在 0.5≦Pr≦1則會產生分歧現象。  

   

    Yoo (1999c) 研究更寬的圓柱間時展弦比 A=0.5 探討普郎特數影   

響：在普郎特數 Pr≦0.2時，多渦捲流型式會在高瑞里數時觀測到；普

 4 
 

 



 

郎特數 0.3≦Pr≦1，瑞里數大於臨界瑞里數時，流場穩定後單渦捲流

與雙渦捲流都會存在，而雙渦捲流的總紐賽數會小於單渦捲流的紐 

賽數；當普郎特數增高，所得到的臨界瑞里數也會增高。 

 

Mizushima (2001) 研究水平圓柱間自然對流的轉換並假設在 2-D

與不可壓縮流場，當瑞里數大與臨界瑞里數時利用數值模擬出 

dual stable steady solutions。   

 

現今，水平圓柱間自然對流流體在低普郎特數(Pr≦0.3)時，暫 

態對流和邊界條件為固定的熱通量下會產生多變化的現象，但大部 

份集中探討有關在圓柱表面的熱轉換並討論不同半徑比的水平圓柱 

間自然對流的問題。在穩定的熱傳導範圍下，來探討普郎特數的影響， 

和流體型態從穩定轉換到不穩定時，流場會產生非常複雜的多渦捲 

型態與分歧現象這些結果都證明與普郎特數有關。 

 

1.2 研究目的 
 

本研究重點主要探討兩水平同心圓柱間受內外溫度差異所產生自

然對流流場，在不同參數的改變下，觀察穩定流場之行為。主要可分

為下列數項： 

 

 

1. 藉由數值模擬兩水平同心圓柱間自然對流之流場，在低普郎特數 

(Pr≦1.0)的範圍之內與兩水平同心圓柱間不同半徑比，來探討流場

在自然對流下轉換之過程與分歧現象(Bifurcation phenomenon) 

的行為。 

 

 5 
 

 



 

2. 當自然對流流場產生二次流時轉換到分歧現象與二次解的發生，探     

討半徑比與瑞里數值所影響流場行為的範圍。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 6 
 

 



 

第 二 章 
 

數 學 模 式 

 

  本文所探討之物理模式如圖一所示，兩水平無限長的同心圓柱 

，其間充滿黏滯性流體，T1 和 T2 分別為內外圓柱之溫度，R1 和 R2 

分別為內外圓柱之半徑，半徑比(radius ratio)定義為η=R1/R2。 

 

  本文主要探討兩水平同心圓柱在自然對流作用下，改變各參數對

自然對流流場所產生之影響。在本章中將先建立其數學模式，以作為

數值方法解題之基礎。 

 

2.1 統御方程式 
 

  在開始分析問題前，吾人先作以下的假設： 

A. 兩同心圓柱為無限長，流場為 2-D流場， 

B. 流體為牛頓流體， 

C. 流體的物理性質皆為定值， 

D. 忽略流體的黏滯性耗損， 

E. 根據波斯尼克近似法(Boussinesq approximation)，除了浮力項 

，忽略流體密度隨溫度的變化量。   

 

根據上述假設，其圓柱座標 (r,θ) 的統御方程式如下： 

 

連續方程式 (continuity equation) : 

0v
r
1)ru(

rr
1

=
θ∂

∂
+

∂
∂

                               ( 2. 1 ) 
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動量方程式 (momentum equations) :  

θ−β+





θ∂
∂

−−∇ν+
∂
∂

ρ
−=

−
θ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

cos)TT(gv
r
2u)

r
1(

r
p1

r
vu

r
v

r
uu

t
u

222
2

2

    

 ( 2. 2 a )   

θ−β−





θ∂
∂

+−∇ν+
θ∂
∂

ρ
−=

+
θ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

sin)TT(gu
r
2v)

r
1(p

r
1

r
uvv

r
v

r
vu

t
v

222
2    

                                                 ( 2. 2 b )  

能量方程式 (energy equation) : 

    TT
r
v

r
Tu

t
T 2∇α=

θ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

                          ( 2. 3 ) 

 

上式中  2

2

22

2
2

θr
1

rr
1

r ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ ，  

g為重力加速度 (gravitational acceleration)， 

α為熱擴散係數 (thermal diffusivity)，  

β為熱膨脹係數 (thermal expansion coefficient)， 

ρ為流體密度 (density)， 

ν為運動黏滯係數 (kinematic viscosity)。 

 

邊界條件 (boundary conditions) : 

r = R1 ： u = v = 0 ， T = T1                         ( 2. 4 a )    

r = R2 ： u = v = 0 ， T = T2                         ( 2. 4 b )  
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2.2 無因次化 
   

  定義以下八個無因次參數可將上一節中四個統御方程式無因次

化： 

 d
rX =   ， t

d 2

α
=τ  ， 

21

2

TT
TT
−
−

=Θ  ， α
=

udU  ， 
α

=
vdV  ，  

2

2pdP
ρα

=  ， α
ν

=Pr  ， 
αν
−β

=
3

21 d)TT(gRa   

其中  d=R2－R1， 

Pr為普郎特數 (Prandtl number)， 

Ra為瑞里數 (Rayleigh number)。  

 

無因次化後之統御方程式表示如下： 

 

連續方程式 (continuity equation) : 

0V
X
1)XU(

XX
1

=
θ∂

∂
+

∂
∂

                        ( 2. 5 ) 

動量方程式 (momentum equations) : 

  
cosθaRPrΘ

θ
V

X
2)U

X
1(∆Pr

X
P

X
V

θ
U

X
V

X
UU

τ
U

22

2

⋅⋅⋅+





∂
∂

−−+
∂
∂

−=

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

  

                            ( 2. 6 a ) 

  
θ⋅⋅⋅Θ−





θ∂
∂

+−∆+
θ∂

∂
−=

+
θ∂

∂
+

∂
∂

+
τ∂

∂

sinRaPrU
X
2V)

X
1(PrP

X
1

X
UVV

X
V

X
VUV

22

  

                            ( 2. 6 b )  
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能量方程式 (energy equation) : 

∆Θ=
θ∂
Θ∂

+
∂
Θ∂

+
τ∂
Θ∂

X
V

X
U                           ( 2. 7 ) 

 

上式中 2

2

22

2

X
1

XX
1

X θ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∆ 。 

 

邊界條件 (boundary conditions) :  

η−
η

=
1

X  ：  ，                    ( 2. 8 a ) 0VU == 1=Θ

η−
=

1
1X  ：  ，                    ( 2. 8 b ) 0VU == 0=Θ
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第 三 章 
 

數 值 方 法 

3.1求取數值解的方法 
 

  在前一章方程式( 2. 5 )~( 2. 7 )中除了連續方程式為線性，其餘 

三式皆為非線性，無法直接求得其解析解，所以使用數值方法來求 

解此類問題。 

 

3.1.1雙重級數展開 
 

  在數值求解部份，由於流場在θ方向以週期性出現，因此以傅 

立葉級數(Fourier series)展開，在徑向則選用具有高精確度及收斂快 

速特性的契比希夫多項式(Chebyshev polynomials)，並以雙重級數展 

開的形式，來模擬流場中的速度、壓力與溫度，而展開之係數則為 

時間的函數。由於 U方向速度、壓力與溫度在水平圓柱間正視圖沿徑

向垂直線之對稱性，可將其表示為： 
 

θξφτ= ∑∑
+

=

−

=

mcos)()(AU nmn

1N

2n

1M

0m
                    ( 3. 1 a ) 

θξφτ= ∑∑
+

==

msin)()(BV nmn

1N

2n

M

1m
                    ( 3. 1 b ) 

θξτ= ∑∑
−

=

−

=

mcos)(T)(CP nmn

1N

0n

1M

0m
                    ( 3. 1 c ) 

2
1mcos)()(D nmn

1N

2n

1M

0m

ξ−
+θξφτ=Θ ∑∑

+

=

−

=
              ( 3. 1 d ) 
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上式中φ 是滿足速度與溫度邊界條件的基底函數，表示如下： n

( )[ ] ( )[ ]
2
T11

2
T11T 0n1n

nn −+−−−−=φ  ， n= 2 , 3 , 4 , ……   

Tn(ξ)為第一型 n階契比希夫多項式(Chebyshev polynomials)，

其定義如下： 

)cosncos()(T 1
n ξ⋅=ξ −  ， n= 0 , 1 , 2 , ……     

其中 之定義域為[-1,1]。為了方便處理，可將原方程式中Ｘ之定 ξ

義域經由 η−
η+

−=ξ
1
1X2 的關係式，由

η−
≤≤

η−
η

1
1X

1 轉換至 。  11 ≤ξ≤−

 

3.1.2 離散方程式 

 

    將方程式( 2. 5 )~( 2. 7 )式，加以離散化(discretization)，建立離散

方程式。為了大幅減少求得收斂解所需的計算時間，在連續方程式均

以隱式法(Implicit Method)來表示，動量方程式中，時間微分項 

以 η−
η+

−=ξ
1
1X2 表示。線性項部份，除壓力項採用 Implicit Method外，

其它均使用 Crank-Nicolson Method處理，即 2
fff

i1i +
=

+

。至於非線性

的部份，則採用 Adam-Bashforth Method處理，即 2
ff3f

i1i −
=

+

。則未

知數之最新一次的值，可由前兩次的結果求得。   
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經推導出的離散方程式，如下所示： 

 

連續方程式(continuity equation) 

0VU)
X

X1(
1i

1i =
θ∂

∂
+

∂
∂

+
+

+
                             ( 3. 2 ) 

動量方程式(momentum equations) 

θ⋅⋅⋅τ⋅Θ+

−
τ

+−
τ

−

θ∂
∂
⋅⋅

τ
+

θ∂
∂
⋅⋅

τ
−



 −∆⋅⋅

τ
+=

∂
∂
⋅τ+



 −∆⋅⋅

τ
−

+

−−−

−

+
+

cosRaPrd

)VV3(
X2

d)URUR3(
2
d

VPr
X
dVPr

X
d3U)

X
1(Pr

2
d1

X
PdU)

X
1(Pr

2
d1

1i

1i2i21i1iii

1i

2

i

2
i

2

1i
1i

2

 

                                                     ( 3. 3 a ) 

θ⋅⋅⋅τ⋅Θ−

−
τ

−−
τ

−

θ∂
∂
⋅⋅

τ
−

θ∂
∂
⋅⋅

τ
+



 −∆⋅⋅

τ
+=

θ∂
∂
⋅

τ
+



 −∆⋅⋅

τ
−

+

−−−−

−

+
+

sinRaPrd

)VUVU3(
X2

d)VRVR3(
2
d

UPr
X
dUPr

X
d3V)

X
1(Pr

2
d1

P
X
dV)

X
1(Pr

2
d1

1i

1i1iii1i1iii

1i

2

i

2
i

2

1i
1i

2

   

( 3. 3 b )   

能量方程式(energy equation) 

)RR3(
2
d)

2
d1()

2
d1( 1i1iiii1i −−+ Θ−Θ

τ
−Θ∆

τ
+=Θ∆

τ
−           ( 3. 4 ) 

上式中 θ∂
∂

+
∂
∂

=
X
V

X
UR

i
ii

 ， θ∂
∂

+
∂
∂

=
−

−−

X
V

X
UR

1i
1i1i

。  
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3.1.3 代數方程式 
 

將( 3. 1 )式模擬各速度分量、壓力與溫度之多項式代入上式的離 

散方程式中，在徑向以定置法(Collocation methed)處理，而定置點取為 

)
1N

Lcos(L +
π

=ξ ，L= 1 , 2 , 3 , ….. N。在軸向則是以 Galerkin method處

理。如此可將統御方程式轉化為代數方程式，以矩陣表示如下： 

1i,i1i FAX −+ =                          ( 3. 5 ) 

 

其中，矩陣 A的大小為 ，矩陣 F的大小為 。

其組成如下： 

2)NM4( ×× )NM4( ××

1i,i

3

2

1
1i

mn

mn

mn

mn

4241

34

242322

141311

0
F
F
F

D
C
B
A

00AA
A000
AAA0
AA0A −+



















=





































 

 

其中，矩陣 A內各矩陣及矩陣 F內各矩陣表示式如下， 

)()
X
1

X
mD

X
1D(Pr

2
d1

2
1A n22

2
2mn

11 ξφ⋅







−−+⋅⋅

τ
−=  

)(DT
2
dA n

mn
13 ξ⋅

τ
=  

)1r(RaPrd
4

1drcos])m1cos()m1[cos(

)(DRaPr
4
dDA n

2n

1i
mn

0m

1i
mn

mn
14

=⋅⋅τ⋅
ξ−

−θθθ++θ−⋅

ξφ⋅⋅⋅⋅
π
τ

−=⋅

∫

∑∑
π

π−

=

+

=

+

 

)()
X
1

X
mD

X
1D(Pr

2
d1

2
1A n22

2
2mn

22 ξφ⋅







−−+⋅⋅

τ
−=  
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)(Tm
X2

dA n
mn
23 ξ⋅⋅

τ
−=  

)1r(RaPrd
4

1drsin])m1sin()m1sin([

)(DRaPr
4
dDA n

2n

1i
mn

0m

1i
mn

mn
24

=⋅⋅τ⋅
ξ−

+θθθ++θ−⋅

ξφ⋅⋅⋅⋅
π
τ

=⋅

∫

∑∑
π

π−

=

+

=

+

 

)()
X
mD

X
1D(

2
d1

2
1A n2

2
2mn

34 ξφ⋅







−+

τ
−=  

)()XD1(
2
1A n

mn
41 ξφ⋅+=  

)(m
2
1A n

mn
42 ξφ⋅⋅=  

 

)rcos,VV3(
X2

d)rcos,URUR3(
2
d

)(BmPr
X2
d)(BmPr

X2
d3

)(A)
X
1

X
mD

X
1D(Pr

2
d1

2
1F

1i2i21i1iii

n
2n

1i
mn

1m
2n

2n

i
mn

1m
2

n
2n

i
mn

0m
22

2
2mn

1

θ−
τ

+θ−
τ

−

ξφ⋅⋅⋅⋅
τ

+ξφ⋅⋅⋅⋅
τ

−

ξφ⋅⋅







−−+⋅⋅

τ
+=

−−−

=

−

===

==

∑∑∑∑

∑∑

 

 

)rsin,VUVU3(
X2

d)rsin,VRVR3(
2
d

)(AmPr
X2
d)(AmPr

X2
d3

)(B)
X
1

X
mD

X
1D(Pr

2
d1

2
1F

1i1iii1i1iii

n
2n

1i
mn

0m
2n

2n

i
mn

0m
2

n
2n

i
mn

1m
22

2
2mn

2

θ−
τ

−θ−
τ

−

ξφ⋅⋅⋅⋅
τ

+ξφ⋅⋅⋅⋅
τ

−

ξφ⋅⋅







−−+⋅⋅

τ
+=

−−−−

=

−

===

==

∑∑∑∑

∑∑
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)rcos,RR3(
2
d

)0r(d)(D)
X
mD

X
1D(

2
d1

2
1F

1i1iii

n
2n

i
mn

0m
2

2
2mn

3

θΘ−Θ
τ

−

=
Χ
τ

−ξφ⋅⋅







−+

τ
+=

−−

==
∑∑

 

 

上式中    n

n
n

n

n
n

d
d2

dX
dD

ξ
== ， 

θ
θ

=ξφ
sin

nsinn2)(D n        ( n= 2 , 4 , 6 , …. ) ，  

2
sin

nsinn2)(D n −
θ
θ

=ξφ    ( n= 3 , 5 , 7 , …. ) ， 

)
sin

cosnsinnsinncosn(4)(D 3

2

n
2

θ
θθ+θθ−

=ξφ     

 ( n= 2 , 3 , 4 , …. ) ，其中  ， L
1cos ξ=θ −

 

)
1N

Lcos(L +
π

=ξ    ( L = 1 , 2 , 3 , ….. N ) ， 

 

θ⋅
π

= ∫
π

π−
gdf

2
1)g,f(  ， 

θ∂
∂

+
∂
∂

= iii V
X

UR  ，  

 

θ∂
∂

+
∂
∂

= −−− 1i1i1i V
X

UR  。 

 

F1、F２及 F３分別為徑向、θ方向與溫度，前一次線性項及前兩次

非線性項的和。 

 

利用高斯消去法(Gauss Elimination Method)解矩陣方程式 

( 3. 5 )式，以( 3. 6 )式表示之，先解出係數溫度 Dmn，再逐步地將係 

數壓力 Cmn 、速度 Amn、速度 Bmn 解出，直到滿足收斂條件在相同 
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無因次時間(time step)，任一係數前後兩次的差值與前一次的絕對比 

值小於 10-4 視為收斂。為了使程式收斂結果達到收斂條件，初始條 

件經過測試為 10-5~10-7，初始值先以 10-5 代入程式中，隨著瑞里數 

增加，初始值取愈小。 

 

4
i

i1i

10 −
+

<
φ

φ−φ
 

 

將達到收斂條件的係數( 3. 6 )式代回( 3. 1 )式之中，可求出在不同

普郎特數、瑞里數及半徑比下自然對流流場的速度、壓力與溫度。 

 

以高斯消去法解矩陣方程式( 3. 5 )式的表示式如下： 

{ }1i
mn131

1
11

1i
mn CAFAA +−+ −=                           ( 3. 6 a ) 

{ }1i
mn232

1
22

1i
mn CAFAB +−+ −=                           ( 3. 6 b ) 

{ } 1
23

1
224213

1
114143

1i
mn AAAAAAAC −−−+ −−=       

      { }2
1

22421
1

11414 FAAFAAF −− −−                  ( 3. 6 c ) 

3
1

34
1i

mn FAD −+ =                                      ( 3. 6 d ) 

因為自然對流流場中的壓力只與微分項有關，修正壓力項的 

結果，所以( 3. 6 c )式中多了 A43與 F4兩個小矩陣，才能求解出流場 

中正確的壓力值，因此得到壓力值之後，接著解流場速度分量及最 

後觀察整個自然對流流場的行為時，才不會產生錯誤的結果！ 
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3.2數值解的分析方法 
 

3.2.1 流線圖 
 

由解出的速度( 3. 1 a )式或( 3. 1 b )式，根據流線函數的定義取 

任一式代入( 3. 7 a )式或( 3. 7 b )式，經積分後轉換成流線函數(stream 

function)，得到( 3. 8 )式，進而畫出在圓柱間流場中的流線(streamline)，

即表示流場在每一瞬間，任一點的切向量平行於該點之速度向量， 

並利用此圖來觀察流場的行為及判斷其結果與流場物理現象中的對 

稱性是否互相符合。 

 

流線函數的定義： 

θ∂
ψ∂

=
X
1U                              ( 3. 7 a ) 

X
V

∂
ψ∂

−=                                         ( 3. 7 b ) 

 

兩同心圓柱間之流線函數： 

ttanconsmsin
m
1AX nmn

1N

2n

1M

0m

+θ⋅φ⋅=ψ ∑∑
+

=

−

=
               ( 3. 8 ) 

 

3.2.2 計算平均紐賽數( Nu) 
   

  由於兩同心圓柱間流場同時具有熱傳導與熱對流的效應，吾人可

計算出內圓柱的紐賽數及外圓柱的紐賽數來分析收斂結果是否正確，

當結果收斂時，內外圓柱分別計算出的紐賽數誤差值應在 5%以下才算

準確，而內外圓柱的平均紐賽數若大於 1.0，則顯示出此同心圓柱間流
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場的熱對流效應較強烈。 

 

紐賽數的定義： 

k
XhNu ⋅

=
 

流體運動純傳導無因次熱傳率： 

1

2
conduction

x
xln

1Nu =

 

內外圓柱局部紐賽數： 

   1

1
XX1

2
X X

X
X

lnNu
=∂

⋅−=
X Θ∂

                   

2
X XXlnNu Θ∂

⋅−=
  2

2
XX1 XX =∂                       

 

內外圓柱平均紐賽數： 

θ
Θ∂

⋅−=
π

∫ dXXln1Nu 22
1

∂π =XX2
1XX1

0
                  

θ
Θ∂

⋅−=
π

∫ dXXln1Nu 22
2

∂π =XX2
2XX1

0
                    

 

 

 

 19 
 

 



 

推導之後的內外圓柱平均紐賽數： 

 

( )






−−⋅
−

⋅−= ∑∑∑∑ 1D2D1n2XlnXNu
n2

2
1

 − ==== 1X mn
2n0m

mn
2n0m1

1
 









−−⋅⋅−= ∑∑∑∑

====

1D2Dn2
X
XlnXNu mn

2n0m
mn

2

2n0m

2
22

1    

 

 

上式中中括號內第一項、第二項只取當 m=0時，第二項 n只取奇數時 

。 
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第 四 章 
 

結 果 與 討 論 

 

為了瞭解程式所得數據之精確性，在本章中將先對程式做準確度

分析，作為往後計算選擇級數展開項數的依據。再探討圓柱間自然對

流之分歧現象的穩定臨界值（Raｃ），分析普郎特數與半徑比二個參數

的改變對流場行為的影響。  

 

4.1準確度分析 
   

對兩同心圓柱間自然對流流場的計算，前一章數值方法中軸向與

徑向的 Fouries series 及 Chebyshev polynomials 雙重級數展開項 

數（Ｍ、N）將影響數值計算結果的準確度，因此在進行自然對流 

流場計算之前，先測試計算時所需的項數，以作為往後計算時的依據。

理論上，展開項數取的愈多其結果之準確度愈高，但項數取太多將 

耗費大量的時間在運算上，因此取最少的展開項數而能達到相當準 

確度才是最佳的選擇。 

 

考慮半徑比與普郎特數兩參數對兩同心圓柱間平均紐賽數的變化

作準確度測試，圖二及圖三為測試的結果並與 Yoo（1999）比較，當

M 及 N 均以 5 項展開所得到的平均紐賽數誤差為 3.44%，但 M 及 

N 均取至 10 項以上所得到的平均紐賽數已減至 0.05%，收斂結果和 

Yoo 以有限差分法解的結果十分接近。同樣的，圖四及圖五顯示在 

低瑞里數時較少的展開項數(10×10)已有不錯的結果，但在較高的瑞 

里數時則需要較多的展開項數(12×12)。 

 

圖六測試穩定臨界值與展開項數之關係，結果也發現當M及 N均
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以 6、7、8、9、10項展開時所得到的臨界瑞里數有些許誤差，一直到

M及 N均取至 11項以上所得到臨界瑞里數誤差才縮減至 1.05%以內。 

收斂結果和 Yoo（1996）以有限差分法解的結果十分接近。 

 

由以上的分析可知，在低瑞里數時M及 N各取 11項展開準確度

已足夠，因此在本文中探討分歧現象之臨界瑞里數時M及 N各取 11

項計算，而對瑞里數較大時則增加展開項數以獲得準確的結果。 

 

4.2臨界瑞里數對圓柱間自然對流流場之影響 
 

對於水平同心圓柱間自然對流流場產生很多不同流場型態與轉 

換現象，均取決於普郎特數與半徑比的變化。 

 

本文中以兩種不同半徑比，分別改變普郎特數來觀察穩定流場 

由單一渦漩流（crescent-shaped eddy）轉變為在內圓柱上方分離成兩 

個相反方向旋轉的渦漩流（two counter-rotating eddies），得到的結果有 

：當圓柱半徑為 0.2，隨著增加普郎特數，液動不穩定性會增大，流 

場會發生分歧現象的臨界瑞里數愈大；當圓柱半徑比為 0.5，在 0.3 

≦Pr≦0.5，自然對流流場中內熱圓柱會產生二次流的現象，隨著增 

加普郎特數，由於圓柱間寬距變小，液動不穩定性會減小，流場會 

發生分歧現象的臨界瑞里數愈小。分別就普郎特數及半徑比作以下 

的探討。 

 

4.3 探討普郎特數對自然對流流場之影響 
 

4.3.1 半徑比η=0.2時，普郎特數對自然對流流場之影響 
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考慮圓柱半徑比小於 0.5，圖七為η=0.2，Pr=0.3 時，流場由單 

一渦漩流轉變至雙渦漩流情形：當 Ra=1000 時，流場單渦漩流受到 

的浮力作用很小，流動方向為靠內圓柱向上流動，靠外圓柱向下流動 

；當 Ra=2000時，流場單渦漩流形狀類似腎臟，逐漸向下沈；當 Ra= 

2800 時，流場內熱圓柱上方發生逐漸向下沈的單渦漩流分離成兩個 

逆時針旋轉的雙渦漩流，繼續增加瑞里數時，內熱圓柱上方分離出 

的第二個渦漩流旋轉更劇烈。 

 

隨著增加普郎特數，圖八為η=0.2，Pr=0.5 時，流場由單一渦 

漩流轉變至雙渦漩流情形：當 Ra=1000時，流場單渦漩流受到的浮力

作用比 Pr=0.3時來的大，流動方向為靠內圓柱向上流動，靠外圓柱向

下流動；當 Ra=6000時，流場單渦漩流形狀類似腎臟，才逐漸向下沈；

當 Ra=6900時，流場內熱圓柱上方發生逐漸向下沈的單渦漩流分離成

兩個逆時針旋轉的雙渦漩流，繼續增加瑞里數時，內熱圓柱上方分離 

出的第二個渦漩流旋轉會更加劇烈。 

 

隨著增加普郎特數，圖九為η=0.2，Pr=0.7 時，流場由單一渦 

漩流轉變至雙渦漩流情形：當 Ra=1000~9000 時，流場單渦漩流受 

到的浮力作用比 Pr=0.5時來的大，逐漸向上浮，流動方向為靠內圓柱

向上流動，靠外圓柱向下流動；當 Ra=9500時，流場內熱圓柱上方發

生逐漸向下沈的單渦漩流分離成兩個逆時針旋轉的雙渦漩流，繼續 

增加瑞里數時，內熱圓柱上方分離出的第二個渦漩流旋轉會更加劇烈。  

 

綜合以上觀察所知，當 Pr＝0.3 時，流場中分子動量的擴散率遠 

小於分子熱量的擴散率，因此在流線圖上，由於單渦漩流受到向上 

浮的作用沒有這麼強烈，所以液動不穩定性很小，流場單渦漩流分 
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離成雙渦漩流之臨界瑞里數較小。在等溫線圖上顯示出，當瑞里數 

較小時，只有靠近內熱圓柱下方溫度較高的地方比較集中，內熱圓 

柱上方溫度分佈較均勻；當瑞里數增加，除了內熱圓柱下方溫度呈 

現較密集的分佈情形，內熱圓柱上方因受到分離出的另一個渦漩流 

的影響，溫度呈現少許不穩定性的分佈情形，其餘部份就變得較均勻。 

 

當 Pr=0.7 時，流場中分子動量擴散率略低於分子熱量擴散率， 

因此在流線圖上，由於單渦漩流受到浮力作用較大，所以液動不穩 

定性很大，流場單渦漩流分離成雙渦漩流之臨界瑞里數比 Pr=0.3 

更大。在等溫線圖上顯示出當瑞里數較小時，只有靠近內熱圓柱下 

方溫度較高的地方比較集中，內熱圓柱上方溫度受浮力影響，溫度 

分佈較往上疏離；當瑞里數增大，除了內熱圓柱下方溫度呈現更密 

集的分佈情形，內熱圓柱上方因受到分離出的另一個渦漩流的影響 

，溫度呈現極大不穩定性的分佈情形，其餘部份也變得較不穩定。 

 

4.3.2 半徑比η=0.5時，普郎特數對自然對流流場之影響 
 

考慮圓柱半徑比為 0.5，圖十為η=0.5，Pr=0.3時，流場由單一渦

漩流轉變至雙渦漩流情形：當 Ra=1600時，流場單渦漩流中上方產生

了小渦漩，這時還未分離成雙渦漩流，流動方向為靠內圓柱向上流動，

靠外圓柱向下流動；當 Ra=2000時，流場內熱圓柱上方出現了一個小

渦漩，逐漸分離成兩個逆時針旋轉的雙渦漩流；當 Ra=2900時，流場

雙渦漩流下方的渦漩流中，短暫產生了向下流的小渦漩，這與 Yoo

（1999）的研究在 0.3≦Pr≦0.5，自然對流流場中內熱圓柱會產生二 

次流的現象十分吻合；當 Ra=3000 時，流場內多渦漩流會組合成為 

單渦漩流；當 Ra=3100 時，流場內熱圓柱上方出現了一個小渦漩， 

又逐漸分離成兩個逆時針旋轉的雙渦漩流，繼續增加瑞里數時，內 
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熱圓柱上方分離出的第二個渦漩流旋轉更劇烈。其收斂結果與 

Yoo（1999）以有限差分法解的結果十分接近。 

 

隨著增加普郎特數，圖十一為η=0.5，Pr=0.5 時，流場由單一 

渦漩流轉變至雙渦漩流情形：當 Ra=2900 時，流場單渦漩流中上方 

產生了小渦漩，這時還未分離成雙渦漩流，流動方向為靠內圓柱向 

上流動，靠外圓柱向下流動；當 Ra=3000 時，流場內熱圓柱上方出 

現了一個小渦漩，逐漸分離成兩個逆時針旋轉的雙渦漩流；當 Ra= 

4000 時，自然對流流場中內熱圓柱會產生二次流的現象，流場雙渦 

漩流下方的渦漩流中，短暫產生了向下流的小渦漩，繼續增大瑞里 

數時，內熱圓柱上方分離出的第二個渦漩流旋轉會更劇烈。 

 

隨著增加普郎特數，圖十二為η=0.5，Pr=0.7 時，流場由單一 

渦漩流轉變至雙渦漩流情形：當 Ra=2900 時，流場內熱圓柱上方出 

現了一個小渦漩，逐漸分離成兩個逆時針旋轉的雙渦漩流，繼續增 

加瑞里數時，內熱圓柱上方分離出的第二個渦漩流旋轉會更劇烈。 

收斂結果和 Yoo（1996）以有限差分法解的結果十分接近。 

 

綜合以上觀察所知，當 Pr＝0.3 時，流場中分子動量的擴散率遠 

小於分子熱量的擴散率，因此在流線圖上，由於單渦漩流受到向上 

浮的作用沒有這麼強烈，但是受限於圓柱間寬距變小，所以液動不 

穩定性很大，流場單渦漩流分離成雙渦漩流之臨界瑞里數較大。在等

溫線圖上顯示出，當瑞里數較小時，只有靠近內熱圓柱下方溫度較 

高的地方比較集中，內熱圓柱上方溫度分佈較均勻；當瑞里數增加 

，除了內熱圓柱下方溫度呈現較密集的分佈情形，內熱圓柱上方因 

受到分離出的另一個渦漩流的影響，溫度呈現少許不穩定性的分佈 

情形，其餘部份就變得較均勻。  
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當 Pr=0.7 時，流場中分子動量擴散率略低於分子熱量擴散率， 

因此在流線圖上，由於受限於圓柱間寬距變小，但是單渦漩流受到 

浮力作用比 Pr=0.3 稍大，所以液動不穩定性減小，因此流場單渦漩 

流分離成雙渦漩流之臨界瑞里數比 Pr=0.3 略為低些。在等溫線圖上 

顯示出，當瑞里數較小時，只有靠近內熱圓柱下方溫度較高的地方 

比較集中，內熱圓柱上方溫度分佈較均勻；當瑞里數增大，除了內 

熱圓柱下方溫度呈現較密集的分佈情形，內熱圓柱上方因受到分離 

出的另一個渦漩流的影響，溫度呈現極不穩定性的分佈情形，其餘 

部份就變得較均勻。 

 

圖十三、十四、十五為η=0.2 與η=0.5，普郎特數在三個情況 

下所計算出圓柱間的平均紐賽數曲線圖，由圖上顯示出，當η=0.2 

，隨著普郎特數增加，臨界瑞里數會增大，所計算出圓柱間的平均 

紐賽數也就愈大；當η=0.5，隨著普郎特數增加，臨界瑞里數會略 

為減小，所計算出圓柱間的平均紐賽數也就略為減小。 

 

4.4 探討圓柱半徑比對自然對流流場的影響 
 

考慮圓柱半徑比為 0.2 時，由圖七、圖八、圖九三個不同普郎 

特數作分析，發現普郎特數增加，液動不穩定性及溫度不穩定性皆 

會增大，流場中單渦漩流轉變成雙渦漩流之臨界瑞里數愈大，所計 

算出圓柱間的平均紐賽數也隨著瑞里數增加而變大。 

 

另外，考慮圓柱半徑比為 0.5 時，由圖十、圖十一、圖十二三 

個不同普郎特數作分析，發現普郎特數增加，液動不穩定性減小， 

流場中單渦漩流轉變成雙渦漩流之臨界瑞里數略為減小，當 0.3≦ 
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Pr≦0.5，液動不穩定性很大，所以在內熱圓柱會產生二次流現象的 

流場，但是溫度不穩定性會增大，所計算出圓柱間的平均紐賽數也隨 

著瑞里數增加而略為減小。 

 

由以上觀察得知，當固定普郎特數，圓柱半徑比為 0.5 以下時 

，如圖十六所示，隨著半徑比愈小，液動不穩定性會增大，流場由 

單渦漩流轉變成雙渦漩流之臨界瑞里數也愈大。 

 

當固定普郎特數，圓柱半徑比為 0.5 以上時，隨著半徑比愈大 

，圓柱間寬距變小，液動不穩定性減小，流體所受到的浮力作用愈小 

，流場由單渦漩流轉變成雙渦漩流的臨界瑞里數愈小。 
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第 五 章 
 

結 論 

 

本文以數值方法探討水平同心圓柱間自然對流流場之行為，以兩

種不同半徑比，分別改變普郎特數來觀察穩定流場由單一渦漩 

流（crescent-shaped eddy）轉變為在內熱圓柱上方分離成兩個相反方 

向旋轉的渦漩流（two counter-rotating eddies），根據第四章的結果可 

歸納以下幾點結論： 

 

（1） 當圓柱半徑為0.2：隨著普郎特數增加，液動不穩定性及溫度 

不穩定性皆會增大，流場發生分歧現象的臨界瑞里數愈大， 

所計算出圓柱間平均紐賽數也隨著瑞里數增加而變大。 

 

（2） 當圓柱半徑為0.5：隨著普郎特數增加，由於圓柱間寬距變小 

，液動不穩定性會減小，流場發生分歧現象之臨界瑞里數愈小 

，但是溫度不穩定性會增大，所計算出圓柱間平均紐賽數也 

隨著瑞里數增加而略為減小。另外，當 Pr=0.3 及 Pr=0.5 時， 

內熱圓柱會有二次流現象的流場，這與 Yoo（1999）的研究 

在 0.3≦Pr≦0.5，自然對流流場中內熱圓柱會產生二次流的現 

象十分吻合；當 Pr=0.7，Ra=2900 時，流場內熱圓柱上方出 

現了一個小渦漩，逐漸分離成雙渦漩流。其收斂結果與 Yoo

（1999）、（1996）均以有限差分法解的結果十分接近。 

 

（3） 圓柱半徑比為0.5 以下時，隨著半徑比愈小，液動不穩定性 

會增大，流場由單渦漩流轉變成雙渦漩流之臨界瑞里數也愈大 

；圓柱半徑比為 0.5 以上時，隨著半徑比愈大，圓柱間寬距 

變小，液動不穩定性減小，流場由單渦漩流轉變成雙渦漩流 

 28 
 

 



 

的臨界瑞里數愈小。 

 

（4） 吾人在本文中所使用雙重級數展開的數值方法，經測試結果： 

無法觀察到較高瑞里數時，圓柱間穩定流場之行為；當圓柱半

徑比為 0.8 以上時（狹窄寬距），無法觀察到圓柱間穩定流場 

之分歧現象，因此，所使用雙重級數展開的數值方法，仍有 

改進的空間。  
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圖一：基本物理模式示意圖 
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圖二  η=0.2，Pr=0.5，Ra=5000時，測試各展開項數所計算出的平均

紐賽數，並與 Yoo（1999）比較。 
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圖三  η=0.2，Pr=0.3，Ra=4000時，測試各展開項數所計算出的平均

紐賽數，並與 Yoo（1999）比較。 
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圖四  η=0.2，Pr=0.3時，每個瑞里數所計算出的平均紐賽數，並與 

Yoo（1999）比較。 
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圖五  η=0.2，Pr=1.0時，每個瑞里數所計算出的平均紐賽數，並與

Yoo（1999）比較。 
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圖六  η=0.5，Pr=0.7時，測試各展開項數所測的臨界瑞里數，並與

Yoo（1996）比較。 
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圖七   當η=0.2，Pr=0.3 時，兩同心圓柱間自然對流流場之流線圖 

（左）及其等溫線圖（右），（a）Ra=1000（b）Ra=2000（c） 

Ra=2500（d）Ra=2700（e）Ra=2800（f）Ra=3600（g） 

Ra=4000 
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圖八   當η=0.2，Pr=0.5 時，兩同心圓柱間自然對流流場之流線圖 

（左）及其等溫線圖（右），（a）Ra=1000（b）Ra=3000（c） 

Ra=4000（d）Ra=6000（e）Ra=6800（f）Ra=6900（g） 

Ra=8000 
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圖九   當η=0.2，Pr=0.7 時，兩同心圓柱間自然對流流場之流線圖 

（左）及其等溫線圖（右），（a）Ra=1000（b）Ra=3000（c）

Ra=4000（d）Ra=6000（e）Ra=8000（f）Ra=9000（g） 

Ra=9500 
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圖十   當η=0.5，Pr=0.3 時，兩同心圓柱間自然對流流場之流線圖 

（左）及其等溫線圖（右），（a）Ra=1500（b）Ra=1600（c） 

Ra=1900（d）Ra=2000（e）Ra=2900（f）Ra=3000（g） 

Ra=3100 

 

 

 48 
 

 



 

   

（c） 

   

（d） 

   

（e） 

續 

 49 
 

 



 

  

（f） 

  

（g） 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

續 

 50 
 

 



 

   

（a） 

   

（b） 

 

 

 

圖十一 當η=0.5，Pr=0.5 時，兩同心圓柱間自然對流流場之流線圖 

（左）及其等溫線圖（右），（a）Ra=1000（b）Ra=2000（c） 

Ra=2900（d）Ra=3000（e）Ra=3500（f）Ra=4000（g） 

Ra=6000 
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圖十二 當η=0.5，Pr=0.7 時，兩同心圓柱間自然對流流場之流線圖 

（左）及其等溫線圖（右），（a）Ra=2000（b）Ra=2500（c） 

Ra=2800（d）Ra=2900（e）Ra=3500（f）Ra=4000（g） 

Ra=5000 
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圖十三  當 Pr=0.3時，不同瑞里數所計算出的平均紐賽數。 
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圖十四  當 Pr=0.5時，不同瑞里數所計算出的平均紐賽數。 
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圖十五  當 Pr=0.7時，不同瑞里數所計算出的平均紐賽數。 
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圖十六  當η=0.2至η=0.5，臨界瑞里數與 Pr之關係。 
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