
第三章　 有限元素法 

 

    本章主要是探討有限元素法分析技巧，首先提到的是如何將選定區域作離散

化，並且對離散單元作編碼，最後是對有限元素法於光子晶體計算的應用作介紹。 

 

3.1 有限元素法簡介 

 

有限元素法是一種解析方法，而它的發展歷史是由1850年到1875年，法國彈

性力學家如那維爾及聖維農等人所開啟。有限元素法與其它方法擬建立數值模擬

解相類似，皆需要推導及解析代數方程式，其快速發展已經普遍被人重視，且由

早期的結構力學應用，如今已廣泛的被應用於熱傳導、能流及電磁波等現象分

析。有限元素法的基本觀念是任何連續量均可用一不連續函數的型式作近似表

示。此型式乃為有限區域的集合分段連續函數所組成。使用連續量的值，以定義

分段連續函數在其有限數次域 (subdomain)。 

 

3.2 二維有限元素法之區域離散化 

 

   運用有限元素分析法[42][50]，首先需將區域Ω分成眾多的二維單元，比如

三角形單元。我們必須使離散的單元間沒有重疊且無間隔，且單元的頂點應相

連，也就是一個頂點只連接於它相鄰的單元頂點之上，不可在其它單元的邊之

上。較好的離散也應避免窄形單元的產生，意即銳角單元。雖然這些單元是允許

存在的，但是可證實有限元素解的誤差反比於最小內角的正弦，因此窄形單元會

增加計算誤差。所以全部的單元應接近正三角形。此切割單元若越小，計算結果

越佳。然而，愈小的單元則產生未知量增加，因此增加記憶體的需求且耗時，所

 23



以對我們所希望的精度，應當維持於單元數最少化的要求。因此我們可知最好的

方法是在計算變化較大的區域採用較小的切割單元，而在計算變化較小的的區域

採用較大的切割單元。 

標示計算的每個組成單元時，單元編碼可由單一組整數表示；此外，若是其

它的組成切割單元頂點處之節點，可採用另一組整數作為其它節點的編碼。因為

每一個單元皆與數個節點有關連，因此，一節點除了具有在整個區域中的位置

外，還有在其相對應的切割單元中的位置，因此可將編碼分為下述幾種，分別為

整體邊編碼、局部節點編碼、局部邊編碼、單元編碼與整體節點編碼。為了方便

了解，可用圖3-1、3-2描述。 

  

【圖3-1 不相連的兩個元素其相鄰三

角形切割單元的節點編碼】 

【圖3-2 兩個相鄰三角形單元要求連

續，相對應節點需重新編碼】 

  

【圖3-3 不相連的兩個元素其相鄰三

角形切割單元的邊編碼】 

【圖3-4 相鄰兩個三角形切割單元要求

連續，其相對應邊需作重新編碼】 

 

由圖3-1~3-4可知，當所連續的三角形切割單元增加，其節點與邊的編碼會比不
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連續的節點與邊的編碼數目較少。計算的過程中，也需很確定知道各個對應的編

號，我們可將對應的編號以下表表示。以圖3-1~3-4為例，以表3-1、3-2作整理。 

 

e n(1,e) n(2,e) n(3,e) 

1 1 2 3 

2 1 3 4 

【表3-1 紀錄相對應節點編碼】 

 

e edge(1,e) edge(1,e) edge(1,e) 

1 1 2 5 

2 5 3 4 

【表3-2 紀錄相對應邊編碼】 

實際上而言，此種編碼方式並非唯一，也可將第一個三角形切割單元的三個

不同節點編成3、1、2或2、3、1，只要遵從逆時針方向即可。因此可知，邊的編

碼也非唯一，但仍須遵從逆時針方向。 

 

3.3 單元插值 

 

【圖3-5典型的三角形切割單元】 
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若將欲切割區域劃分完成後，有限元素法的第二步驟是，需要將每一單元內

的未知函數Φ作近似表示。若以線性的三角形為單元，則每一單元內的未知函數

Φ可近似表示為 

( , )e e e ex y a b x cΦ = + + y

111

221

3
e

e
jΦ

                                           （3.1） 

(3.1)式中，ae、be和ce是待定的常係數，取決於每個頂點上之座標與電位，e則

表示單元編碼。若按逆時鐘方向以1、2和3作這三個節點編碼，並用 、 和

分別作為各別相應的電位Φ值，將所定義的電位和相應頂點帶入上式，就可得以

下三個方程式： 

1
eΦ 2

eΦ 3
eΦ

eeeeee ycxba ++=Φ                                             （3.2）  

eeeeee ycxba ++=Φ                                              （3.3） 

3 3
e e e e ea b x c yΦ = + +                                               （3.4） 

以上三個方程式解聯立，並代回(3.1)，可得 

3

1
( , ) ( , )e e

j
j

x y N x y
=

Φ =∑                                            （3.5） 

上式中， 表示插值函數或展開函數 ( , )e
jN x y

)(
2
1),( j

e
jj

e
j

e
je

e
j ycxbayxN ++

Δ
=                     1, 2,3j =     （3.6） 

其中 

1 2 3 2 3 ;e e e e ea x y y x= −   1 2 3 ;e e eb y y= − 1 3
e ec x x2

e= −  

2 3 1 3 1 ;e e e e ea x y y x= −   2 3 1 ;e e eb y y= − 2 1
e ec x x3

e= −  

3 1 2 1 2 ;e e e e ea x y y x= −   3 1 2 ;e e eb y y= − 3 2
e ec x x1

e= −  

1 1

2 2 1 2 2 1

3 3

1
1 11 ( )
2 2

1

e e

e e e e e e e

e e

x y
x y b c b c e
x y

Δ = = − =第 個單元面積                    （3.7） 
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上式中， e
jx 和 表示第e個單元中第j個節點座標 ( 1, 2,3e

jy j = )

0B

 

3.4 有限元素法之光子晶體計算 

 

根據電磁波理論，光子晶體內的電磁波傳播是由馬克斯威爾方程式（Maxwell 

Equation）出發。 

∇• =                                                         （3.8） 

D ρ∇• =                                                        （3.9） 

DH
t

∂
∇× = +

∂
J                                                  （3.10） 

BE
t

∂
∇× = −

∂
                                                   （3.11）   

式中E和H分別表示電場強度和磁場強度，而D和B為電通密度及磁通密度，ρ表示

自由電荷密度，J是電流密度，我們可由此出發模擬光子晶體的特性。就非均勻

填充波導的分析而言，邊界值問題的向量波動方程式為 

2
0

1 0r
r

E k Eε
μ

⎛ ⎞
∇× ∇× − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                        （3.12） 

在Ω中邊界條件為： 

0n E
∧

× = 1Γ在 上                                                  （3.13） 

2( ) 0n E
∧

× ∇× = Γ在 上                                              （3.14） 

Ω表示結構的橫截面，邊界是由電壁 1Γ 和磁壁 2Γ 所組成。由變分原理在 rε 和 rμ 為

實數時可等效為下列變分問題 

( ) 0

0

F E

n E

δ
∧

=⎧⎪
⎨

× =⎪⎩
在 上                                              （3.15） 1Γ
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其中 

( ) ( ) ( ) 2
0

1 1
2 r

r

F E E E k Eε
μ

∗ ∗

Ω

⎡
= ∇× • ∇× − •⎢

⎣ ⎦
∫∫ E d

⎤
Ω⎥                    （3.16） 

已知的z相關因子為 ( , , ) ( , ) zjk zE x y z E x y e−= ，其中 是傳播常數，則 zk

2
0

1 1( ) [ ( ) ( )
2 t t t t r

r

F E E E k E Eε
μ

∗ ∗

Ω
= ∇ × • ∇ × −∫∫ •  

        
1 ( ) ( )t z z t t z z t

r

]E jk E E jk E d
μ

∗+ ∇ + • ∇ + Ω

t z t

z z

                     （3.17） 

上式中 為橫向梯度運算子， 為電場的橫向分量， 為電場的z分量。將其

作離散，可得一特徵方程組，對給定的k

t∇ tE zE

z求解該方程組可解出 。一般而言，通

常給定工作頻率，再解傳播常數，並引入下列變量變換 

2
0k

k EΦ =                                                       （3.18） 

jEΦ = −                                                      （3.19） 

將上式帶回原式並與 相乘，可得 2
zk

2
0

1 1( ) { ( ) ( )
2 t t t t r t t

r

F e k ε
μ

∗ ∗

Ω
= ∇ ×Φ • ∇ ×Φ − Φ •∫∫ Φ  

2
0

1[ ( ) ( ) ]}z t z t t z t r z z
r

k ε
μ

∗ ∗+ ∇ Φ +Φ • ∇ Φ +Φ − Φ Φ2k dΩ

e

}eN

                    （3.20） 

可看出只要給定 ，就可導出一個特徵值為 的方程組 0k 2
zk

將上式作離散，橫截面Ω分割為許多小矩形或三角形元素。在每個元素裡，向量

橫向場可展開為 

1
{ } { } { }{ }

n
e e e e T e e
t i ti t t

i
N N N

=

Φ = Φ = Φ = Φ∑                              （3.21） 

n表示單元的邊數。對三角形元素，n=3；矩形元素，n=4。使用節點基差值函數，

將縱向分量 展開為 zΦ

1
{ } { } { } {

n
e e e e T e e T
z i zi z z

i
N N

=

Φ = Φ = Φ = Φ∑                             （3.22） 
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並帶入原式，得到 

2

1

1 [{ } [ ]{ } ]
2

T e ee eM
e T e e tt tzt
t tt t z e ee

e zt zzz z

B B
F A k

B B
t
e

∗

∗

=

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫Φ Φ
= Φ Φ + ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥Φ Φ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
∑                 （3.23） 

其中單元矩陣為 

{ } 2
0

1 { } { } { }
e

Te e e e
tt t t re

r

e TA N N k N Nεε
μΩ

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = ∇ × • ∇ × − •⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
∫∫ dΩ             （3.24） 

{ } { }1
e

Te e e
tt e

r

B N N d
μΩ

⎡ ⎤ = •⎣ ⎦ ∫∫ Ω                                     （3.25） 

{ } { }1
e

Te e e
tz te

r

B N N d
μΩ

⎡ ⎤ = • ∇⎣ ⎦ ∫∫ Ω                                   （3.26） 

{ } { }1
e

Te e
tz te

r

eB N N d
μΩ

⎡ ⎤ = ∇ •⎣ ⎦ ∫∫ Ω                                   （3.27） 

{ } 2
0

1 { } { } { }
e

Te e e e
tt t t re

r

e TB N N k N Nεε
μΩ

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = ∇ × • ∇ × − •⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
∫∫ dΩ             （3.28） 

各式中， 表示相對介電常數和相對磁導率為eΩ ( ),e e
r rε μ 的元素e。若在該元素中 e

rε

和 e
rμ 都是常數，對於矩形和三角形元素，使用全局標記，可寫為 

{ } [ ]{ } 21 1
2 2

T
T tt tzt

t tt t z
zt zzz z

B B
F A k

B B
t

∗
∗ Φ Φ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= Φ Φ + ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥Φ Φ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
                  （3.29） 

並利用里茲法[42]可得到廣義特徵值問題。 

20
0

0 0
tt tzttt

a z
zt zzz z

B BA
F k

B B
δ

Φ Φ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⇒ = − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

t
⎥                        （3.30） 

[ ] [ ]zt t zz zB BΦ = − Φ                                               （3.31） 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]( )12 2 2 2
tt t z tt t z tz z z tz zz zt tt t z tt tA k B k B k B B B B k B− ⎡ ⎤′Φ = − Φ − Φ = − Φ = Φ

⎣ ⎦
                    

（3.32） 

[ ]( )2 0tt z tt tA k B⎡ ⎤′− Φ
⎣ ⎦

=                                           （3.33） 
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將(3.33)式解特徵值，可得 。 zk

 

3.5 Berenger的PML完美匹配層 

 

Berenger的PML吸收邊界條件雖然需要較多的記憶體，但卻是目前最有效的

吸收邊界條件。PML層的原理是在邊界設置一特殊的介質層，而真空中阻抗為Z0，

而在介質中傳遞的阻抗為Z，這兩個阻抗的值分別可表示為 

0Z μ
ε

=                                                       （3.34） 

*

jZ

j

σμ
ω
σε
ω

+
=

+
                                                   （3.35） 

由阻抗匹配的條件Z0=Z而得到 

*

0 0

σ σ
ε μ

=                                                        （3.36） 

如滿足上式的條件時反射係數為0，由於電磁波不反射因此可視為電磁波完

全穿透介質。或是σ、σ*變得非常大時，穿透波會很快地衰減，即使PML為有限

厚度，它對於入射波仍有很好的吸收效果。因此如果以這種介質包圍所要解析區

域便可得到良好的吸收邊界。 
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【圖3-6 PML介面】 

 

對二維的TE波來說，只有Hz、Ex與Ey分量，可將其寫成 

0
x zE H

t y
ε ∂ ∂

=
∂ ∂

                                                   （3.37） 

0
y z

E H
t x

ε
∂ ∂

= −
∂ ∂

                                                 （3.38） 

0
y x z

E E H
t y

ε
∂ ∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂0 x

μ                                           （3.39） 

Berenger在PML介質中，假設電場Ex分裂為兩個子分量Exy、Exz，電場Ey分裂為兩個

子分量Eyx、Eyz，磁場Hz分裂為兩個子分量Hzx、Hzy，因此，（3.37）~（3.39）式可

改寫成 

0

( )xy zx
y xy

zyE H H
E

t y
ε σ

∂ ∂
+ =

∂ ∂

+
                                     （3.40） 

0

( yx zyxz
z xz

H HE E
t y

ε σ
∂ +∂

+ = −
∂

)
∂

                               （3.41） 

0

(yz xy xz
z yz

E H
E

t z
ε σ

∂ ∂
+ =

∂

)H+

∂
                                （3.42） 
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0

(yx zx zy
x yx

E H
E

t x
ε σ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂

)H+                               （3.43） 

0

( yx yzzx
x zx

H HE E
t x

ε σ
∂ +∂

+ = −
∂ ∂

)                                （3.44） 

0

(zy xy xz
y zy

)E H H
E

t y
ε σ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂

+                                （3.45） 

式中σx,y,z為導電係數，可知σx,y,z=0時，式（3.40）~（3.45）就退化為（3.37）~

（3.39）式。 

若假設解析區域為真空（3.40）、（3.41）可表示為 

( )0
z

y xy
Hj E
y

ωε σ ∂
+ =

∂
                                     （3.46） 

( )0
y

z xz

H
j E

z
ωε σ

∂
+ =

∂
                                     （3.47） 

我們可定義 

0

1
ωε
σ

j
s i

i +=     i=x，y，z                                        （3.48） 

若將（3.46）與（3.47）式相加，且假設Ex分裂為兩個子分量Ex=Exy+Exz，可得 

0
1 1 yz

x
y z

HHj E
s y s z

ωε
∂∂

= −
∂ ∂

                                  （3.49） 

可定義 
'
i

i
i

EE
s

=                                                         （3.50） 
'
i

i
i

HH
s

=                                                        （3.51） 

對 作正規化且可定義為 is

'
0 (y z ' )x x

x

s s
j E

s
ωε = ∇×H                                      （3.52） 

同理，其餘分量也可作相同整理。 

0 rH j Eωε ε∇× =                                          （3.53） 

其中 
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0 0

0

0 0

y z

x

x z
r

y

0

x y

z

s s
s

s s
s

s s
s

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟                                           （3.54） 

同理，我們也可對磁場作計算，可表示成 

0 rE j Hωμ μ∇× = −                                         （3.55） 

經由匹配條件 

rrμ ε=                                                 （3.56） 

（3.53）與（3.55），就FEM而言，若以垂直z軸的面來看，當 0x yσ σ= = 時，  1x ys s= =

，則介電常數與導磁率張量為 

0 0
0

10 0

z

r r z

z

s
s

s

ε μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= = ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 ⎟                                            （3.57） 

由入射波側的介質狀況，Gedney對sz作兩種選擇[49]： 

2
0

1
n

jsz ωε
σ

−= 入射波側為有損耗介質                             （3.58） 

或 

  入射波側為無損耗介質                                   （3.59） 1=sz
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