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摘要

這篇論文主要研究, 在 Einstein-Hilbert 以及 Induce gravity 模型,Bianchi

第二型度規下場方程式以及解的行為, 我們將用變分方式得到場方程式, 用愛因

斯坦方程式來檢驗我們變分的結果是否正確, 在此過程中, 我們主要討論 Bianchi

typeII, 並 且詳盡地推導每一個步驟, 在試著將情況推廣成所有 Bianchi 模型通

式。 接下來對場方程式微擾, 檢驗哈伯常數Hi(t)的 穩定性, 且驗證 Bianchi 模

型會從不均向性趨向於均向。 在此論文中, 我們亦用數值模擬的方式, 探討在不

同時期, 尺度因子 的膨脹情況。 另外我們也針對早期宇宙的暴脹情形做了計算,

利用純量場的誘發重力理論, 探討宇宙在大霹靂後,10−44秒 到10−36秒, 模擬尺

度因子的暴脹情形。
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Abstract

In this thesis we study one of the Bianchi type spaces, type II, which is

a homogeneous and anisotropic space. We follow the procedure to calculate

the Chrystoffel symbols and curvature tensors and obtain the field equations

with the variational method. We first consider the Einstein-Hilbert model

with perfect fluid and the induced gravity model at early universe. . We gain

the numerical solution and test that the scale factor indeed expands. And

we also check the induced gravity model that will indeed inflate the space

within the 10−44 to 10−36 seconds that can solve the flatness problem. The

anisotropy to isotropy is also checked in these models.
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Chapter 1

導論

1.1 廣義相對論簡介

在此我們將略為簡介廣義相對論(General Relativity)[1][2], 根據最小作用量原理, 給

定一個 Lagrangian L, 對其作用 量做變分, 就可以得到場方程式。給定一個作用量:

S =

∫

dx4√gL (1.1.1)

其中
√

g是度規張量gµν在映射到矩陣型式(gµν)後的行列式值取負號。 在含有宇宙常數

的 Einstein-Hilbert 模型下,L = R − 2Λ。 對gµν變分, 並且考慮 能動張量T µν =

0的情況下後, 可以得到場方程式:

Gµν + Λgµν = 0 (1.1.2)

其中Gµν = Rµν − 1
2
gµνR,R 為 Ricci 純量,Rµν為 Ricci 張量。

另外 L 也可以是某個純量場φ的函數, 例如:

L = −1

2
∂aφ∂aφ− V (φ) (1.1.3)

對作用量做變分:

δS =

∫

δ(
√

gL)d4x =

∫

d4x
√

g[Da∂aφ−
δV

δφ
]δφ (1.1.4)

+

∫

d4x
√

g[
1

2
∂µφ∂νφ− 1

2
gµν(

1

2
∂βφ∂βφ + V (φ))]δgµν

= 0 (1.1.5)
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即可得到對φ以及gµν的 E.M.O 為

Da∂aφ−
δV

δφ
= 0

1

2
∂µφ∂νφ− 1

2
gµν(

1

2
∂βφ∂βφ + V (φ)) = 0

給定適當的初始條件, 即可解得純量場φ(t)以及gµν的場方程式的解。

1.2 標準大霹靂模型以及暴脹理論

在過去一、 二十年間, 標準大霹靂宇宙模型出現了一些缺失及問題, 導致了暴脹理論

的誕生。 根據暴脹理論 預測, 宇宙在大霹靂後極短暫的時間裡, 發生了極難想像的快

速膨脹。 如果這個新模型是正確無誤的, 那麼我們現 在所觀測的宇宙將會只是整個宇

宙的一小部分。 暴脹模型與標準模型有許多類同之處, 兩個模型皆預測宇宙年齡為10
0億年到150億年, 也預測了遙遠星系正遠離我們所產生的紅位移以及宇宙背景輻射。

當我們用標準大霹靂宇宙模型要去描述早期宇宙時, 會需要一些無法解釋的假定,
並且預測出過多至今仍尚未 找到的磁單極。而暴脹模型所給出的方程式卻可以提供一

個, 符合觀察並且合理的解。 基本粒子理論的進展也似乎 指出, 暴脹理論[3][4]是標準大

霹靂圖像所產生問題的自然解答。

大霹靂模型預測了三個實驗可觀察的事件。一、 宇宙正在膨脹, 星系間以哈伯定律

正遠離彼此。二、 宇宙在大 霹靂百億年後所留下來的背景輻射, 在各個方向都為2.7K。

三、 成功地預測了原子核是由質子以及中子形成。 雖然 大霹靂模型給了這些預測, 卻

也伴隨著問題。 首先, 根據宇宙背景輻射, 為何宇宙在大尺度下還能保持如此的均勻 。

在這個模型中, 宇宙演化的速度遠比它要達到熱平衡的速度來的快上許多, 因為所有

的物理訊息不能傳遞的比光 速還快, 在宇宙演化到今天的時間間隔, 根本還不夠讓在

兩個相反方向的光子做訊息交換。 訊息無法交換, 但卻有 如此高的均勻性, 這就是有

名的視界問題。 這個問題可以被假定宇宙演化的初始條件而排除, 但如此重要的宇宙

訊息, 卻無法用大霹靂模型解釋。

大霹靂模型的另一個問題是所謂的平坦問題。 宇宙的能量密度與臨界能量密度的

比值記為Ω。 當Ω = 1 時, 指的是平坦的宇宙, 但是是處於非穩定的平衡狀態。 如果從

古至今,Ω均等於1, 則它會繼續等於1 直到永遠。 但若稍稍偏離1, 則會越來越遠離1。

而現今的觀察告訴我們Ω幾乎等於1,這表示在大霹靂後的1 秒鐘誤差範圍必須非常的

小, 但大霹靂模型卻僅將此問題歸因於初始條件, 並未解釋宇宙初期時Ω為何只會 等

於1, 而非其他值。

而暴脹模型可以很直接的解決視界問題。 在暴脹模型中, 宇宙是從一個較小的區域

(比起大霹靂模型小 ) 開始演化。 在暴脹開始之前, 這個區域遠小於視界距離, 所以會
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有足夠時間達到熱平衡且均勻。這個小而 均勻的區域暴脹到足夠涵蓋現在所觀測到的

宇宙。 因此現在我們在各個方向上所量測到的背景輻射曾經是有過一次 的熱平衡, 在

暴脹後溫度仍維持各方均向。

平坦問題在暴脹模型下也顯得相當自然。 在暴脹期間, 暴脹模型的方程式與大霹靂

模型所得到的方程式相當 不同。 它指出, 不論在暴脹之前的起始值是多少,Ω皆會快速

的趨向於1。 此種情況與吹氣球相當, 當氣球 被吹的越大則它會越平坦, 最後趨近於平

坦。 現今大部分的天文學家, 也認同1與實際觀察相符合。

1.3 Friedmann-Robertson-Walker 度規與標準宇

宙模型

在現今所觀察到的宇宙, 物質與輻射的分部有相當高程度的均勻性與均向性。這至少告

訴了我們在現在所觀察到的 哈伯體積 (Hubbel volume) 裡, 宇宙是平滑的 (smooth)。
因此, 為了要可以描述這區域性的體積, 我們便假定整個宇宙 是均勻且均向的 (Ho-

mogeneous and Isotropic)。 而描述這樣宇宙的度規正是擁有最大對稱性的 FRW
度規[1][2][3]:

ds2 = −dt2 + R2(t)

{

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

}

(1.3.1)

R(t)是宇宙尺度因子,k 在(+1, 0,−1)分別代表著正, 零, 負的空間曲率。 在這裡,r 是

沒有單位的 (dimensionless) , 而R(t)的單位為長度, 且在k = +1是,r 座標的上下限

為零到一。 而在k = +1且φ = const的情況下, 一維球的周長 為2πR(t)r, 二維球的

面積為4πR2(t)r2; 但當我們在考慮物理的 (實際測量得到的) 半徑時, 為R(t)
∫ r

0
dr/(1−

kr2)1/2 。 而上式的時間座標, 就是觀察者在同運動座標下 (comoving frame) 所量

測到的原時 (proper time)。 而不為零的Γα
βγ 與 Ricci 張量為:

Γi
jk =

1

2
hil

(

∂hlj

∂xk
+

∂hlk

∂xj
− ∂hjk

∂xl

)

Γ0
ij =

Ṙ

R
hij , Γi

0j =
Ṙ

R
δi
j (1.3.2)

R00 = −3
R̈

R
, Rij = −

(

R̈

R
+ 2

Ṙ2

R2
+

2k

R2

)

gij (1.3.3)

Ricci 純量為:

R = −6

(

R̈

R
+

Ṙ2

R2
+

k

R2

)

(1.3.4)
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其中i, j = 1, 2, 3 利用 FRW 度規, 以及作用量原理, 假定作用量為S = SE−H +SM ,

SE−H代表的是 Einstein-Hilbert 作用量, 而SM代表著物質作用量:

SE−H = − 1

16πG

∫

d4x
√−g(R− 2Λ) (1.3.5)

SM =
∑

fields

∫

d4x
√
−gLfields (1.3.6)

變分上兩個作用量後即可得到愛因斯坦場方程式:

Gµν + Λgµν = 8πGT µν (1.3.7)

當我們考慮一理想流體,T µ
ν = diag(ρ,−p,−p,−p), 在k = 0以及真空狀態下ρΛ =常

數, 可以得到 Friedmann 場方程式為:

H(t) =
ȧ

a
=

√

8πG

3
ρΛ (1.3.8)

就得到在真空的情況下,Huble 常數 H(t) 是一個定值, 且尺度因子R(t) = Ae∆t。 其

中A = R(0), ∆ =
√

8πGρΛ/3。 這雖然並非宇宙完整的情況, 但給了我們一個約略

的圖像, 在宇 宙僅是真空主導時, 尺度因子是以 exponential 方式膨脹 (de Sitter
universe)。
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Chapter 2

Bianchi 第二型度規下的 E-H 模型

在這一章中, 我們將對 Bianchi 第二型度規[5][6]下的 Einstein-Hilbert 模型做研究,

探討它的解, 以及穩定性等問題。

2.1 基本計算

2.1.1 度規

Bianchi II、VIII、IX 的度規有下面這一個通式[5][6]:

ds2 = −b2(t)dt2 + a2(t)[dy2 + f(y)2dz2] + az(t)
2[dx− h(y)dz]2 (2.1.1)

其中f(y) = (y, sinh y, sin y),h(y) = (−y2/2,− cosh y, cos y)分別為 (II,VIII,IX)

的情況。 為了使這個 通式能夠類似於 Friedmann-Robertson-Walker 度規的形式,

我們做這樣的座標轉換:(x, f(y), z) → (z, r, θ) 則可以將 VIII,IX 表示成這樣的形

式:

ds2 = −b2(t)dt2 + a2(t)

[

dr2

1− kr2
+ r2dθ2

]

+ a2
z(t)

[

dz − k
√

1− kr2dθ
]2

(2.1.2)

其中k = (−1, 1) = (V III, XI), 第二型的度規為:

ds2 = −b2dt2 + a2
z(dz2 +

r4

4
dθ2) + a2(dr2 + r2dθ2) + a2

zr
2dzdθ (2.1.3)

5



則 (0,2) 型的度規張量gµν在矩陣(gµν)中的表示式為:

(gµν) =











−b2 0 0 0

0 a2 0 0

0 0
(

a2r2 + a2
zr4

4

)

a2
zr2

2

0 0 a2
zr2

2
a2

z











(2,0) 型的度規張量gµν在矩陣中的表示式:

(gµν) =













− 1
b2

0 0 0
0 ( 1

a
)2 0 0

0 0 ( 1
ar

)2 −1
2
( 1

a
)2

0 0 −1
2
( 1

a
)2 ( 1

az
)2 + 1

4
( r

a
)2













在矩陣表示中, 他們互為反矩陣, 既(gµν) = (gµν)
−1。

2.1.2 Chritoffel符號與曲率張量

接下來, 我們經由定義計算 Cristoffel 符號Γα
βγ以及曲率張量Rα

βµν。 我們會用下列

的代換:Hz = ȧz/az,H1 = ȧ/a = H2,1/b
2 = B = 1。 根據定義:

Γα
βγ =

1

2
gαν(gβν,γ + gγν,β − gβγ,ν) (2.1.4)

非零的Γα
βγ為:

Γ0
00 = − Ḃ

2B
(2.1.5)

Γ0
33 = Ba2

zHz (2.1.6)

Γ0
11 = Ba2H1 (2.1.7)

Γ0
22 = Br2(a2H1 +

a2
zr

2

4
Hz) (2.1.8)

Γ0
32 =

r2

2
Ba2

zHz (2.1.9)
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Γ3
03 = Hz (2.1.10)

Γ3
02 =

r2

2
(Hz −H1) (2.1.11)

Γ3
31 = −r

4

(az

a

)2

(2.1.12)

Γ3
21 = −r3

8

(az

a

)2

(2.1.13)

Γ1
01 = H1 (2.1.14)

Γ1
32 = −r

2

(az

a

)2

(2.1.15)

Γ1
22 = −r − r3

2

(az

a

)2

(2.1.16)

Γ2
02 = H1 (2.1.17)

Γ2
31 =

1

2r

(az

a

)2

(2.1.18)

Γ2
12 =

1

r
+

r

4

(az

a

)2

(2.1.19)

我們可以用矩陣稍微整理一下上面的Γ:

(Γ0
ij) =





Ba2H1 0 0

0 Br2(a2H1 + a2
zr2

4
Hz)

r2

2
Ba2

zHz

0 r2

2
Ba2

zHz Ba2
zHz





(Γi
0j) =





H1 0 0
0 H1 0

0 r2

2
(Hz −H1) Hz





(Γi
1j) =







0 0 0

0 1
r

+ r
4

(

az

a

)2 1
2r

(

az

a

)2

0 −r3

8

(

az

a

)2 − r
4

(

az

a

)2







(i, j) =(列, 行), 從1到3, 其餘的Γ為Γ1
22,Γ

1
32,Γ

0
00。 根據曲率張量的定義:

Rα
βµν = Γα

βν,µ + Γγ
βνΓ

α
γµ − (µ↔ ν) (2.1.20)

Rαβ
µν = gβγRα

γµν (2.1.21)
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非零的Rαβ
µν為:

R03
03 =

ḂHz

2
+ B(Ḣz + Hz

2) (2.1.22)

R03
31 =

Br

4

(az

a

)2

(Hz −H1) (2.1.23)

R03
20 =

r2

2

[

ḂH1

2
+ B

(

Ḣ1 + H2
1

)

]

− (1↔ z) (2.1.24)

R03
21 =

rB

8

[

(raz

a

)2

− 8

]

(Hz −H1) (2.1.25)

R01
01 =

ḂH1

2
+ B(Ḣ1 + H2

1 ) (2.1.26)

R01
32 =

Br

2

(az

a

)2

(Hz −H1) (2.1.27)

R02
02 =

ḂH1

2
+ B(Ḣ1 + H2

1 ) (2.1.28)

R02
31 =

B

2r

(az

a

)2

(Hz −H1) (2.1.29)

R02
12 =

Br

4

(az

a

)2

(Hz −H1) (2.1.30)

R13
03 =

r

2

(az

a2

)2

(Hz −H1) (2.1.31)

R13
02 =

r

4a2

[

−2 +
(raz

a

)2
]

(Hz −H1) (2.1.32)

R13
13 =

1

4

(az

a2

)2

+ BH1Hz (2.1.33)

R13
12 =

r2

2

[

(az

a2

)2

+ BH1 (Hz −H1)

]

(2.1.34)

R32
01 =

1

2ra2
(H1 −Hz) (2.1.35)

R23
23 =

1

4

(az

a2

)2

+ BHzH1 (2.1.36)

R12
03 =

1

r

(az

a2

)2

(H1 −Hz) (2.1.37)

R12
02 =

r

2

(az

a2

)2

(H1 −Hz) (2.1.38)

R12
12 = −3

4

(az

a2

)2

+ BH2
1 (2.1.39)
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用矩陣表示非零的Rµν
αβ:

R0i
0i =

ḂHi

2
+ B(Ḣi + H2

i ) (2.1.40)

R23
23 =

1

4

(az

a2

)2

+ BHzH1 (2.1.41)

(R0m
1n) = B(H1 −Hz)

(

− r
4

(

az

a

)2 1
2r

(

az

a2

)2

r
8

[

(

raz

a

)2 − 8
]

r
4

(

az

a

)2

)

(2.1.42)

(R1m
0n) = (H1 −Hz)

(

r
2

(

az

a2

)2 1
r

(

az

a2

)2

r
4a2

[

2−
(

raz

a

)2
]

− r
2

(

az

a2

)2

)

(2.1.43)

(R1m
1n) =

(

−3
4

(

az

a2

)2
+ BH2

1 0
r2

2

[

(

az

a2

)2
+ BH1 (Hz −H1)

]

1
4

(

az

a2

)2
+ BH1Hz

)

(2.1.44)

(

R03
02 R32

01

R01
32 R23

23

)

= (2.1.45)

(

−r2

2

[

ḂH1

2
+ B

(

Ḣ1 + H2
1

)]

+ (1↔ z) 1
2ra2 (H1 −Hz)

Br
2

(

az

a

)2
(Hz −Ha)

1
4

(

az

a2

)2
+ BHzH1

)

(2.1.46)

其中(m, n) =(列, 行)= 2, 3;i = 1到3。

2.1.3 Ricci張量與 Ricci 純量

根據 Ricci 張量以及 Ricci 純量的定義, 我們知道Rµ
ν = gβµRα

βαν = Rαµ
αν以

及R = gµνRµν = gµνRα
µαν = Rαν

αν。 所以非零的 Ricci 張量為:

Rt
t = Rit

it =
Ḃ

2
(3H) + B[2(Ḣ1 + H2

1 ) + Ḣz + H2
z ] (2.1.47)

R1
1 = R1t

1t + R21
21 + R31

31

=
ḂH1

2
+ B(Ḣ1 + 2H1

2 + H1Hz)−
1

2

(az

a2

)2

(2.1.48)
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R2
2 = Rt2

t2 + R12
21 + R32

32 = R1
1 (2.1.49)

R3
3 = Rt3

t3 + R13
13 + R23

23

=
ḂHz

2
+ B(Ḣz + Hz

2 + 2H1Hz) +
1

2

(az

a2

)2

(2.1.50)

R3
2 = Rt3

t2 + R13
12

=
r2

2

[

Ḃ(Hz −H1)

2
+ B(Ḣz − Ḣ1 − 2H1

2 + Hz
2 + H1Hz) +

(az

a2

)2
]

(2.1.51)

而 Ricci 純量為:

R = 2(R0i
0i + R12

12 + R13
13 + R23

23)

= −1

2
(
az

a2
)2 + 2B(2Ḣ1 + Ḣz + Hz

2 + 3H1
2 + 2H1Hz) + Ḃ(2H1 + Hz)

(2.1.52)

其中 i 為1到3。

2.1.4 高階修正項的計算

在非暴脹子的暴脹理論下, 我們可以將Einstein-Hilbert 模型做高階修正[7][8],Largragian
會有這樣的形式:

L = R + αR2 + βRµ
νR

ν
µ + γRµν

λξR
λξ

σρR
σρ

µν (2.1.53)

為了讓式子看起來會更簡潔, 我們做以下的代換:

A = BḢ1 + H1
2 (2.1.54)

B1 = BH1
2 (2.1.55)

C = BH1Hz (2.1.56)

D = BḢz + Hz
2 (2.1.57)

E =
1

2

(az

a2

)

(2.1.58)

F = BHz
2 (2.1.59)

G = ḂH1 (2.1.60)

I = ḂHz (2.1.61)
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則黎曼張量 R 就可以簡化成:

R = 4A + 2B1 + 2D + 4C + 2G + I − E (2.1.62)

這些高階項則可簡化成:

αR2 =4α(4A2 + B1
2 + 4C2 + D2 + 4AB1 + 8AC

+ 4AD + 4B1C + 2B1D + 4CD) + 2(I + 2G)(4A + 2B1

+ 2D + 4C − E) + 4GI + 4G2 + I2 + E2 (2.1.63)

βRµ
νR

ν
µ =6A2 + 2B1

2 + 6C2 + 3E2 + 2D2 + 4AB1 + 4AC + 4B1C + 4AD

+ 2DE − 4AE − 4B1E
1

2
(I2 + G2) + G(I + 2B1 + 2C

− 2E + 2D + 6A) + I(E + 2D + G + 2C + 2A) (2.1.64)

而在最後的γ項中, 可以發覺其對稱性, 任意兩個腳標對調, 其值是不變的。 所以共會

有8種互換值不變, 既為本身不變1種、3組不同腳標任取一組互換3種、3組任取2組互

換3種 以及3組全互換1種。 整理一下這些非為零的項, 會發覺其實是相當乾淨的僅剩

下:

1

8
γ interaction term =

R03
03

3 − B
(az

a2

)2

(H1 −Hz)
2R03

03 +

R01
01

3 − B

4

(az

a2

)2

(H1 −Hz)
2R01

01 +

R13
13

3 − B

4

(az

a2

)2

(H1 −Hz)
2R13

13 +

R12
12

3 − B
(az

a2

)2

(H1 −Hz)
2R12

12 (2.1.65)

γ作用項可以寫成:

1

8
γRµν

βγR
βγ

σρR
σρ

µν = 2A3 + D3 + 2
(E

2
+ C

)3
+
(

− 3

2
E + B

)3

− 3E(F − 2C + B)
(

A + 2B + C + 2D − 5

2
E
)

(2.1.66)

我們可以發現在所有的修正項當中,L並未出現空間座標, 這相當合理, 因為 Bianchi
時空的空間部分本身就是 均勻 (Homogeneous) 的空間。
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2.2 場方程式

接下來, 我們要用對作用量變分的方式, 尋找場方程式。 當給定一個作用量S, 我們對

它做變分

δS =

∫

δ(
√

gL)d4x (2.2.67)

當δS = 0的時候, 所得到的方程式即是場方程式。 在 Einstein-Hilbert 的模型中L =

R − 2Λ, 其中 Λ為宇宙常數, 在下面的情形中, 我們考慮真空情況, 既T µν = 0。 在

Bianchi II 度規下L為:

L = −1

2
(
az

a2
)2 + 2B(2Ḣ1 + Ḣz + Hz

2 + 3H1
2 + 2H1Hz) + Ḃ(2H1 + Hz)− 2Λ

(2.2.68)

2.2.1 Friedmann場方程式

首先我們會先對g00變分, 也就是對B(t)變分 , 再把B(t)設回1, 在II,V III,IX的情

況裡,
√

g = a2(t)az(t)f(r)/
√

B(t):

δS =

∫

δ(
√

gL)d4x = 0 (2.2.69)

δ(
√

gL) =

{

δ
√

g

δB
L +
√

g
δL

δB
− d

dt

[√
g

δL

δḂ

]}

δB (2.2.70)

在上式的第三項中, 我們已做分部積分, 並在邊界上

(√
g

δL

δḂ

)

δB = 0 (2.2.71)

經由 (2.268) 式, 我們可以看出在最後必須把B = 1,Ḃ = 0令回方程式, 但會得到無

意義的結果, 所以我們必須將 對 B 的變分換成等效的對Hi以及Ḣi變分。 檢視 L 裡

面所含有的曲率張量形式, 可以發覺 B 總是隨著HiHj和 Ḣi一起出現,而ḂHi總是隨

著BḢi一起出現, 所以可以將對 B 以及Ḃ變分的換成:

δL

δB
=Ḣ1

∂L

∂Ḣ1

+
H1

2

∂L

∂H1
+ Ḣz

∂L

∂Ḣz

+
Hz

2

∂L

∂Hz
(2.2.72)

δL

δḂ
=

1

2
Hi

∂L

∂Ḣi

(2.2.73)
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之後即可得到對 B 變分的場方程式, 既 Friedmann 方程式[9][10]:

L + Hi

(

d

dt
+ 3H

)

∂L

∂Ḣi

= Hi
∂L

∂Hi
+ Ḣi

∂L

∂Ḣi

(2.2.74)

其中,3H = 2H1 + Hz且 i 為加1、z。 如此一來, 對於不同模型下的L, 就可以在不

用令回B的情況下得到 Friedmann 場方程式。 將 BianchiII 的 Lagrangian 帶入上

式後, 即可得到 Fridemann 場方程式:

1

4

(az

a2

)2

−H1
2 − 2H1Hz = −Λ (2.2.75)

上式是我們利用變分法求得的場方程式, 必須和愛因斯坦場方程式G0
0 + Λ = 0結果

一致。 而G0
0 = R0

0 − 1/2R。 果真

R0
0 − 1/2R + Λ =

1

4

(az

a2

)2

−H1
2 − 2H1Hz + Λ = 0 (2.2.76)

與我們用變分得到的場方程式相同。

2.2.2 g11場方程式通式

接下來我們將度規ds2廣義化成, 以便用來同時計算II,V III,IX的情況:

ds2 = −dt2 + A1
2(r, t)dr2 + A2

2(r, t)dθ2 + 2A4
2(r, t)dzdθ + A3

2(t)dz2

(2.2.77)

則我們對上式中的A1變分就是對g11變分。 則
√

g = A1

√

(A2A3)2 − A4
4, 對A1變分

後得到:

√
g

A1

L +
√

g
δL

δA1

− d

dt

(√
g

δL

δȦ1

)

+
d2

dt2

(√
g

δL

δÄ1

)

+ (t←→ r) = 0 (2.2.78)

其中(t ←→ r)指的是將時間微分改成對 r 微分。 所以我們可以將上式的每一項都算

出來, 在此之前 我們先規定以下的代換:

I1 = Ȧ1/A1 ; K1 = A′

1/A1 G = ġ/2g ; F = g′/2g (2.2.79)
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而在 (2.2.74) 中我們可以看到, 時間微分與空間微分對稱, 所以僅須先計算出時間部

分, 在將空間部分複製上。

δL

δA1
=

∂L

∂A1
+

∂L

∂I1

∂I1

∂A1
+

∂L

∂İ1

∂İ1

∂A1
+

∂L

∂K1

∂K1

∂A1
+

∂L

∂K ′
1

∂K ′

1

∂A1
(2.2.80)

δL

δȦ1

=
1

A1

(

∂L

∂I1
− 2I1

∂L

∂İ1

)

(2.2.81)

δL

δÄ1

=
1

A1

∂L

∂İ1

(2.2.82)

在L對A′

1與A′′

1變分中, 僅需將I1、İ1改成K1、K
′

1。 最後可以整理成:

L + 2A1
2 ∂L

∂A1
2 +

(

G +
d

dt

)2
∂L

∂İ1

+

(

F +
d

dr

)2
∂L

∂K ′

1

=

(

G +
d

dt

)

∂L

∂I1
+

(

F +
d

dr

)

∂L

∂K1
(2.2.83)

上式即為對g11變分的通式, 因此我們僅需將要算的度規與廣義化的度規做比較, 即可

帶入通式求得g11的場方程式。

2.2.3 帶入g11場方程式通式所得到的場方程式

最後我們將 II,VIII,IX 的通式 (2.1.1) 在座標轉換(x, y, z) → (z, r, θ)下的度規

(ds2 = −dt2 + a2(t)dr2 + [a2(t)f 2(r) + a2
z(t)h

2(r)]dθ2 − 2a2
z(t)h(r)dzdθ +

a2
z(t)dz2)與 (2.2.79) 式做比較。 代換的關係就變為:

G = ġ/2g = 2H1 + Hz = 3H ; F = f(r)′/f(r) (2.2.84)

A1
2(r, t) = a2(t) ; K1 = 0 ; I1 = H1 (2.2.85)

A2
2(r, t) = a2(t)f 2(r) + az

2(t)h2(r) (2.2.86)

A3
2(r, t) = az

2(t) (2.2.87)

A4
2(r, t) = −az

2(t)h(r) (2.2.88)

(2.2.89)

在這裡有一點我們必須要注意, 在對A1變分的過程之中, 我們是將A2看成不同的函數

做變分, 因此在代換過程中,L 僅能對A1裡的a(t)作用, 不能對A2裡的a(t)作用。 所以

為了區分 此不同點, 將A2裡的a(t)寫成ã(t), 並且在最後將ã → a。 在這樣的情況
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下,II、VIII、IX 度規在 Einstein-Hilbert 模型下的L = R− 2Λ即為:

L =2(H2
1 + H̃2

1 ) + 2H1H̃1 + 2(H1 + H̃1)Hz + 2H2
z −

a2
zh

′(r)2

2a2ã2f 2(r)
+

2Ḣ1 + 2 ˙̃H1 + 2Ḣz − 2
f ′′(r)

a2f(r)
− 2Λ (2.2.90)

在上式中H̃1 = ã/a。 另外除了最後−2f ′′/a2f與−2Λ項 我們可以看到H̃1,H1;a,ã總
是一起出現, 。 在此當我們將A(r, t)換成a(t)時, 表示通式中的”K”部分消失, 所以我

們要帶入 的式子為:

L + 2a2 ∂L

∂a2
+

(

3H +
d

dt

)2
∂L

∂Ḣ1

=

(

3H +
d

dt

)

∂L

∂H1
(2.2.91)

並令回a後就得到場方程式為:

2H1
2 + 2Hz

2 + 2H1Hz + 2Ḣ1 + 2Ḣz +
a2

zh
′2

2a4f 2
+ 2

f ′′

a2f
− 2Λ = 0 (2.2.92)

2.2.4 與愛因斯坦場方程式做比較

在上一節中, 我們利用變分的方法導出了g11場方式, 但我們不知道是否正確無誤, 因

此我們用愛因斯坦場方程式 來做驗證。 愛因斯坦場方程式在含有宇宙常數下為Gµ
ν +

Λδµ
ν = χT µ

ν 在T µ
ν = 0的真空情況下, 帶入後可以得到場方程式為:

2H1
2 + 2Hz

2 + 2H1Hz + 2Ḣ1 + 2Ḣz +
a2

z

2a4
− 2Λ = 0 (2.2.93)

與 (2.2.87) 式比較後發相差了最後一項, 也就是2f ′′/a2f。 在(II, V III, IX)中

f(r)→ (r, sinhr, sinr) (2.2.94)

因此最後一項的差異就變為2(0, 1,−1)/a2。 結果顯示上面一節的變分方法, 必定出現

了某些問題。 其原因在於, 度規本身 被過度簡化, 原本存在的座標因為被座標轉換後

看不見了, 在變分時就少了那一個應該出現但未出現的資訊, 所以我們將 a(t), 改寫

成a(t, r, θ, z), 所以變分後的場方程式就應該為:

δ
√

gL

δa
− d

dxα

(√
g

δL

δa,α

)

+
1

2

d2

dxαdxβ

(√
g

δL

δa,αβ

)

= 0 (2.2.95)
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其中α、β為0到3。 但可以發覺的是我們並不需要將所有的座標都塞入a, 因為在最後

的步驟中, 我們必須令 a,i、a,ij為零, 才能回到a只是時間的函數, 其中i, j = 1, 2, 3。

觀察
√

g, 可以看到它除了是a的函數 也是f(r)以及h(r)的函數, 所以我們預期僅需要

將g11中出現的a(t)塞入 r 變成a(t, r)即可。 方程式中有貢獻的部分其實為:

δ
√

gL

δa
− d

dr

(√
g
δL

δa′

)

− d

dt

(√
g
δL

δȧ

)

+
d2

dt2

(√
g
δL

δä

)

= 0 (2.2.96)

上式其實就是 (2.2.74) 式少掉對 r 微分兩次的項。補回對 r 一次微分的部分, 其實等

同於加回:

−
(

F +
d

dr

)

∂L

∂K1
(2.2.97)

其中F = g′/g = K1 + f ′/f。 所以我們僅需在找出L裡面有K1的項, 經由計算,L僅

會比La(t)多出2f ′(r)K1/a
2(r, t)f , 帶入上式後 可得

−
(

K1 +
f ′

f
+

d

dr

)

2f ′

a2(r, t)f
=

2K1f
′

fa2(r, t)
− 2f ′′

fa2(r, t)
(2.2.98)

最後令回a(r, t) → a(t),K1 → 0就可以得到−2f ′′/a2f。 所以將此項加回原來變分

得到的場 方程式 (2.2.90), 就可以發現原本出現的項2f ′′/a2f可以被消掉, 回到正確

的愛因斯坦場方程式。 在上面的變分過程中 我們了解到, 當度規在簡化的過分厲害時,

利用變分方法所求得的場方程式並不一定會正確, 唯一可以確定的方式, 就是先 確認

在 Einstein-Hilbert 模型的情況中, 直接變分與代場方程式是否會得到相同結果, 如

果會得到相同結果, 則度規就不必 更改; 反之, 在尺度因子 (scale factor) 上就必須

把空間座標令回去, 最後在將空間座標去除, 如此一來才能夠得到正確的 場方程式。

2.2.5 直接對a(t)做變分

在上面的幾節中, 因為我們只要對g11變分, 所以區分了在g22裡的a(t)成ã(t), 並且必

須把g11裡的a(t)令為a(r, t)後做計算, 在這裡我們問一個問題, 如果直接對a(t)做變

分 會得到什麼? 其實要做的只是將
√

g = a(t)ã(t)f(r)az(t)以及L裡有ã(t) 的貢獻

加回來, 所以可以得到:

2L + 2a2

(

∂L

∂a2

)

a(t)+ã(t)

+

(

3H +
d

dt

)2(
∂L

∂Ḣ1

)

a(t)+ã(t)

=

(

3H +
d

dt

)(

∂L

∂H1

)

a(t)+ã(t)

(2.2.99)
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上式中的下標a(t) + ã(t)指的是加回ã(t)的貢獻。 根據 Lagrangian 的型式

L =2(H2
1 + H̃2

1 ) + 2H1H̃1 + 2(H1 + H̃1)Hz + 2H2
z −

a2
zh

′(r)2

2a2ã2f 2(r)
+

2Ḣ1 + 2 ˙̃H1 + 2Ḣz − 2
f ′′(r)

a2f(r)
− 2Λ (2.2.100)

我們很容易看出ã與a都是成對出現, 除了最後一項−2f ′′/a2f , 所以在R− 2Λ的模型

中

(

∂L

∂a2

)

a(t)+ã(t)

= 2

(

∂L

∂a2

)

a(t)

(2.2.101)

(

3H +
d

dt

)(

∂L

∂H1

)

a(t)+ã(t)

= 2

(

3H +
d

dt

)(

∂L

∂H1

)

a(t)

(2.2.102)

2a2

(

∂L

∂a2

)

a(t)+ã(t)

= 2
a2

zh
′2

a4f 2
+ 4

f ′′

a2f
(2.2.103)

且 (2.2.98) 式中2L 所貢獻的−4f ′′/a2f正好與上式中的4 f ′′

a2f
消去, 此種情況正好類

似 在上一節中的計算。 所以最後的貢獻正好是2倍對g11變分所得到的場方程式. 因

此我們可以得到一 個結論, 在L = R − 2Λ的情況中, 直接對a(t)變分, 就可以得

到2倍對a(r, t)變分的場方程式, 其中 會相等的關鍵在於(̃a)與a沒有成對出現的項在

計算到最後會消掉。 雖然在上面的兩種情況中消 掉的機制不相同, 一個是藉由加入

(2.2.96) 式、L、 以及L對a2(r, t)微分項消去, 一個是用2L以及 L對a2(t)微分項消去,
還是可以得到場方程式, 中間那些”好的”項其實只是相差兩倍。 如果在高階的 修正項

中, 還是有這種非成對出現項的消去情況, 且在這兩個機制下都是消去的, 則我們可以

說對a(t)變分等同於2倍的場方程式。

2.3 Bianchi恆等式所給出場方程式的連結

愛因斯坦張量Gµν彼此之間是有某些關聯性的, 而找出來的方法既是利用 Bianchi 恆

等式。 Bianchi 恆等式的定義為 DµG
µν = 0, 另外能動張量T µν也必須符合能動量守

恆, 所以DµT
µν = 0。 定義Hµν = Gµν −T µν , 則DµHµν = 0。 在目前處理真空的情

況中 T µν = 0。 寫開ν = 0, 1, 2, 3後, 我們可以發覺
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DµHµ
t = H t

t,t + Γµ
tµH

t
t − Γν

tµH
µ
ν

= (∂t + 3H)H t
t − 2H1H

1
1 + HzH

z
z = 0 (2.3.104)

DµHµ
1 = Γµ

µνH
ν
1 − Γν

µ1H
µ
ν

=
1

r
H1

1 −
1

2r

(az

a

)2

H3
2 −

[

1

r
+

r

4

(az

a

)2
]

H2
2 +

r

4

(az

a

)2

H3
3 − Γ3

21H
2
3

= 0 (2.3.105)

而DµHµ
2 = 0以及DµH

µ
3 = 0並未給出限制。 且 (2.3.104) 式中, 最後可以計算

出:−Γ3
21H

2
3 = 0, 所以也告訴了我們H2

3 = 0。

2.4 場方程式的解的討論

2.4.1 趨向均向性(isotropy) 的討論與模擬

在 Bianchi 的模型中, 尺度因子在各個方向是不相同的, 但在隨著時間趨向無窮大時,

我們可以證明尺度因子的變化率Hi = ȧ/a, 會趨向於同向性,這也是為什麼 Bianchi
空間也是宇宙暴脹模型之一的原因[5]。 在2.21與2.24節中, 我們得到了對g00與g11變

分的場方程式。 另外我們也可以帶入愛因斯坦方程式 G3
3 + Λ = 0求得

3

4

(az

a2

)2

− (2Ḣ1 + 3H1
2) + Λ = 0 (2.4.106)

將上式的方程式與 (2.2.93) 式相加消去Λ後, 可以得到:
(az

a2

)2

− (Ḣ1 − Ḣz)− (H1 −Hz)(2H1 + Hz) = 0 (2.4.107)

接下來我們做下面的替換

V = a2az (2.4.108)

∆ ≡ (H1 −Hz) (2.4.109)

3H = 2H1 + Hz =
V̇

V
(2.4.110)

∆指的就是變化率的差值, 則 (2.4.106) 就可以改寫成

∆̇ + 3H∆ =
(az

a2

)2

(2.4.111)

d

dt
(V ∆) =

az
3

a2
(2.4.112)
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積分後就可以得到

∆ =
∆(0)V (0)

V
+

∫ t

0
az

3/a2dt′

a2az
(2.4.113)

由上式可看出, 如果a(t)、az(t)以 exp[αt]的形式膨脹, 則在 t 趨向於∞時, 第一
項就會趨近於零, 在第二項裡亦然。 因此我們就可以說在時間趨近無窮大時,H在各個

方向是 趨向相等的。 上圖為數值模擬的情況, 可看出H1,Hz在很短的時間內趨近於相

等。 另外我們也可以將H1,Hz分開做圖, 分別為圖2.1以及2.2

2.4.2 穩定性的分析

在上一節中, 我們得到在時間很久之後, 尺度因子的變化率H會趨於相同, 那假設現

在我們對H作微擾, 是否會導致原本均向的特性消失, 或者是繼續維持均向的特性呢?

假定我們給下面這樣的微擾

H1 = H0 + δH1 (2.4.114)

Hz = H0 + δHz (2.4.115)

其中H0代表的是在時間很久後, 趨近於均向時的尺度因子變化率,δHi則代表著對兩個

方向的 微擾。 我們先將場方程式列出:

1

4

(az

a2

)2

−H1
2 − 2H1Hz = −Λ (2.4.116)

1

4

(az

a2

)2

+ (Ḣ1 + Ḣz) + (H1
2 + Hz

2) + H1Hz = Λ (2.4.117)

−3

4

(az

a2

)2

+ (2Ḣ1 + 3H1
2) = Λ (2.4.118)

第一、 二、 三式分別為 (2.2.75)、(2.2.93)、(2.4.105)。 第二式乘二後把三條方程式相

加, 就可得到

2Ḣ1 + Ḣz + 2H1
2 + Hz

2 = Λ (2.4.119)

之後將微擾後的H1以及Hz代如上式, 取第一階的微擾項, 就可以得到

(2δḢ1 + δḢz) + 2H0(2δH1 + δHz) = 0 (2.4.120)

將上式積分之後就可得到

2δH1 + δHz =
constant

a2
(2.4.121)
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此式會趨近於零, 因為再時間趨近無窮大時,a2也會趨近於無窮大, 因此將2δH1 = −δHz帶

回 (2.4.119) 積分後就可得到:

δH1 =
constant

a2
→ 0 (2.4.122)

當t→∞。 因此我們得知, 當H已是均向時, 儘管給不均向的微擾, 此微擾項再時間夠

久後依然 會為零[11]。

2.4.3 數值模擬

我們將場方程式, 以數值模擬的方式求a(t),az(t)以及H1,Hz, 我們 也驗證了最後會

趨近於同向。 我們可清楚看到尺度因子a(t)以及az(t)在時間約在330左右時, 就暴脹

100 200 300 400
t

2·1045

4·1045

6·1045

8·1045

1·1046

ai

aHtL azHtL

Figure 2.1: 以(2.4.117) 及 (2.4.118) 作圖。 尺度因子a(t)以及az(t)的演化,Λ =
0.3,∆t = 1 =

√
8πt

PL

到1046, 且a(t)暴脹的時間要比az(t)早。
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Time
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0.314
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0.318

0.32
H1,Hz

H1
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Figure 2.2: 以(2.4.117) 及 (2.4.118) 作圖。 尺度因子變化率H1(t),Hz(t)隨時間的

變化,Λ = 0.3,∆t = 1 =
√

8πt
PL

2 4 6 8 10
t

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

D

Figure 2.3: 以(2.4.117) 及 (2.4.118) 作圖。 非均向因子∆ = H1(t)−Hz(t)隨時間

的差異

2.5 考慮理想流體下的場方程式

一般在討論宇宙模型時, 我們常常把重力場的來源, 也就是物質分部, 考慮成理想流

體。 其能動張量(energy momentum tensor)T µ
ν在理想流體的情況下為:

T 0
0 = ρ(t) (2.5.123)

T i
i = −p(t) (no sum over i) (2.5.124)
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場方程式為:

−1

4

(az

a2

)2

+ H1
2 + 2H1Hz − Λ = ρ(t) (2.5.125)

1

4

(az

a2

)2

+ (Ḣ1 + Ḣz) + (H1
2 + Hz

2) + H1Hz − Λ = −p(t) (2.5.126)

−3

4

(az

a2

)2

+ (2Ḣ1 + 3H1
2)− Λ = −p(t) (2.5.127)

狀態方程式為:

p(t) = ωρ(t) (2.5.128)

且由DµT
µ
ν = 0可以知道:

DµT µ
ν = T µ

ν,µ + Γµ
µαT α

ν − Γα
µνT

µ
α = 0 (2.5.129)

考慮ν = 0的分量則:

ρ̇(t) + 3H(1 + ω)ρ(t) = 0 (2.5.130)

可解得

ρ(t) = ρ0V (t)−(1+ω) (2.5.131)

其中V (t) = a2az,ρ0為時間等於零的初始值。 場方程式則變為:

−1

4

(az

a2

)2

+ H1
2 + 2H1Hz − Λ = ρ0V (t)−(1+ω) (2.5.132)

1

4

(az

a2

)2

+ (Ḣ1 + Ḣz) + (H1
2 + Hz

2) + H1Hz − Λ = −ωρ0V (t)−(1+ω)

(2.5.133)

−3

4

(az

a2

)2

+ (2Ḣ1 + 3H1
2)− Λ = −ωρ0V (t)−(1+ω)

(2.5.134)

其中當ω = 0→物質主控時期,ω = 1/3→輻射主控時期,ω = −1→真空主控時期。

經由數值模擬畫圖, 我們可以發現, 當宇宙是真空主控時其實, 尺度因子的暴脹速度是

最快的。 但是不均向性因子∆卻也 遞減最快。 其次是輻射主控時期, 再來才是物質時

期。 另外也可以發現a(t),az(t)的暴脹速度有顯著的差別。 但暴脹率 H1(t),Hz(t)卻在

短時間內趨向相同。
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2.5.1 數值模擬

接下來我們運用數值模擬的方式去比較三種不同時其中,a(t)與az(t)的暴脹情形, 以及

非均向因子∆的變化狀況。 尺度因子在此則是沒有單位的。

2 4 6 8 10 12 14
t

200

400

600

800

1000

a

vacuum

radiation

matter

Figure 2.4: 以(2.5.133) 及 (2.5.134) 作圖。 尺度因子a(t)在三種不同時期中演化的

比較, 初使條件與參數為: a′(0) = az(0) = a(0) = 1,Λ = 0.3,ρ0 = 1,∆t = 1 =√
8πt

PL

5 10 15 20
t
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matter

radiation

Figure 2.5: 以(2.5.133) 及 (2.5.134) 作圖。 尺度因子az(t)在三種不同時期中演化

的比較, 初使條件與參數為: a′(0) = az(0) = a(0) = 1,Λ = 0.3,ρ0 = 1,∆t = 1 =√
8πt

PL
。
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下圖為非均向因子在三個時期中, 趨向於零速度比較, 可看出真空最快, 其次為輻

射時期, 再來為物質時期。

2 4 6 8 10
t

0.05

0.1

0.15

0.2

D

vacuum

matter

radiation

Figure 2.6: 以(2.5.133) 及 (2.5.134) 作圖。 非均向性因子在三種不同時期中演化的

比較, 初使條件與參數為: a′(0) = az(0) = a(0) = 1,Λ = 0.3,ρ0 = 1,∆t = 1 =√
8πt

PL
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Chapter 3

Induced Gravity 模型

接下來, 我們討論另一種模型, 叫做誘發重力 (induced gravity) 模型[3][12][13]。

誘發重力源自於量子重力 (quantum gravity) , 主要是考慮時空背景的浮現就像是

微觀自由度下的平均場近似, 類似在 BEC 中的流體力學近似。 而在宇宙學中, 在大

霹靂後當宇宙溫度低於某一臨界溫度時, 宇宙發生相變 (phase transition), 且伴隨

著自發性的對稱破壞 (spontaneous symmetry breaking)。 當溫度遠大於某一零界

溫度時, 具有對稱性V (−φ) = V (φ), 且場的真空期望值 < φ >= 0, 一但溫度降

至於臨界溫度時,V (φ) = −1/2m2φ2 + 1/4λφ4, 且場的真空期望值變為 < φ >±=

±(m2/λ)1/2, 即發生對稱破壞。 此時真正的真空態 (true vacuum) 的場期望值變從

原本的 < φ >= 0(False vacuum) 變成< φ >±= ±(m2/λ)1/2(True vacuum),

我們即是研究在此一情況下 , 尺度因子的暴脹情形。考慮一較簡單的 Lagrangian 有

下面的形式為

L =
ǫ

2
φ2R− 1

2
∂µφ∂µφ− V (φ) (3.0.1)

其中V (φ)為

V (φ) =
λ

4
(φ2 − φ0

2)2 (3.0.2)

λ、ǫ為無單位的常數, 以及φ0為常數。 在這個模型中, 我們引入了φ(xi, t)這個純 量場。

但在此我們僅考慮φ(xi, t) = φ(t)。
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3.1 原新暴脹與渾沌暴脹

考慮上一小節中的位能型式, 我們可以做一簡單的圖形, 如下圖。 圖中的數字並不

代表任何意義, 僅是要呈現圖形的樣茂。 現在我們分析其有可能的動力學性質, 可以看

到有極值的部分有三個點,φ = 0的點即為上節中所提到的假真空態的期望值, 而剩下

的兩點則為真真空態 的期望值。 在此模型中, 如果假設初始條件φ(0) → 0, 指的就

是宇宙正在發生對稱破壞, 溫度正要從臨界溫度 往下降時, 暴脹子φ從假真空態滑落

到真真空態, 此一機制則稱為原新暴脹 (Ordinary New Inflation)。 另一個可能的

情形 則為,φ(0) >真真空態期望值, 亦即從位能的右邊往下落, 此一機制稱為渾沌暴

脹 (Chaotic Infaltion)。 而這兩個機制比較有趣的地方為, 他們的動力學初始狀態均

為”緩慢滾動”(slow-rolling)。 以半古典的想法就是在初始時, 受到很大的摩擦力, 導

致其滾動的很緩慢, 且滾動到最低點時會超過平衡點 (True vacuum), 在此點附近做

震盪。 在下面幾節中, 我們會以數值模擬以及 其近似解看到此一情形。
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Figure 3.1: V (φ), 僅是圖示位能井, 圖中數字沒有任何意義

3.2 場方程式及近似解

接下來代入我們在(2.2.1) 節中對g00變分得到的場方程式通式:

L + Hi

(

d

dt
+ 3H

)

∂L

∂Ḣi

= Hi
∂L

∂Hi

+ Ḣi
∂L

∂Ḣi

(3.2.3)
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就可得到場方程式:

εφ2
[

− 1

4

(az

a2

)2

+ H1
2 + 2H1Hz

]

+ 2εφφ̇3H +
1

2
φ̇2 = V (φ) (3.2.4)

直接對a(t)做變分, 則可以得到:

εφ2
[1

4

(az

a2

)2

+ H1
2 + Ḣ1 + Ḣz + Hz

2 + H1Hz

+ 2Hφ(H1 + Hz + 2Hφ) + 2Ḣφ

]

+
1

2
φ̇2 = V (φ) (3.2.5)

對φ做變分:

δS =

∫

d4x
√

g[εφRδφ− ∂aφ∂aδφ− δV (φ)] (3.2.6)

上式中的第二項在做分部積分時, 我們用到∂a(
√

g∂aφ) =
√

g(Da∂
aφ)。 因此 最後變

分得到的方程式為:

Da∂
aφ + εφR− ∂V

∂φ
= 0 (3.2.7)

因為φ僅為時間的函數, 所以方程式變為:

φ̈ + 3Hφ̇− εφR +
∂V

∂φ
= 0 (3.2.8)

代入黎曼張量張量後:

φ̈ + 3Hφ̇− εφ

(

−1

2
(
az

a2
)2 + 2(2Ḣ1 + Ḣz + Hz

2 + 3H1
2 + 2H1Hz)

)

+
∂V

∂φ
= 0 (3.2.9)

另外, 我們將作用量對az(t)做變分, 則可以得到下面這一個方程式:

εφ2
[

− 3

4

(az

a2

)2

+ (2Ḣ1 + 3H1
2)
]

+ φ̇2

(

2ε +
1

2

)

+ 2εφ(2H1φ̇ + φ̈) = V (φ)

(3.2.10)
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將方程式 (3.1.5) 稍做改寫, 並且把我們得到的四個方程式整理一下:

ǫφ2
[

− 1

4

(az

a2

)2

+ H1
2 + 2H1Hz

]

+ 2ǫφφ̇3H − 1

2
φ̇2 = V (φ) (3.2.11)

ǫφ2
[1

2

(az

a2

)2

+ 2H1
2 + 2Ḣ1 + 2Ḣz + 2Hz

2 + 2H1Hz

]

+ φ̇2(4ǫ + 1) + 4ǫφ(φ̈ + H1φ̇ + Hzφ̇) = 2V (φ) (3.2.12)

ǫφ2
[

− 3

4

(az

a2

)2

+ (2Ḣ1 + 3H1
2)
]

+ φ̇2

(

2ǫ +
1

2

)

+ 2ǫφ(2H1φ̇ + φ̈) = V (φ)

(3.2.13)

ǫφ2
[1

2

(az

a2

)2

− 4Ḣ1 − 2Ḣz − 2Hz
2 − 6H1

2 − 4H1Hz

]

+

(3H)φ̇φ + φ̈φ = −φ
∂V (φ)

∂φ
(3.2.14)

四式分別為對b,a(t),az(t),φ變分所得到的方程式, 將上面四式直接相加之後, 就可以

得到:

(6ǫ + 1)

2
(φ2),tt + 3H

(6ǫ + 1)

2
(φ2),t = 4V (φ)− φ

∂V

∂φ
(3.2.15)

考慮緩慢滾動的情況, 其實我們指的是下面三式的情況:

| φ̇/φ |≪ Hi, (3.2.16)

φ̇2 ≪ V (φ), (3.2.17)

φ̈≪ 3Hφ̇ (3.2.18)

上面的第一個式子告訴意指純量場φ的變化率遠小於哈伯常數。 第二式則是說明動能

部分遠小於位能, 因為此處考慮的是 ”緩慢”滾動。 第三項則是告訴我們阻尼遠大於加

速度。 且在求其近似解時, 我們假設H1 ≈ Hz, 因為其不均向因子 ∆ = H1 − Hz在

很短的時間之內就趨近於零, 因此在這些假設及近似的狀況之下, 我們將 (3.2.11) 與
(3.2.15) 寫成:

3Hφ̇ = [4V (φ)/φ− V ′(φ)]/(1 + 6ε) (3.2.19)

H2 =
V (φ)

3ǫφ2
+

az
2

12a4
(3.2.20)

在這邊我們忽略ǫ以及az
2/12a4比起V (φ)/3ǫφ2, 因為其貢獻都相當小, 因此將H2帶

成φ的函數後, 上兩式就可以寫成:

±
√

3λ

4ǫ
| φ2 − φ0

2 | φ̇ = λ(φ2 − φ0
2)2 − λφ2(φ2 − φ0

2) (3.2.21)
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考慮φ(t) > φ0也就是 Chaotic Inflation, 方程式變為

±
√

3

4λǫ
φ̇ = −φ0

2 (3.2.22)

即可解得φ(t) = φ(0) ∓
√

4λǫ/3 φ0
2t, 在這裡取−值, 因為由前述的機制, 渾沌暴

脹是隨時間增加而往φ0滾動, 因此負的解才符合物理需求。 由樣方法, 我們也可解得

Ordinary New inflation 的解為φ(t) = φ(0) +
√

4λǫ/3 φ0
2t。 由上面的正負號選

取, 可知我們僅選取H > 0 的部分, 因此:

Hi =
d(ln ai)

dt
= ±

√

λ

12ǫ

φ2 − φ0
2

φ
(3.2.23)

其中”+”代表的是φ > φ0,”−”代表的是φ < φ0。 將上式積分之後即可以得到:

ai(t)

ai(0)
=

(

φ

φ(0)

)(ǫ−1)/4

exp

[

(φ(0)2 − φ2)

8ǫφ2
0

]

(3.2.24)

上面此式即為近似解析解。 接下來我們略為估計λ以及ǫ的值約為多少。 當φ = φ(0)到φ =
φ0時,

ln

(

a∗

a0

)

=
ǫ−1

4
ln

(

φ0

φ(0)

)

+
ǫ−1

8
(φ2(0)/φ2

0 − 1)

在這裡∗表示滑落到低點時, 且我們為了要解決平坦問題, 必須要求尺度因子在φ滑落

位能低點時, 至少有exp 60倍以上的膨脹, 因此

ǫ−1

4
[ln(φ0/φ(0))− 1/2] > 60 (3.2.25)

在這裡忽略φ2(0)/φ2
0, 因為僅考慮φ0≫ φ(0), 且φ0 = ǫ−1/2, 所以可得到

− 1

240
ln φ(0)− 1

480
> ǫ +

1

480
ln ǫ (3.2.26)

上式即為ǫ的限制。 另外由φ(t) = φ(0)+
√

4λǫ/3 φ0
2t可知, 當φ(t) = φ0時, 且φ0 =

ǫ−1/2, 忽略φ(0)不計, 則我們可得到

1 =
√

4/3λ t∗ (3.2.27)

在 Planck 單位下, 暴脹時間維持了大約108 ∼ 109個Planck 時間, 因此

λ ∼ 10−16 (3.2.28)
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3.3 數值模擬

我們利用數值模擬的方式, 來解出純量場φ(t), 以及尺度因子a(t),az(t)。 在這裡所用

的單位為 Planck 單位, 時間∆t = 1對應到10−43秒。 下面的圖為 Ordinary New

inflation 的結果。 由這兩張圖中, 我們發現純量場φ(t)在時間約到2 × 108時開始有

2 4 6 8 10
108tPL

1

2

3

4

5

6

ΦHtL

Figure 3.2: 以(3.2.12)、(3.2.13)、(3.2.14) 作圖,φ(t)隨時間變化。 初始條件以及參數

設定為: λ = 4× 10−17,ǫ = 0.026,φ0 = 1/
√

ǫ,φ(0) = 0.02, φ′(0) = 0。∆t = 1 =
10−43s,φ的單位則是 4

√

(8π)−2ρ
PL

。
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Figure 3.3: ln ai(t)隨時間變化,∆t = 1 = 10−43s, 初始條件設定為:az(0) =
1,a(0) = 1,a′(0) = 1,a′

z(0) = 1

震盪, 並且趨近於一特定值, 此時a(t),az(t) 也由初始值爆脹到1040左右, 由此可知,
純量場的存在, 提供了尺度因子爆脹的機制, 一旦純量場有震盪產生且趨向 一穩定值
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時, 爆脹隨即趨於穩定成長, 此時即表示暴脹場也就是純量場φ已經從原來所處的假真

空態 (False vacuum) 釋放 能量滑落到真空態 (True vacuum)。 Chaotic inflation
的結果如圖。 類似於 Ordinary New inflation, 比較其暴脹的時間要來 的短一些。
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Figure 3.4: 以(3.2.12)、(3.2.13)、(3.2.14) 作圖,φ(t)隨時間變化。 初始條件以及參數

設定為: λ = 10−12,ǫ = 0.03,φ0 = 1/
√

ǫ,φ(0) = 3.7/
√

ǫ, φ′(0) = −0.001,∆t =
1 = 10−43s,φ在這裡的單位則是 4

√

(8π)−2ρ
PL
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Figure 3.5: ln ai(t)隨時間變化,∆t = 1 = 10−43s, 初始條件設定為:az(0) =
10,a(0) = 10,a′(0) = 0.289,a′

z(0) = 0.289
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附錄 A

所使用的單位

在這篇論文中, 我們所用的度規正負號為(−, +, +, +)。 在第一章的簡介中, 我們所設

的單位為

c = 1 (A.0.1)

而在第二章之後的計算, 我們則是取 Planck 單位, 其中

8πG = c = h̄ = kB = 1 (A.0.2)

其中G為牛頓常數,c為光速,h̄為浦朗克常數除上2π,kB為波茲曼常數。 下面的表格為 Planck
基本單位

Planck長度 lPL (h̄G/c3)1/2 1.6160× 10−33 cm

Planck質量 mPL (h̄c/G)1/2 2.1768× 10−5 g

Planck能量 EPL (h̄c5/G)1/2 1.2211× 1019 GeV

Planck時間 tPL (h̄G/c5)1/2 5.3904× 10−44s

Planck密度 ρPL c5/h̄G2 5.1584× 1093 g/cm3

注意: 上面的表格僅是將牛頓常數G取成1, 必須要乘上8π後才是我們這篇論文所使

用的單位。
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附錄 B

Bianchi Type Space 簡介

B.1 黎曼流形與偽黎曼流形

在黎曼幾何(Riemannian geometry) 中, 黎曼流形 (M,g)(Riemannian man-

ifold) 是可微分, 且 空間中每一個點, 都有一個度規張量g, 將其切空間的兩個向量,
映射到實數, 此即為點積的定義 , 且隨每一個點平滑地變化。 如此一來就可以定義角

度, 長度, 面積, 函數的梯度, 向量場的散度 等等的量。 而偽黎曼流形則是黎曼流形的

廣義化, 其度規張量不一定恆正。 廣義相對論就是 偽黎曼流形在四維情況下中的一個

例子。

B.2 運動群

利用黎曼空間的定義方式, 給定一個線段元素(line element), 定義一個 n 維空間
的度規:

ds2 =

n
∑

i,k

aikdxidxk (B.2.1)

如此一來就可在Sn空間中測量弧長。 考慮 n 個實數變數x1, x2, ..., xn並且假定這些

係數aik第一階與第二階導數都為實數, 且是 x 的連續函數, 且ds2恆非零, 且係數使得

微分型式總是正有限。

假使兩個空間Sn,S
′

n可以一對一的對應, 使得線段元素相等, 則這兩個 空間就被

稱為是等距同構的 (isometric), 幾何性質是全等的。 當他們的線段元素僅是差 一個

倍數, 或者是可經由座標轉換而簡化成差一個倍數, 則這兩個空間稱做相似的。 基本上

這兩個空間的幾何性質是相同的, 僅是在線性度量單位上的差別。
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如果一個空間的等距同構 (isometry) 映射到自己本身f : N → N , 則稱做是這個空

間的 一個運動 (motion)。 接下來我們就考慮可連續運動到自己本身的空間, 其轉換

的對應 方程式會出現任意的參數。而一個空間Sn中所有這些運動的集合則成為一個群

(g roup)。 如果 r 是運動的完備群中的參數數目, 則在每一種情況下,這個群就會構成

一個 有限維度連續李群 (finite-dimensional continuous Lie group)Gr, 是由 r 個無

限小 的轉換所產生的(X1f, X2f, ..., Xrf)。 而如何決定哪些空間會有運動的連續群,
基本上是經由檢驗所有ds2的形式, 看看是哪一個會具有李群Gr ≡ (X1f, ..., Xnf)

轉換ds2到它自己。

對於任意的n, 所有的情形受限於在Sn空間中那些數字可以被傳輸,而帶有 最多

的自由度: 那麼這個空間就有固定的曲率, 且這個群就會有r = n(n + 1)/2個參數。

只有在n = 2時, 也是一般的面 (surface), 我們知道這個問題完整的答案, 且參數的

數目也僅能是1或3。第一族的面是唯一對循環面 (surface of revolution) 是等距 同

構的; 而第二族的面則是有固定的曲率。

而當我們要指出n = 2與n = 3的主要差別時, 必須注意到一個要有運動的傳遞

群 的面, 必定要有固定的曲率, 意指如果一個點可以被到處傳輸, 它必定也要可以在

每個 點附近被轉動。而另一方面, 在三維空間中, 我們也可用轉換, 傳輸空間中的任何

一點 , 但是這個空間並不是有固定的曲率, 這些空間允許轉換的傳遞群, 且含有3或4
個參數 。 而在這些空間中, 哪一種空間只可有一個G3群, 如果我們固定一單一點, 整

個空間 就會被固定。 而允許一個G4群的空間中, 在任一點P附近仍有可能有一個連續

轉 動G1; 然而, 包含P以及在通過P的某一條短程線上的所有點維持固定, 因此這些

G4群屬於 systatic 群。 然後這個空間用一個完全填滿整個空間的短程軸的雙無限大

標示, 此外允許一個圖上的一個點可以被傳輸到任何地方的轉換, 仍有可能有繞著這

些 軸的旋轉。 以下就會有一些數學規則的介紹, 當n = 4時, 情況就會更複雜許多。

B.3 Killing 方程式

給定一個度規

ds2 =

1...n
∑

i,k

aikdxidxk (B.3.2)

首先我們先試著找看看怎樣的形式會給出G1群, 而這個群是由下面的無窮小轉換產生

Xf =
1...n
∑

r

ξ
∂f

∂xr

(B.3.3)
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可以看出,X是一個微分的算符,Xf告訴我們f在座標下的變化量。 因此我們知道X作

用 在ds2時必定要為零, 因為ds2在空間中是一個不變量。 所以

X(ds2) =
∑

i,k

X(aik)dxidxk +
∑

r,k

arkdX(xr)dxk +
∑

i,r

airdX(xr)dxi

(B.3.4)

因此

X(ds2) =
∑

i,k,r

ξr
∂aik

∂xr
+
∑

r,k

arkdξrdxk +
∑

i,r

airdξrdxi

=
∑

i,k

{

∑

r

(

ξr
∂aik

∂xr
+ ark

∂ξr

∂xi
+ air

∂ξr

∂xk

)

}

dxidxk (B.3.5)

可以看到必須有n個函數 ξ1, ξ2, ..., ξn 要可以滿足n(n + 1)/2個線性 齊次的一階偏

微分方程式:

∑

r

{

ξr
∂aik

∂xr
+ ark

∂ξr

∂xi
+ air

∂ξr

∂xk

}

= 0 (B.3.6)

其中i, k = 1, 2, ..., n。 上式為ξ的線性齊次一次方程式, 它們彼此都是線性獨立的, 因

為 aik的行列式值不是零。 此即為 Killing 方程式。

B.4 群的種類

B.4.1 可有G1群的空間

假定空間Sn可有經由無窮小的轉換Xf =
∑

i ξi∂f/∂xi產生的 G1運動群。 假定群的

軌跡是沿著座標(x1), 那麼我們就會有ξ2 = ξ3 = ... = ξn = 0, 也就是說Xf =
∂f/∂x1.Killing 方程式就變成

∂aik

∂x1
= 0 (i, k = 1, 2, ..., n) (B.4.7)

因此x′

1 = x1 + constant就給出了轉換的連續群G1。 只要aik不是x1的函數, G1就會

是運動的完備群 (complete group)。 現在我們要找 Bianchi type II 會是什麼樣子。

首先, 它所滿足的運動類型:

[X1, X2]f = [X1, X3]f = 0, [X2, X3]f = X1f (B.4.8)
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由於G3群會含有G2 ≡ (X1f, X2f)的子群, 因此我們在這裡假定它是沿著x1 = constant

的面運動, 並且X1f = ∂f/∂x2,X2f = ∂f/∂x3。 則 空間的度規就會變成:

ds2 = dx2
1 + αdx2

2 + 2βdx2dx3 + γdx2
3 (B.4.9)

其中α,β,γ只是x1的函數。 現在假定第三個無限小的轉換為 X3f = ξ1∂f/∂x1+ξ2∂f/∂x2+

ξ3∂f/∂x3 , 那麼所要滿足的 Killing 方程式為:

∂ξ1

∂x1
= 0 αξ2,1 + βξ3,1 = 0

βξ2,1 + γξ3,1 = 0 α′ξ1 = 0

γ′ξ1 + 2β = 0 β ′ξ1 + α = 0 (B.4.10)

積分後我們就可以得到 ((k, l, m為常數):

α = k2 , β = hk2x1 + l , γ = h2k2x2
1 + 2hlx1 + m

帶入 line element 之後

ds2 = dx2
1 + k2dx2

2 + 2(hk2x1 + l)dx2dx3 + (h2k2x2
1 + 2hlx1 + m)dx2

3

(B.4.11)

做這樣的代換,xi → x/k, ı = 2, 3與n2 = m/k2 − l2/k4後,

ds2 = dx2
1 + dx2

2 + 2(hx1 + l/k2)dx2dx3 + [(hx1 + l/k2)2 + n2]dx2
3 (B.4.12)

再做這樣的代換,hx1 + l/k2 = ny1,x2 = n/hy2,x3 = 1/hy3則

ds2 = n2/h2[dy2
1 + dy2

2 + 2y1dy2dy3 + (y2
1 + 1)dy2

3] (B.4.13)

上是就是 Bianchi type II 的 line element, n2/h2可以被吸收掉而得到。
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B.4.2 九種運動類型

下面列出九種運動的群的類型:

(TypeI) [X1, X2]f = [X1, X3]f = [X2, X3]f = 0, (B.4.14)

(TypeII) [X1, X2]f = [X1, X3]f = 0, = [X2, X3]f = X1f, (B.4.15)

(TypeIII) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = 0, (B.4.16)

(TypeIV ) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = X1f + X2f,
(B.4.17)

(TypeV ) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = X2f, (B.4.18)

(TypeV I) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = gX2f, (h 6= 0, 1)

(B.4.19)

(TypeIII) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = 0, (B.4.20)

(TypeV II) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X2f, [X2, X3]f = −X1f + hX2f

(B.4.21)

(TypeV III) [X1, X2]f = X1f, [X1, X3]f = 2X2f, [X2, X3]f = X3f,
(B.4.22)

(TypeIX) [X1, X2]f = X3f, [X2, X3]f = X1f, [X3, X1]f = X2f,

(B.4.23)
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Bianchi I 到 IX 的 line element:

I.ds2 = dx2
1 + dx2

2 + dx3
3 (B.4.24)

II.ds2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 + 2x1dx2dx3 (B.4.25)

III.ds2 = dx2
1 + e2x1dx2

2 + 2nex1dx2dx3 + dx2
3 (B.4.26)

IV.ds2 = dx2
1 + ex1[dx2

2 + 2dx2dx3 + (x2
1 + n2)dx2

3] (B.4.27)

V.ds2 = dx2
1 + e2hx1(dx2

2 + dx2
3) (B.4.28)

V I.ds2 = dx2
1 + e2x1dx2

2 + 2ne(h+1)x1 + e2hx1dx2
3 (B.4.29)

V II.ds2 = dx2
1 + e−hx1{(n + cos vx1)dx2

2 + (h cos vx1+

v sin x1 + hn)dx2dx3 + (
2− v2

2
cos vx1 +

hv

2
sin vx1 + n)dx2

3} (B.4.30)

V III.ds2 = dx2
1 + sinh2 x1dx2

2 + [dx3 + cosh x1dx2]
2 (B.4.31)

IX.ds2 = dx2
1 + sin2 x1dx2

2 + [dx3 − cos x1dx2]
2 (B.4.32)
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附錄 C

較廣義化的度規

我們可考慮一個較廣義化的度規, 定義其尺度因子除了是時間的函數以外, 另外還是

空間中某一座標的函數, 這樣一來 我們在做計算的時候便可以直接帶入下面的式子,
得到Γ符號, 其中 ∆ = A2

2 − A4
4

A3
2 , 而曲率張量在此較複雜, 所以並沒有列出。

ds2 = −B(t)−2dt2 + A1
2(r, t)dr2 + A2

2(r, t)dθ2 + 2A4
2(r, t)dzdθ + A3

2(r, t)dz2

(C.0.1)

Γ0
00 = − Ḃ

2B
(C.0.2)

Γ0
33 = BA4

2I4 (C.0.3)

Γ0
11 = BA1

2I1 (C.0.4)

Γ0
22 = BA2

2I2 (C.0.5)

Γ0
32 =

1

2
BA2

4I4 (C.0.6)

Γ3
03 =

A2
2

∆
I3 −

A4
4

4A2
3∆

I4 (C.0.7)

Γ3
02 =

(A2A4)
2

2∆A2
3

(I4 − I2) (C.0.8)

Γ3
31 =

1

∆

(

A2
2K3 −

A4
4

4A2
3

K4

)

(C.0.9)
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Γ3
21 =

A2
2A

2
4

2A2
3∆

(K4 −K2) (C.0.10)

Γ1
01 = I1 (C.0.11)

Γ1
11 = K1 (C.0.12)

Γ1
32 = − A2

4

2A2
1

K4 (C.0.13)

Γ1
33 = −A2

3

A2
1

K3 (C.0.14)

Γ1
22 = −A2

2K2

A2
1

(C.0.15)

Γ2
02 =

1

2∆

(

A2
2I2 −

A4
4

A2
3

I4

)

(C.0.16)

Γ2
31 =

A2
4

∆
K4 (C.0.17)

Γ2
12 =

1

2∆

(

2A2
2K2 −

A4
4

2A2
3

K4

)

(C.0.18)
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