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前言

台灣位於菲律賓板塊與歐亞大陸板塊交接處, 也就是地處環太平洋地震帶西側

之中部附近, 由於板塊運動活躍, 因而地震頻仍加上近年來九二一大地震所造

成重大災害。因此在進行結構動力分析時, 地震力的考量是不容忽視。早期研

究結構物動態行為時, 彺彺假設結構物建築於剛性岩盤上, 意即將土壤視為剛

性, 因此將結構系統的動態行為完全取決於結構本身的特性, 土壤的性質並未

考量進去。這與實際土壤-結構系統的行為有所不同, 特別是當結構物勁度大而

座落於軟弱土層時, 土壤-結構互制 (Soil-structure interaction) 的行為

必須更加瞭解。



6

文獻回顧

土壤和結構物的互制系統在地震分析中扮演很重要的角色, 一般都以近

似方法處理土壤 和結構物互制系統, Tzong 和 Penzien [1] 的混合模式法模

式利用次結構的方法來分析計算土壤和結構物互制的影響。 在這個模式中遠域

的半無限域的土壤由阻抗矩陣來表示. 因此, 早期發展使用在分析方面, 對於

半無限域的土壤介質之研究包含, Lysmer 和 Kuhlemeyer [2], White,

Valliapan 和 Lee [3] 的黏滯阻尼邊界, White [4] 的傳遞邊界, Ahmad 和

Banerjee [5] 的邊界元素和 Chow 和 Smith [6] 的無限元素。二十年前無限

元素法的導出, 起源於 Ungless [8] 和 Bettes [9], 這個概念與有限元素法很

相像。 但是這種方法則需要龐大的計算量由 Yun 和 Kim[10] 發展出來。邊界

元素法的好處在於只需離散邊界的元素並大大的減少計算量, Pak 和 Guzina

[11] 邊界元素方法利用 Green’s function 當成基本解來建構土壤的阻抗矩

陣, 但是美中不足的是必需處理奇異值與邊界不連續的問題。為了免除這種情

形, Liou [12] 導出層狀土壤之解析解而免除使用 Green’s function。

本計畫書將使用層狀土壤之解析解, 發展出一套土壤結構互制系統的程

式。 程式的發展完成與數值的分析中：會面臨到彈性波在分層土壤之間傳遞的

問題並且彈性波數值的計算將被解析與預測，對於分層土壤與結構互制系統中

的彈性波中的超越函數也將會被解析與數值的推導出。 將求得的彈性波數值代

入土壤內域與外域的模態來求得各土層之間的形狀函數，並且透過土壤的形狀

函數的求得來建構土壤系統對基礎的阻抗勁度矩陣。最後將推導結合結構與阻

抗矩陣之運動方程式並寫成一土壤-結構互制行為之分析程式。
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第一章 解析推導土壤與結構物之互制系統

1.1 圓柱座標三維波動方程式

一般對於均質、等向、完全彈性的介質而言，三維彈性波傳波動方程式，

在圓柱座標系統下的方程式

(1-1)

其中 ru 、 zu 和 u 分別為 r 、 z 和 三方向上的位移，和 G 為複數

型態的 seLam 常數，為質量密度， 為振動頻率，
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是為體積膨脹函數(Dilitation)及

(1-3)

是為旋轉函數(Rotation)。在土壤與結構物的互制分析中，我們將所有系統分

成遠域與近域來探討。圖 二 表示結構沉埋於土壤的互制系統，在此系統中近

域的部份選取結構物和底下的土壤，遠域部份即為結構物底下以外的土壤。

為了解 (1-1) 式 Sezawa [14] 將半空間的位移場對方位角做傅氏展開

(Fourier series expansion ) 即

(1-4)
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(1-5)
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(1-6)

其中

(1-7)
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而
sc

k


  。

1.2 傳遞矩陣

將 (1-6) 與 (1-8) 式寫成一式，並且括大成 66 的矩陣可得

Bze
E

E
rHY )(

0
0

)(̂ 










 (1-10)

或者

BzEeHY )(ˆ (1-11)

其中 T
zzzrzzr uuuY ),,,,,(  為位移-應力向量， TBBCCAAB ),,,,,( 212121 ，且






























vkGvkGkkGkkG
kkGkkGkGvkGv

kkvv
vvkk

E

22)2()2(
)2()2(22

2222

2222





和 










vGvG

E
11

，



11











































)(00)(00

0)(000)(

00)(000

)(00)(00

0000)(0

0)(000)(

ˆ

krHkrH
r
n

krHkrH
r
n

krkH

krH
r
n

krH

krkH

krH
r
n

krH

H

nn

nn

n

nn

n

nn

由於層狀土壤中，兩層水平交界面上的位移和應力為連續，若將作標系統

z 軸平移至土層的第 )1( j 層的表面可得

BzeEHY jj )(ˆ
1  (1-12)

因此可知未知系數 B 為

1
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 jj YHEzeB (1-13)

若第 1j 層土層表面與第 j 層表面相差厚度 jh ， jh 即為第 j 層土壤厚

度，因此可知第 j 層的表面應力位移向量為

BhzeEHY jjj )(ˆ  (1-14)

將 (1-13) 式代入 (1-14) 式將未知系數 B 消除，可得第 j 層土壤與第

1j 層土壤應力位移向量之間的關係(圖一)為
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其中
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為第 j 層的傳遞矩陣 (Transfer matrix )，此矩陣中

(1-18)
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其中 11 aaaT mmm  為 m層土壤時的傳遞矩陣。因此只要求得表面位移-應力模

態 0
1YH  每層某一點位移和應力可由 (1-6) 式和 (1-8) 式求得。

在圓柱座標系統下內域及外域垂直交界面上 rr ， rz和 r 的第 n項的傅氏
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將 (1-13) 式代入 (1-21) 式將未知系數 B 消除，可得第 j 層土壤在深

度 z 的應力位移向量之間的關係為
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第二章 軸對稱沉埋基礎振動的解析解

土壤與結構物的互制分析中，我們將問題分成遠域與近域的邊界條件

來探討，因此我們會把注意力集中在兩者交界面上。圖 二 表示結構沉埋於土

壤的互制系統，在此系統中近域的部份選取結構物和底下的土壤，遠域部份即

為結構物底下以外的土壤，因此我們將結構物與土壤分開 (圖三)， 1S 、 2S 在

交界面上分別受到 iwt
b et 1 和 iwt

b et 2 的外應力作用，這樣的問題 Liou [12]

將土壤分成外部區域 ( Exterior domain ) 和內部區域 ( Interior domain )

兩部份來求解並且對 1S 、 2S 交界面上做特解表面位移 Bessel function 的展

開 。 本文將使用類似 Liou 的方式將特解表面應力做 Bessel function 的展

開，並對內外域的邊界條件求得不同的頻率方程式與表面波的模態。由於在交

界面上對特解表面應力做 Bessel function 的展開因此必須滿足以下的邊界條

件:

1. 自由面的邊界條件：內外域齊性解表面應力在 0z 必須為零。

2. 剛性基底的邊界條件：基底位移在 hz  必須為零。

3. 輻射邊界條： r ，位移和應力必須為零，但波是向外傳遞。

4. 垂直面應力邊界條件： 0ar  和 dz 0 必須等於 1bt 。

5. 水平面應力邊界條件： dz  和 00 ar  必須等於 2bt 。
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(2-2)

我們為求得 (1-1) 式並且滿足 (1)-(5) 式的邊界條件，土壤的部份分成外

部區域 ( Exterior domain ) 和內部區域 ( Interior domain ) 兩部份來求

解：

2.1 外部區域

對於外部區域除了滿足控制方程式外，還必須滿足三個邊界條件：自由

面的邊界條件、剛性基底的邊界條件和輻射邊界條。對於 1S 面上的應力要等

於 1bt ，而 3S 面上應力和位移外域與內域要保持連。由 (1-20) 式可知當外

域解的水平面分層土壤可寫成
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1)()( ˆˆ ee
m

e
m YHTHY  (2-3)
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為傳遞矩陣。我們將外域的齊性邊界條件：自由表面和剛性基底代入(2-3)式可

得
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假設土層剛性基底水平面無滑動，由 (2-5) 式可得
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其中
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在 (2-6) 式中我們可以得到兩條超越函數為非零解的頻率方程式

0)(
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)(
11  eeee tttt (2-8)

(2-8) 式 所解出的波數是為雷利表面模態 (Rayleigh modes)，

0)(
55 et (2-9)

(2-9) 式 所解出的波數是為拉夫表面模態 (Love modes)。分別將 (2-8) 式和

(2-9) 式求得的波數代回 (2-5) 式可以求得
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(2-11)

是為第 j 個拉夫模態， )(e
i 和 )(e

j 為相對應模態的參與因子 (Modal

participation factor )。由 (1-22) 垂直交界面 1S 和 3S 面上的外域解應

力方程式為
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e
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
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  (2-12)

由於 (2-8) 式和 (2-9) 式所解得的波數的根有無限多個，所對應的表面

模態也會有無限多個，但外域解的應力-位移場的形狀函數只須取前幾個模態來

表示之，將 (2-10) 式和 (2-11) 式的表面模態代入 (2-3) 式與 (2-12) 式可

求得垂直交界面位移和應力向量為

 )()()( )()( eee zNzu  (2-13)
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 )()()( )()( eee zGzt  (2-14)

其中 )()( zN e 和 )()( zG e 是為位移-應力模態形狀函數。

2.2 內部區域

對於內部區域而言，由於 1S 面上和 2S 面上分別受有應力 1bt 和 2bt ，也就

是非齊性的邊界面 (Nonhomogeneous boundary) ，其內部區域的位移和應力的

解包含齊性解 (Homogeneous solution ) 與特解 (Particular solution )。

齊性解必須滿足齊性的邊界條件，即自由表面和剛性基底的邊界條件，因為齊

性解不須滿足輻射條件，所以在水平面的分層土壤只需將 (2-3) 式中用

Bessel 函數來替代 Hankel 函數為
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  是為內部區域第 n 層水平交界面上

的位移-應力向量，且 )(i
nT 為 n層內域土壤的傳遞矩陣與 )(e

mT 為相似，矩陣 J

與 Ĥ 矩陣相似不同的是將 Hankel 函數改成 Bessel 函數，將自由表面和剛性

基底的邊界條件代入 (2-15) 可得

與外域相似兩條超越函數為非零解的頻率方程式
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(2-16) 式所解出的波數是為內域解雷利表面模態 (Rayleigh modes)，

0)(
55 it (2-17)

(2-17) 式所解出的波數是為內域解拉夫表面模態 (Love modes)。分別將

(2-16) 式和 (2-17) 式求得的波數代回 (2-15) 式可以求得

)()(
0

1 )0,0,0,0,,1( i
i

T
i

iYJ 
(2-18)

是為第 i 個雷利模態，其中 )(
22

)(
21

)(
12

)(
11

i

i

i

i

i t
t

t
t

 ，

)()(
0

1 )0,1,0,0,0,0( i
j

TiYJ 
(2-19)

是為第 j 個拉夫模態， )(i
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j 為相對應模態的參與因子 (Modal

participation factor )。由 (1-22) 垂直交界面 3S 面上的內域解應力方程

式為
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其中 1J 和 2J 矩陣相似於 1H 和 2H 矩陣，不同的是將 1H 和 2H 矩陣的

Hankel 函數改成 Bessel 函數，由於 (2-16) 式和 (2-17) 式所解得的波數的

根有無限多個，所對應的表面模態也會有無限多個，但內域解的應力-位移場的

形狀函數只須取前幾個模態來表示之，將 (2-18) 式和 (2-19) 式的表面模態

代入 (2-15) 式與 (2-20) 式可求得自由面和垂直交界面位移和應力向量為

 )()(
,

)(
, )()(

22

i
h

i
Sh

i
Sh rNru  (2-21)

0)()(
, 2

rt i
Sh (2-22)

和



21

  )(
2

)(
,2

)(
, )()(

33

i
h

i
Sh

i
Sh dzNdzu  (2-23)

  )(
2

)(
,2

)(
, )()(

33

i
h

i
Sh

i
Sh dzGdzt  (2-24)

關於特解的部份，其特解必需滿足特解的邊界條件，即表面應力等於 2bt

為 (2-2)式 與剛性基底，我們可藉由 Liou[13] ， 2bt 在 r 方向做 Bessel 函數

展開可得特解表面應力為
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其中

0010
1

1

000
1

0010
1

1

)()(
2

)()(

)()()(

)()(
2

)()(

CrkJkCrkJk
rr

BrkJkBrkJkr

ArkJkArkJk
rr

nl
l

lnl
zrz

nj
j

jnjzz

ni
i

ini
zrz











































(2-26)

我們可以利用 Bessel函數的正交性來求得特解参與係數為



22















































0

00

0

00

0

00

0

2
1

)3(

0 1
)3(

010
)3(

00 1

1

)3(
01

)3(
0

0

0

2)2(

0

)2(
00

)2(
00

)2(
0

)2(
0

0

0

2
1

)1(

0 1
)1(

010
)1(

00 1

1

)1(
01

)1(
0

0

)(

)()()()
2

)()(
(

)(

)(2
)()(

)(

)()()())((
)(

)(
)(

)(

)()()()
2

)()(
(

)(

)(2
)()(

a

lnl

a

lnn

a

ln

n
z

n
rz

ln

n

zrz

a

jnj

a

jnn

a

jnzz

jn

n

zz

a

ini

a

inn

a

in

n
z

n
rz

in

n

zrz

rdrrkJk

rdrrkJrkJCkdrrkJ
rr

r
kC

akJk
aa

C

rdrrkJk

rdrrkJrkJBkdrrkJrr
kB

akJk
a

B

rdrrkJk

rdrrkJrkJAkdrrkJ
rr

r
kA

akJk
aa

A





















在 (2-25) 式中其特解波數為 ik ， jk 和 lk 分別為 0)( 01  akJ in ， 0)( 0 akJ jn ，

0)( 01  akJ ln 為了求得特解的表面模態 (2-25) 式中可改寫為
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其中
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為了求得表面位移的模態與表面應力的模態的轉換關係，將特解的剛性基底

邊界條件代入 (2-15) 式為
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由 (2-29) 式當 dhz j  時可得到表面應力與表面位移的轉換關係為

0

1

)(
56

)(
24

)(
23

)(
14

)(
13

0

1

)(
55

)(
22

)(
21

)(
12

)(
11

00
0
0

00
0
0

0
0
0




















































































z

zz

rz

n
i

ii

ii

nz

r

n
i

ii

ii

n

m

J
t

tt
tt

J
u
u
u

J
t

tt
tt

J

 



(2-30)

由 (2-30) 式可得表面應力與表面位移的模態之間轉換關係為
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其中
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我們將 (2-27) 式乘上 nQ 可以得到特解表面位移向量為
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由 (2-27) 式和 (2-33) 式可以得到特解自由面的位移-應力向量為
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關於垂直面的位移-應力向量的求得，我們先將特解表面應力轉換位移矩陣 nQ

求得如下
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我們在 (2-36) 式中發現若 vh 與 hv 很大時， vhe 與 hve  趨近為零

SinhvhCoshvh  與 hvSinhhvCosh  因此 nQ 為
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我們發現上式的 nQ 與半無限土壤的轉換矩陣相同。

因此我們可由 (2-27) 式，(2-33) 式和 (2-36) 式可以得到特解自由面的位

移-應力模態為
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將 (2-37) 式所得到的自由面位移-應力向量特解模態，代入 (2-15) 式與

(2-20) 式可求得特解垂直交界面位移和應力向量為
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如此我們可以將內域解的齊性解和特解組合起來
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2.3 垂直界面模態參與係數

我們將外部區域與内部區域垂直交界面的應力和位移向量組合起來 (圖

四) ，(2-13)式和(2-42)式中， e、 )(i
h 為未知的模態參與係數，為了求解這

兩個未知模態參與係數，則必需引入 3S 面上位移和應力的連續條件。圖五為

外部區域的受力圖，在垂直交界面的外域部份利用其交界面應力連續的條件而

透過變分的技巧對 e 做變分為
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將 (2-13) 式 、(2-1)式與 (2-43) 式代入 (2-44) 式，且 e為任意值，因此

我們可以求得外域 S1 與 S3 的垂直交界面的模態參與因子的關係如下：
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圖六為内部區域的受力圖，在垂直交界面的内域部份利用其交界面位移連

續的條件而透過變分的技巧對 )(i
h 做變分為
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(2-13) 式 、(2-42)式與 (2-43) 式代入 (2-50) 式，且 )(i
h 為任意值，因此

我們可以求得内域解 S3 的垂直交界面的模態參與因子的關係如下：
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我們將 (2-45) 和 (2-51) 兩式寫成矩陣的形式為
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由 (2-55) 式可求得未知 e 和 )(i
h 與 1S 面和 3S 面模態參與系數之間的

關係為
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當 e和 )(i
h 求得後便可以進行土壤與結構物交界面的阻抗矩陣的求解。

2.4 超越方程式求解根

在建立土壤與結構物互制系統之分析模型之前，我們已經將內域與外域的彈

性波數值推導出如表一，(2-8) 式、(2-9) 式、(2-16) 式和 (2-17) 式為超越

函數的形式，因此在複數平面上有無限多個根，由於本文外域取 Hankel 函數

的第二類，為了滿足外域解的輻射條件，在取彈性波數值時必需在複數平面上

取下半平面來滿足輻射條件如圖七，關於超越函數的求解 Newton’s and

Muller’s [7] 提供一個好的方法在複數平面求根，但美中不足的是這個方法

需要一個初始的猜想根，Liou [12] 提出一個找尋初始根的位置並且利用

Muller’s 方法求得根的精確值。 若假設 )(zf 為超越函數

),(),()( yxivyxuzf  (2-57)

其中 iyxz  為複數的根並且 ),( yxu 和 ),( yxv 分別為超越函數 )(zf 的實部

與虛部，我們要使得目標函數 0)( zf ，並且將複數平面離散化如圖七，圖八表

示小區塊中若四個角點同時滿足

jiandjiyxvyxvandyxuyxu jiji  4,1,0),(),(0),(),( (2-58)

當我們得知 0),( yxu 與 0),( yxv 有同時經過小區塊上我們可以求得小區塊

四個角點為
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0),(,0),(

0),(,0),(

8877

6655


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yxvyxv

yxuyxu
(2-59)

假如我們將區塊分割夠小， 5z 和 6z 可以用線性方程式來近似 0),( yxu 為

0),( 111  cybxayxlr (2-60)

其中 651 yya  ， 561 xxb  和 65651 xyyxc  。相同地， 7z 和 8z 可以用線性

方程式來近似 0),( yxv 為

0),( 222  cybxayxli (2-61)

其中 872 yya  ， 872 xxb  和 87872 xyyxc  。因此我們可以將 (2-60) 式和

(2-61) 式聯立求解可得

2112

1221

abab
acac

yn 


 (2-62)

21111 ,/)( aaifacybx nn  (2-63)

或

12222 ,/)( aaifacybx nn  (2-64)

最後我們便可以將超越函數的根 nnn iyxz  求出後，我們有了初始根的位置便

可以引進 Newton’s and Muller’s 的方法求得根的精確位置。
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第三章 阻抗矩陣

為了求得動力反矩陣，將 (2-56) 式所求得的 e 與 )(i
h 兩個未知的模態

參與係數與 p 和 1bV 之間的關係後，本章將對 1S 面與 2S 面上分佈牽引力

的形式 (Piecewise linear stress ) 與結構物有限元素的模式互相配合再利

用虛功原理與倒數定理來求得動力反矩陣。

3.1 牽引力的假設分佈模式

對於每一個傅氏級數分量而言， 1S 面和 2S 面上的牽引力分佈，我們假

設分別在 z 方向與 r 方向應力分佈為片段線性 ( Piecewise linear

stress ) 。 在 1S 面上的牽引力為 1bt ， 我們可假設在 z 方向每一個傅氏級

數分量為
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其中
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，且在 ),0( d 區間分成 1m 等分，寬度
1

1 m
d

b  ， jq 、 jp 和 js 分別為 rr 、

rz 和 r 在 1S 面上的節點應力強度。在 2S 面上的牽引力為 2bt ， 我們可假

設在 r 方向每一個傅氏級數分量為
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其中
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，且在 ),0( 0a 區間分成 2m 等分，寬度
2

0
2 m

a
b  ， jq 、 jp 和 js 分別為 rz、

zz 和 z 在 2S 面上的節點應力強度。將 (3-1) 式和 (3-3) 式寫成矩陣的

形式
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3.2 阻抗矩陣的推導

在 3.1 節中，我們已經將土層 1S 面和 2S 面上的應力假設分別在 z 方向

與 r 方向分佈為片段線性 ( Piecewise linear stress )，因此分別將 (3-5)

和(3-6)分別代入 (2-49)和(2-26) 分佈在 1S 面和 2S 面上的模態參與係數

1bV 和 p可以表示

111 PDV Pb  (3-7)

22PDPp  (3-8)

其中
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在(2-56)式中，我們已經求得未知 e 和 )(i
h 與 1S 面和 3S 面上模態參與系

數 1bV 和 p 之間的關係，所以可以將 (3-7) 和 (3-8) 式代入(2-56)式中為
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(3-11)

由 (3-11) 式可求出 e 和 )(i
h 與 1P 和 2P 之間的比率關係。當比率關

係求得後我們可以將 (3-11)式寫成

 1321 ][
2

PPD Pe   (3-12)

 1422
)( ][

2
PPDp

i
h  

(3-13)

其中 1 為 e 與 2P 之間的關係， 3 為 e 與 1P 之間的關係， 2 為 )(i
h
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與 2P 之間的關係， 4 為 )(i
h 與 1P 之間的關係。

土層 1S 和 2S 表面上的位移為
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1

(3-14)
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(3-15)

將 (3-8) 式、 (3-12) 式與 (3-13) 式代入 (3-14) 式與 (3-15) 式可以表示

為
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(3-16) 式與 (3-17) 式寫成矩陣的形式
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其中 TPPP ),( 21 ，
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將土壤表面應力 0t ，(3-5) 式與 (3-6) 式寫成矩陣的形式
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其中
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將 (3-18) 式與 (3-20) 式代入土壤與結構物交界面上，應力分佈下的虛功為：
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QPP
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其中 


21 SS SS
T dSfHQ 為對稱的矩陣。

其次考慮基處本身，假設第 n個傅氏分量(θ方向之變化被分離)的有限元模式

的位移為：

Nvu 0 (3-23)

其中 N為有限元素模式的形狀函數，v 為 S1 面與 S2 面上的節點位移，由位移

所得的虛功為
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其中

dSNHB
SS

T


21
，由 (3-22) 式與 (3-24) 式可得

BvQP  (3-25)

為了求得作用力和假設應力間的關係，我們再次使用互易功原理

(Maxwell-Betti)，今考量兩組系統的作用：

(1)由 交界面上牽引力 0t 作用而產生有限元素模式結點上的位移為 v 。

(2)由有限元素模式結點作用力 F而產生交界面上的位移為 0u 。

根據互易功原理(Maxwell-Betti)可得

BvPdSvNHPdSutvF T

ss

TT

ss

TT    21021 0 (3-26)
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其中 F為有限元模式的廣義結點力。由 (3-26) 式可以求得廣義結點力 F為

PBF T (3-27)

將(3-25) 代入阻抗矩陣的 (3-27) 式求得如下：

IvBvQBF T  1 (3-28)

其中 I 為阻抗矩陣，如此本研究便可以進行阻抗矩陣數值程式的開發。
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第四章 剛性圓板之扭轉振動

本章節中將舉出一簡單的例子來求出阻抗矩陣的方法，並且以解析和數值的

方法對求解彈性波數，圖九為一圓形無質量的剛性圓板置於土層表面，假設受

到一扭轉振動的諧合載重，對於軸對稱的問題而言，當圓形無質量的剛性圓板

受扭轉振動時， (2-2)式中當 0n 時，且只有考量拉夫模態 (Love modes) 發

生時，因此所有的位移和應力只有在  方向上才有值，位移和應力向量只存在

u 和 z 存在，我們可以將 (3-28) 式所得到的式子求得阻抗矩陣並對模態

參與係數做數值的分析與求解。

4.1 拉夫模態(Love modes)的頻率方程式

由第二章中可知內外域解的拉夫頻率方程式分別為 (2-9) 式與 (2-17)

式。為發展數值解來求得超越函數，我們對於單一土層系統而言，拉夫頻率方

程式為

0cosh55  dvHCt (4-1)

由於

dvidve dvi  sincos (4-2)

dvidve dvi  sincos (4-3)

由 (4-2) 式和 (4-3)式可將 (4-1) 化簡為

0coscosh  dvidv (4-4)
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因此我們可順利求得解析解的拉夫波數值為

2,1,0,)
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( 


 N

N
dvi  (4-5)

我們可以將 222 / sckv  代入 (4-5) 式中求得波數的解析解為

3,2,1,0,)
2

12
()( 22 


 N

d
N

c
k

s


 (4-6)

位移向量在圓柱座標下我們可以表示成通解的形式 (General form)：

iwtikrzvizviiwtikrzvizvi eeDeCeeeBeAetzru ])[(])[(),,(  

若考量波傳方向往 r 的方向入射而無反射波可知 0BA ，位移向量為

)()][(),,( wtkrizvizvi eDeCetzru 

當波數值求得後，我們可以知道波數值在外域的條件下必需滿足輻射的條件

，第一類與第二類 Hankel 函數的級數解的為

)4/exp()
2

()()2)(1( 


 ix
x

xH n (4-7)

可知取第一類與第二類 Hankel 函數分別代表 r 的方向的反射波與入射波，在

本文的例子中僅考量表面波往外傳無反射波故本文取第二類 Hankel 函數，往

若 iBAk  代入 (4-7) 式，為了滿足輻射的條件必需取複數平面的下半平面

也就是 B 為負。我們可以利用2.4節中的方法進行數值程式的求解，圖十 至 圖

十二 分別為  增加所求到的數值解，我們可以發現到一個有趣的現象，當 

逐漸增加時其波數值的根會往實數軸增加，並且我們比較數值解與解析解的根

如表二所示，可以發現理論解與數值解完成吻合，並且可知在取波數值的根時

應先取靠近實數軸的根，越靠近實數軸的根分別代表越低模態的根因此這些根

在振動上最為重要。
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4.2 特解的模態波數

我們將扭轉振動的諧合載重代入(2-25) 式中，並將 z 做 Bessel 函

數展開可得特解表面應力為
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其中
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因為 )()( 11 krJkrJ  ，所以可得 )()( 11 li kk  ，因此可將 (4-8) 改寫為
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其中
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在 (4-10) 式中，為了滿足邊界 0ar  牽引力 z 不為零，第一個波數取

10 5.0 kk  其餘為

3,2,1,0)( 01  iakJ i (4-12)
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4.3 模態函數

我們以經順利將齊解的波數與特解的波數求得後，我們分別將外域解與內域解

的拉夫模態(2-11) 式和 (2-19)式代入 (2-3) 式、(2-12) 式、(2-15) 式及

(2-20) 式求得内外域解的齊性模態為
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在 (4-10) 式中我們以經將應力特解的模態求出，將 (4-10) 式代入轉換位移

應力矩陣 (2-36) 式可求出位移特解的模態，在求得特解表面模態後分別代入

(2-15) 式及(2-20) 式求得内域解的特解模態為
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4.4 B 矩陣

由 (3-24) 中 可知

dSNHB
SS

T


21
(4-18)

對於圖九的扭轉振動問題，dS 積分面只有 2S 而已，所以 rdrdS 2 ，有

限元素在扭轉振動問題中形狀函數為 rN  ， H 在 (3-3) 式中取 mm 2 ，

因此可以求得 B 矩陣為

),( 1212  mS

T BBBcoldSNHB  (4-19)

其中
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4.5 D 矩陣

在 3.2 節中我們已經知道 e 和 )(i
h 可表示成 p 與 1bV 之間的比率

關係，要求得 p 與 1bV 首先要求得
1PD 與

2PD ，在本例題中與上一節一樣，

dS 積分面只有 2S 而已故

dSrHrGD
S

T
PP 

2
2

)()( 2 (4-21)

將 (4-16) 式求得的形狀函數代入(4-21) 式中可得

  0

2 0 11 )()(2][
a

jiiijP rdrrhrkJkD  (4-22)
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4.6 K 矩陣

在 2.3 節中 e 和 )(i
h 的求得必需借由內域外域垂直交界面的積分，在

(2-56) 式中若
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K (4-23)

在本節中將以解析的方式來描述 K 的反矩陣之數值不穩定現象，並提出一個

好方法來處理這個問題。我們將 (4-13) 式與 (4-14) 式代入 (4-23) 可求得
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我們可以將齊性解的高模態波數代入後，虛部越大發現  eeK ， ][ hhK 對角線之

值會很小，這樣會造成K 的反矩陣之數值不穩定現象(奇異矩陣的產生)，我們

發現K 的反矩陣之數值不穩定現象的產生乃是Hankel函數和Bessel函數所造

成的，因此為了克服這個問題，我們發現 Hankel 函數和 Bessel 函數為模態的

變數與垂直面的積分無關，所以我們可以將它併入模態參與係數中，以克服數

值不穩定現象。
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4.7 數值結果與討論

在 4.6 節中我們已經提出如何克服算準模態之間的比率關係，由 (3-28) 式中

可知阻抗矩陣為

BQBI T 1 (4-27)

於圖九中，圓板的半徑為 0a ，土壤的遲滯阻尼 (Hysteretic Damping)

05.0 ，而複數型的剪力波數 (Complex Shear Modulus iG 21 )，包

生比為  ，土壤密度為 ；於是我們取各參數值為 5.00 a ， 1d ， 05.0 ，

iG 21 ，
3
1

 ， 1 ；來進行數值程式的撰寫，圖十三和圖十四分別為

無因次扭轉阻抗矩陣的實數部份 )Re( 3
0Ga

IT 與虛數部份 )Im( 3
0Ga

IT ，而橫座標為無

因次的頻率
)Re(2

0

sc
a


 ；在圖十六和圖十七中表示取齊性解加上特解的波數值

所得的結果，我們可以和 Liou [12] 所做的結果加以比較，我們發現當我們齊

性解加上特解取到 50 個時，阻抗矩陣已經收斂不錯了，並且我們可以觀察出一

個有趣的現象，那就是實部和虛部的尖峰值所對應的橫軸無因次的頻率會相

同，這些特性頻率也就是在當 0k ，由 (4-6) 式中可得

2,1,0,
2

)12(



 N

d
Ncs

 (4-28)

若將各數值代入 )1,1(  dcs 則可得到

2,1,0,
2

)12(



 N

N (4-29)

所以無因次頻率為

2,1,0,
8

12
)Re(2

0 


 N
N

c
a

s
 (4-30)

由 (4-30) 式可求出前四個無因次頻率為 125.0 ， 375.0 ， 625.0 ， 875.0 與圖十三

與圖十四完全吻合。
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第五章 剛性圓板之垂直振動

在第四章中已經成功的發展出一套程式求出扭轉阻抗矩陣，並且以解析和數值

的方法求得彈性波數值，本章節將更深入來探討阻抗矩陣的求解，圖十五為一

圓形無質量的剛性圓板置於土層表面，假設受到一垂直振動的諧合載重，對於

軸對稱的問題而言，當圓形無質量的剛性圓板受垂直振動時， (2-2)式中當

0n 時，且只有考量雷利模態 (Rayleigh modes) 發生時，因此所有的位移和

應力只存在於 r 方向和 z 方向，我們可知位移和應力向量與  方向是無關

的，我們可以將 (3-28) 式所得到的式子求得阻抗矩陣並對模態參與係數做數

值的分析與求解。

5.1 雷利模態(Rayleigh modes)的頻率方程式

由第二章中可知內外域解的雷利頻率方程式分別為 (2-8) 式與 (2-16)

式。為發展數值解來求得超越函數，我們對於單一土層系統而言，雷利頻率方

程式為

021122211  tttt (5-1)

我們無法以解析方式求得雷利頻率方程式的解，但我們可以利用 2.4 節中的方

法進行數值程式的求解，當波數值求得後，我們可以知道波數值在外域的條件

下必需滿足輻射的條件，當 r 時 0)()2( krH n ，第二類 Hankel 函數的級

數解的為
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(5-2)

若 iBAk  代入 (5-2) 式，為了滿足輻射的條件必須取複數平面的下半平面

也就是 B 為負。我們可以利用 2.4 節中的方法進行數值程式的求解，圖十 六

至 圖十八 分別為  增加所求到的數值解，我們可以發現到一個有趣的現

象，當  逐漸增加時其波數值的根會往實數軸增加，並可以發現數值解的波

數值增多，根據扭轉振動的波數解析解的根的位置，我們可知在取波數值的根

時也應先取靠近實數軸的根，越靠近實數軸的根分別代表越低模態的根。

5.2 特解的模態波數

我們將垂直振動的諧合載重代入(2-25) 式中，並將 )(rzz 做 Bessel

函數展開可得特解表面應力為
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其中

 0

0 0
0

0 )())(()(
a

jzzj drrkJrrk  (5-4)

在 (5-3) 式中，為了滿足邊界 0ar  牽引力 zz 不為零，第一個波數取

10 5.0 kk  其餘為

3,2,1,0)( 00  jakJ j (5-5)
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5.3 模態函數

我們以經順利將齊解的波數與特解的波數求得後，我們分別將外域解與內域解

的雷利模態(2-10) 式和 (2-18)式代入 (2-3) 式、(2-12) 式、(2-15) 式及

(2-20) 式求得内外域解的齊性模態為
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其中
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和
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在 (5-8) 式中我們可以發現 0)()( rG i
h ，這一項正好符合齊性解的邊界條件，

並且在 (5-3) 式中我們以經將應力特解的模態求出，將 (5-3) 式代入轉換位

移應力矩陣 (2-36) 式可求出位移特解的模態，在求得特解表面模態後分別代

入 (2-15) 式及(2-20) 式求得内域解的特解模態為
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5.4 B 矩陣

由 (3-24) 中 可知

dSNHB
SS
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21
(5-10)

對於圖十五的垂直振動問題，dS 積分面只有 2S 而已，所以 rdrdS 2 ，
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有限元素在垂直振動問題中形狀函數為 1N ， H 在 (3-3) 式中取

mm 2 ，因此可以求得 B 矩陣為

),( 1212  mS

T BBBcoldSNHB  (5-11)

其中
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5.5 D 矩陣

在 3.2 節中我們已經知道 e 和 )(i
h 可表示成 p 與 1bV 之間的比率

關係，要求得 p 與 1bV 首先要求得
1PD 與

2PD ，在本例題中與上一節一樣，

dS 積分面只有 2S 而已故
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將 (5-9) 式求得的形狀函數代入(5-13) 式中可得

  0

2 0 10 )()(2][
a

jiiijP rdrrhrkJkD  (5-14)

5.6 K 矩陣

在 2.3 節中 e 和 )(i
h 的求得必需借由內域外域垂直交界面的積分，在

(2-56) 式中
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在 4.6 節中已經成功的描述 K 反矩陣之數值不穩定現象，並發現K 的反矩陣

之數值不穩定現象的產生乃是 Hankel 函數和 Bessel 函數所造成的，同樣的我

們可以改寫形狀函數將它併入模態參與係數中，以克服數值不穩定現象如下
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當我們將新的形狀函數改寫完成，便可以精確求得 e 和 )(i
h 與 p 之間的比

率關係，便可以進行數值程式的分析。
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5.7 數值結果與討論

在 5.6 節中我們已經提出如何克服算準模態之間的比率關係，由 (3-28) 式中

可知阻抗矩陣為

BQBI T 1 (5-18)

於圖十五中，圓板的半徑為 0a ，土壤的遲滯阻尼 (Hysteretic Damping)

05.0 ，而複數型的剪力波數 (Complex Shear Modulus iG 21 )，包

生比為  ，土壤密度為 ；於是我們取各參數值為 5.00 a ， 1d ， 05.0 ，

iG 21 ，
3
1

 ， 1 ；來進行數值程式的撰寫，圖十九和圖二十分別為

無因次垂直振動阻抗矩陣的實數部份 )Re( 3
0Ga

IV 與虛數部份 )Im( 3
0Ga

IV ，而橫座標

為無因次的頻率
)Re(2

0

sc
a


 ；在圖十九和圖二十中表示取齊性解加上特解的波

數值所得的結果，我們可以和 Liou [12] 所做的結果加以比較，我們發現當我

們齊性解加上特解取到 50 個時，阻抗矩陣已經收斂不錯了。
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第六章 剛性圓板沉埋基礎之扭轉振動

本章節中將舉出一個例子來驗證沉埋基礎之阻抗矩陣，並且發展出一套沉埋

基礎之扭轉振動程式和 Aviles [16] 作比較驗證程式，圖二十一為一圓形無質

量的剛性圓板沉埋於土層，假設受到一扭轉振動的諧合載重，對於軸對稱的問

題而言，當圓形無質量的剛性圓板受扭轉振動時， (2-2)式中當 0n 時，且

只有考量拉夫模態 (Love modes) 發生時，因此所有的位移和應力只有在  方

向上才有值，位移和應力向量只存在 u 和 z 存在，我們可以將 (3-28) 式

所得到的式子求得阻抗矩陣並對模態參與係數做數值的分析與求解。

6.1 拉夫模態(Love modes)的頻率方程式

由第二章中可知內外域解的拉夫頻率方程式分別為 (2-9) 式與 (2-17)

式。為發展數值解來求得超越函數，我們對於單一土層系統而言，拉夫頻率方

程式為

0cosh55  dvHCt (6-1)

由於

dvidve dvi  sincos (6-2)

dvidve dvi  sincos (6-3)

由 (6-2) 式和 (6-3)式可將 (6-1) 化簡為

0coscosh  dvidv (6-4)
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因此我們可順利求得解析解的拉夫波數值為

2,1,0,)
2

12
( 


 N

N
dvi  (6-5)

我們可以將 222 / sckv  代入 (6-5) 式中求得波數的解析解為

3,2,1,0,)
2

12
()( 22 


 N

d
N

c
k

s


 (6-6)

因此由(6-6)式我們分別可以求出內域與外域齊性解的波數分別為

3,2,1,0,)
2

12
()( 2

1

2 


 N
d

N
c

k
s

e 
 (6-7)

其中 1d 為外域場土壤的深度。

3,2,1,0,)
2

12
()( 2

3

2 


 N
d

N
c

k
s

h 
 (6-8)

其中 3d 為內域場土壤的深度。

6.2 特解的模態波數

在土壤表面分別受到 )(1 ztb 和 )(2 rtb 方向上的兩個力量作用，在垂直面方

向僅受 )(zz 在垂直面作用，因此由第三章的推導可知：

i
T
immz SzhSzhSzhSzhz )()()()()( 1100   (6-9)

將扭轉振動的諧合載重代入(2-25) 式中，並將 z 做 Bessel 函數展開可得特

解表面應力為
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(6-10)
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其中
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因為 )()( 11 krJkrJ  ，所以可得 )()( 11 li kk  ，因此可將 (6-11) 改寫為
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其中
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在 (6-13) 式中，為了滿足邊界 0ar  牽引力 z 不為零，第一個波數取

10 5.0 kk  其餘為

3,2,1,0)( 01  iakJ i (6-14)

6.3 模態函數

我們以經順利將齊解的波數與特解的波數求得後，我們分別將外域解與內域解

的拉夫模態(2-11) 式和 (2-19)式代入 (2-3) 式、(2-12) 式、(2-15) 式及

(2-20) 式求得内外域解的齊性模態為
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在 (6-10) 式中我們以經將應力特解的模態求出，將 (6-10) 式代入轉換位移

應力矩陣 (2-36) 式可求出位移特解的模態，在求得特解表面模態後分別代入

(2-15) 式及(2-20) 式求得内域解的特解模態為
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6.4 B 矩陣

由 (3-24) 中 可知

dSNHB
SS

T


21
(6-20)

對於圖二十一的扭轉振動問題，dS 積分面分別有 1S 和 1S ，所以在 1S 面上
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dzadS 01 2 ，在 2S 面上 rdrdS 22  ，有限元素在扭轉振動問題中形狀函數

分別為 01 aN  、 rN 2 ， H 在 (3-3) 式中取 mmm  21 ，因此可以求得 B

矩陣為

),( 222121   mS

T

S

T BBBcoldSNHdSNHB  (6-21)

其中
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6.5 D 矩陣

在 3.2 節中我們已經知道 e 和 )(i
h 可表示成 p 與 1bV 之間的比率

關係，要求得 p 與 1bV 首先要求得
1PD 與

2PD ，在本例題中因為有沉埋基

礎，dS 積分面有 1S 和 2S 故：

dSzHzND
S

T
eP 

1
1

)()( 1 (6-23)

其中 111 PDV pb  ，

dSrHrGD
S

T
PP 

2
2

)()( 2 (6-24)

其中 22 PDpp 

6.6 K 矩陣

在 2.3 節中 e 和 )(i
h 的求得必需借由內域外域垂直交界面的積分，在

(2-56) 式中若
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在本節中將以解析的方式來描述 K 的反矩陣之數值不穩定現象，並提出一個

好方法來處理這個問題。我們將 (6-15) 式與 (6-16) 式代入 (6-17) 可求得
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我們可以將齊性解的高模態波數代入後，虛部越大發現  eeK ， ][ hhK 對角線之

值會很小，這樣會造成K 的反矩陣之數值不穩定現象(奇異矩陣的產生)，我們

發現K 的反矩陣之數值不穩定現象的產生乃是Hankel函數和Bessel函數所造

成的，因此為了克服這個問題，我們發現 Hankel 函數和 Bessel 函數為模態的

變數與垂直面的積分無關，所以我們可以將它併入模態參與係數中，以克服數

值不穩定現象。

6.7 數值結果與討論

由第三章我們以經成功的推導沉埋基礎之阻抗矩陣，在本章節利用解析方式發

展出一套程式並且和 Aviles[15]作比較分析，從 (3-28) 式中可知阻抗矩陣為

BQBI T 1 (4-27)
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於圖二十一中，圓板的半徑為 0a ，土壤的遲滯阻尼 (Hysteretic Damping)

05.0 ，而複數型的剪力波數 (Complex Shear Modulus iG 21 )，包

生比為  ，土壤密度為 ；於是我們取各參數值為 5.00 a ， 11 d ， 05.0 ，

iG 21 ，
3
1

 ， 1 ；來進行數值程式的撰寫，圖二十二和圖三十一分

別為無因次扭轉阻抗矩陣的實數部份 )Re( 3
0Ga

IT 與虛數部份 )Im( 3
0Ga

IT 由土壤埋

入深 2d 並取 R= 0a 可得 d2/R=0,d2/R=0.25,d2/R=0.5,d2/R=0.75,d2/R=1，而橫座

標為無因次的頻率
)Re(2

0

sc
a


 ；在圖二十二和圖三十一中表示取齊性解加上特

解的波數值所得的結果，結果顯示當齊性解加上特解達到 20 個以上便有好的收

斂結果，我們可以和 Aviles [15] 所做的結果加以比較，我們發現當我們齊性

解加上特解取到 20 個時，阻抗矩陣已經收斂不錯了。
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第七章 剛性圓板沉埋基礎之垂直振動

在第六章中已經成功的發展出一套程式求出沉埋基礎之扭轉阻抗矩陣，並且以

解析和數值的方法求得彈性波數值，本章節將更深入來探討沉埋基礎之垂直阻

抗矩陣的求解，圖三十二為一圓形無質量的剛性圓板沉埋於土層，假設受到一

垂直振動的諧合載重，對於軸對稱的問題而言，當圓形無質量的剛性圓板受垂

直振動時， (2-2)式中當 0n 時，且只有考量雷利模態 (Rayleigh modes) 發

生時，因此所有的位移和應力只存在於 r 方向和 z 方向，我們可知位移和應

力向量與  方向是無關的，我們可以將 (3-28) 式所得到的式子求得阻抗矩陣

並對模態參與係數做數值的分析與求解。

7.1 雷利模態(Rayleigh modes)的頻率方程式

由第二章中可知內外域解的雷利頻率方程式分別為 (2-8) 式與 (2-16)

式。為發展數值解來求得超越函數，我們對於單一土層系統而言，雷利頻率方

程式為

021122211  tttt (7-1)

我們無法以解析方式求得雷利頻率方程式的解，但我們可以利用 2.4 節中的方

法進行數值程式的求解，當波數值求得後，我們可以知道波數值在外域的條件

下必需滿足輻射的條件，當 r 時 0)()2( krH n ，第二類 Hankel 函數的級

數解的為

]
)8(!1
14

1)[4/2/exp()
2

()(
2

)2( 



ix

n
nix

x
xH n 


(7-2)
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若 iBAk  代入 (7-2) 式，為了滿足輻射的條件必須取複數平面的下半平面

也就是 B 為負。我們可以利用 2.4 節中的方法進行數值程式的求解，分別求出

內域與外域的彈性波數與模態。

7.2 特解的模態波數

在土壤表面分別受到 )(1 ztb 和 )(2 rtb 方向上的兩個力量作用，在垂直面方向僅受

)(zrz 在垂直面作用，因此由第三章的推導可知：

i
T
immrz SzhSzhSzhSzhz )()()()()( 1100   (7-3)

在水平面我們將垂直振動的諧合載重代入(2-25) 式中，並將 )(rzz 做 Bessel

函數展開可得特解表面應力為


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n
zzb krkJkrrt  (7-4)

其中

 0

0 0
0

0 )())(()(
a

jzzj drrkJrrk  (7-5)

在 (5-3) 式中，為了滿足邊界 0ar  牽引力 zz 不為零，第一個波數取

10 5.0 kk  其餘為

3,2,1,0)( 00  jakJ j (7-6)

7.3 模態函數

我們以經順利將齊解的波數與特解的波數求得後，我們分別將外域解與內域解
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的雷利模態(2-10) 式和 (2-18)式代入 (2-3) 式、(2-12) 式、(2-15) 式及

(2-20) 式求得内外域解的齊性模態為






































































0
))((

)(
)(

))((

)(

0
))((
))((

)(

121100

1211
0

00
222100

)(

)(
22

)(
2100

)(
12

)(
1100

)(

i

ii

e

i
ee

i
ee

e

PPkaH

qq
a
kaH

PPkakH

zG

ttkakH
ttkaH

zN








(7-7)






































































0
))((

)(
)(

))((

)(

0
))((
))((

)(

121100

1211
0

00
222100

2
)(

)(
22

)(
2100

)(
12

)(
1100

2
)(

i

ii

i
h

i
ii

i
ii

i
h

PPkaJ

qq
a
kaJ

PPkakJ

dzG

ttkakJ
ttkaJ

dzN








(7-8)






































0)(

0,0,
0

))((
))((

)(

)(

0
)(

22
)(

210

)(
12

)(
110

)(

rG

arandzttkrkJ
ttkrJ

rN

i
h

i
ii

i
ii

i
h 



(7-9)

其中
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

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在 (7-9) 式中我們可以發現 0)()( rG i
h ，這一項正好符合齊性解的邊界條件，

並且在 (7-6) 式中我們以經將應力特解的模態求出，將 (7-6) 式代入轉換位

移應力矩陣 (2-36) 式可求出位移特解的模態，在求得特解表面模態後分別代

入 (2-15) 式及(2-20) 式求得内域解的特解模態為
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7.4 B 矩陣

由 (3-24) 中 可知

dSNHB
SS

T


21
(7-12)
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對於圖三十一的扭轉振動問題，dS 積分面分別有 1S 和 1S ，所以在 1S 面上

dzadS 01 2 ，在 2S 面上 rdrdS 22  ，有限元素在扭轉振動問題中形狀函數

分別為 11 N 、 12 N ， H 在 (3-3) 式中取 mmm  21 ，因此可以求得 B

矩陣為

),( 222121   mS

T

S

T BBBcoldSNHdSNHB  (7-13)

其中
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7.5 D 矩陣

在 3.2 節中我們已經知道 e 和 )(i
h 可表示成 p 與 1bV 之間的比率

關係，要求得 p 與 1bV 首先要求得
1PD 與

2PD ，在本例題中因為有沉埋基

礎，dS 積分面有 1S 和 2S 故：

dSzHzND
S

T
eP 

1
1

)()( 1 (7-15)

其中 111 PDV pb  ，

dSrHrGD
S

T
PP 

2
2

)()( 2 (7-16)

其中 22 PDpp 

7.6 K 矩陣

在 2.3 節中 e 和 )(i
h 的求得必需借由內域外域垂直交界面的積分，在
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(2-56) 式中
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在 4.6 節中已經成功的描述 K 反矩陣之數值不穩定現象，並發現K 的反矩陣

之數值不穩定現象的產生乃是 Hankel 函數和 Bessel 函數所造成的，同樣的我

們可以改寫形狀函數將它併入模態參與係數中，以克服數值不穩定現象如下
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當我們將新的形狀函數改寫完成，便可以精確求得 e 和 )(i
h 與 p 之間的比
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率關係，便可以進行數值程式的分析。

7.7 數值結果與討論

在 7.6 節中我們已經提出如何克服算準模態之間的比率關係，由 (3-28) 式中

可知阻抗矩陣為

BQBI T 1 (7-20)

於圖三十二中，圓板的半徑為 0a ，土壤的遲滯阻尼 (Hysteretic Damping)

05.0 ，而複數型的剪力模數 (Complex Shear Modulus iG 21 )，包

生比為  ，土壤密度為 ；於是我們取各參數值為 5.00 a ， 11 d ， 05.0 ，

iG 21 ，
3
1

 ， 1 ；來進行數值程式的撰寫，圖三十三和圖四十分別

為無因次扭轉阻抗矩陣的實數部份 )Re(
0Ga

IT 與虛數部份 )Im(
0Ga

IT 由土壤埋入

深 2d 並取 R= 0a 可得 d2/R=0,d2/R=0.25,d2/R=0.5,d2/R=1，而橫座標為無因次的

頻率
)Re(2

0

sc
a


 ；在圖三十三和圖四十中表示取齊性解加上特解的波數值所得

的結果，結果顯示當齊性解加上特解達到 20 個以上便有好的收斂結果，我們發

現當我們齊性解加上特解取到 20 個時，阻抗矩陣已經收斂不錯了。
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第八章 討論與展望

總結前面幾章所述，我們可以得到以下的結論

1.我們在解析推導動力反矩陣的過程中，首先解析求得彈性波數的控制方

程， 使用有效的數值新方法求得複數根(Complex roots)，並且對於如何

選取無限個複數根(Complex roots)做解析與數值的論證，並已發展出一

套程式可以精確求得超越函數的複數根。

2.我們已經成功的將阻抗矩陣解析推導出，在解析推導的過程中發現齊性解

的模態與特解的模態之間比率關係是為重要。由本文可知在高頻的模態對

阻抗矩陣貢獻雖小但在算模態之間比率關係卻會造成算反矩陣的奇異現

象，因此在發展程式的過程中提出一個新方法克服了高頻率產生奇異矩陣

的現象，並舉出一簡單的例子加以解析和數值的論證。

3.本文雖已成功解析推導動力反矩陣，並做出三個簡單的特例來論證本文的

可行性，包含無沉埋基礎扭轉振動、無沉埋基礎垂直振動、沉埋基礎扭轉

振動、沉埋基礎垂直振動。我們將持續研究求出垂直振動和翻轉振動的沉

埋基礎的阻抗矩陣。
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4.在未來我們將解析推導把求得的土壤阻抗勁度矩陣與不同的結構物加以

結合，來進行分析層狀土壤與結構物之間互制系統，並求得結構物與土壤

之間的反應。

5.地震波在分層土壤間的交互行為問題在土壤動力學與地震工程扮演很重

要的角色， 許多發表之期刊對於此問題大多以有限元素法和邊界元素法

來分析， 本文所提方法將避免有限元素法的高計算量且免除邊界元素法

中的奇異值積分問題以大大提昇計算效率， 本論文完成後， 於將來做為

提供地震波傳遞在土層與結構物之間互制系統分析之參考與設計。
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Interior domain

Exterior domainFor
Rayleigh

modes

Interior domain

Exterior domainFor
Love

modes

Basic
equations
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表一 彈性波數在分層土壤之間傳送的超越方程式
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N=5N=4N=3N=2N=1N=0

0.10991
- I 16.214

0.13906
- I 12.815

0.1929
- I 9.235

0.3484
- I 5.114

3.6972
- I 0.482

5.7681
- I 0.308

解析解

0.10991
- I 16.214

0.13906
- I 12.815

0.1929
- I 9.235

0.3484
- I 5.114

3.6972
- I 0.482

5.7681
- I 0.308

數值解

N=5N=4N=3N=2N=1N=0

0.01153
- I 17.16

0.01414
- I 13.996

0.01831
- I 10.81

0.02606
- I 7.597

0.0463
- I 4.271

1.2324
- I 0.160

解析解

0.01153
- I 17.16

0.01414
- I 13.996

0.01831
- I 10.81

0.02606
- I 7.597

0.0463
- I 4.271

1.2324
- I 0.160

數值解

0.00045
- I 17.274

0.00056
- I
14.1316

0.00072
- I 10.98

0.00101
- I 7.843

0.00168
- I 4.695

0.00521
- I 1.519

數值解

0.00045
- I 17.274

0.00056
- I
14.1316

0.00072
- I 10.98

0.00101
- I 7.843

0.00168
- I 4.695

0.00521
- I 1.519

解析解

N=5N=4N=3N=2N=1N=04.0

2

6

表二 比較彈性波數值的解析解與數值解
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圖二 結構沉埋於土壤的互制系統
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Rigid bedrock

圖三 表面應力作用於結構與土壤的交界面
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圖十 (a) 為 複數平面的 和4.0 0),( yxu 0),( yxv
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圖十一 (a) 為 複數平面的 和2 0),( yxu 0),( yxv

圖十一 (b) 為 複數平面上線性內插所得的根2
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圖十二 (a) 為 複數平面的 和6 0),( yxu 0),( yxv

圖十二 (b) 為 複數平面上線性內插所得的根6
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圖十三 土壤扭轉阻抗矩陣的實數部份
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圖十四 土壤扭轉阻抗矩陣的虛數部份
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圖十六 (a) 為 複數平面的 和4.0 0),( yxu 0),( yxv

圖十六 (b) 為 複數平面上線性內插所得的根4.0
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圖十七 (a) 為 複數平面的 和2 0),( yxu 0),( yxv

圖十七 (b) 為 複數平面上線性內插所得的根2

0K

1K

4K

0K

-10.00 -5.00 0.00 5.00 10.00

-15.00

-10.00

-5.00

0.00

5.00

-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

-15.00

-10.00

-5.00

0.00

5.00

5K

7K

3K

6K

2K

9K 8K

1K



86

0),( yxu

0),( yxv

圖十八 (a) 為 複數平面的 和6 0),( yxu 0),( yxv

圖十八 (b) 為 複數平面上線性內插所得的根6

0K1K

6K

2K

0K

-10.00 0.00 10.00

-8.00

-4.00

0.00

4.00

2K1K

5K

4K 3K

-10.00 0.00 10.00

-8.00

-4.00

0.00

4.00



87

sc
a 0

]Re[ 3
0Ga

KT

圖十 九 土壤垂直振動阻抗矩陣的實數部份

0.00 2.00 4.00 6.00

-10.00

-5.00

0.00

5.00

10.00

15.00

Ref.(13)

33 modes

35 modes

39 modes

43 modes



88

]Im[ 3
0Ga

KT

sc
a0

圖二十 土壤垂直振動阻抗矩陣的虛數部份

0.00 2.00 4.00 6.00

0.00

10.00

20.00

30.00

40.00

50.00

Ref.(13)

33 modes

35 modes

39 modes

43 modes



89

Rigid bedrock

5.00 a
Rigid Plate

圖二十一 沉埋基礎剛性圓板之扭轉振動

2d

3d 321 ddd 

iwte1



90

]Re[ 3
0Ga

KT

sc
a 0
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圖二十三 沉埋基礎 d2/R=0扭轉阻抗矩陣的虛數部份
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圖二十六 沉埋基礎 d2/R=0.5 扭轉阻抗矩陣的實數部份
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圖二十七 沉埋基礎 d2/R=0.5 扭轉阻抗矩陣的虛數部份
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圖三十 沉埋基礎 d2/R=1.0 扭轉阻抗矩陣的實數部份
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圖三十三 沉埋基礎d2/R=0.0 垂直振動阻抗矩陣實數部份
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圖三十四 沉埋基礎d2/R=0.0 垂直振動阻抗矩陣虛數部份
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圖三十五 沉埋基礎d2/R=0.25垂直振動阻抗矩陣實數部份
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圖三十七 沉埋基礎d2/R=0.5垂直振動阻抗矩陣實數部份
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圖三十八 沉埋基礎d2/R=0.5垂直振動阻抗矩陣虛數部份
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圖四十 沉埋基礎d2/R=1垂直振動阻抗矩陣虛數部份
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