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開口薄壁梁之自由振動及幾何非線性動態分析(1/3) 
On free vibration analysis and geometrically nonlinear dynamic analysis of 

thin-walled open-section beams (1/3) 
 

計畫編號：94－2211－E－009－027－ 
執行期限：2005 年 08月 1日至 2006 年 05月 31日 
主持人：蕭國模  國立交通大學機械工程學系 

計畫參與人員：陳弘虎、劉宗帆 
中文摘要： 
本研究為三年期計畫的第一年，主要目的是以一致性共旋轉法推導一個二節點十四

個自由度的薄壁開口梁元素，並建立開口薄壁梁的幾何非線性運動方程式及振動方程

式。 

本文中推導的梁元素有兩個節點，每個節點有七個自由度。本文中將元素節點定在

斷面剪心，並取剪心軸當作梁元素變形的參考軸。本研究在當前梁元素變形的位置上建

立兩個重合的元素座標，一個為固定在元素當前的變形位置之固定元素座標，一個為與

元素一起剛體運動但不一起變形的移動元素座標，本研究在當前的固定元素座標定義元

素的節點位移向量、旋轉向量、虛位移向量、虛旋轉向量、速度、加速度、角速度、角

加速度、節點力、剛度矩陣、質量矩陣，但在移動元素座標上描述元素的變形及定義節

點變形參數。移動元素座標的速度、加速度、角速度、角加速度是由元素當前的節點速

度、加速度、角速度、角加速度決定，元素節點變形參數在移動元素座標的虛擾動量是

由元素節點之虛位移向量、虛旋轉向量及當前的節點位移向量、旋轉向量、變形參數的

決定。本研究利用虛功原理和 D’Alembert 原理，以及完整的幾何非線性梁理論的一致

性二次線性化在固定元素座標元素座標上推導元素節點變形力及慣性力。本研究中保留

了變形力中撓曲、扭曲及軸向變形間之耦合項和慣性力中速度間的耦合項。軸向扭轉率

的三階項是所有三階項中的支配項，而且是反映梁受到純扭矩時產生非線性行為重要的

內力項，因此在元素節點內力中必須予以考慮。本研究推導的元素節點慣性力時不考慮

變形與速度及加速度間的耦合項，因其在元素增加時會趨近於零。 

本研究在推導元素的節點變形力時，保留了當前的元素節點位移向量、旋轉向量，

所以由元素節點變形力對節點參數微分可求得切線剛度矩陣。元素的一致性質量矩陣 
(consistent mass matrix)可由節點慣性力對節點加速度微分求得。本研究中建立開口薄壁

梁的幾何非線性運動方程式 
 

關鍵詞: 薄壁梁, 幾何非線性, 共旋轉法, 有限元素法, 運動方程式 
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Abstract.   
This study is the first year part of a three-year project. A two-node displacement-based 

thin-walled open-section beam element with seven degrees of freedom per node is developed 
by using consistent corotational formulation.  The vibration equation and the geometrically 
nonlinear dynamic equation are constructed for thin-walled beam with open section. 
    In this study, element nodes are chosen to be the shear centers of end sections of the 
element. The shear center axis is employed as the reference axis of the beam element.  Two 
coincident element coordinate systems are constructed at the current configuration of the 
beam element.  One is fixed element coordinates and the other is element moving 
coordinates.  The element nodal displacement vector, rotation vector, virtual nodal 
displacement vector, virtual rotation vector, nodal velocity, nodal acceleration, nodal angular 
velocity, nodal angular acceleration, internal nodal force, stiffness matrices and mass matrix 
are defined in the current fixed element coordinates.  The element deformations and nodal 
rotation parameters are referred to the initial undeformed geometry of the beam element and 
described in the current moving element coordinates.  The velocity, acceleration, angular 
velocity and angular acceleration of the moving element coordinates are determined by the 
current element nodal velocity, nodal acceleration, nodal angular velocity and nodal angular 
acceleration.  Both the element deformation nodal forces and inertia nodal forces are 
systematically derived by consistent linearization of the fully geometrically nonlinear beam 
theory using the D’Alembert principle and the virtual work principle. All the deformational 
coupling effect and velocity coupling terms are retained. The third-order term of twist rate is 
the dominant term for the third-order terms and may be a very important term to reflect the 
nonlinear behavior of the beam subjected to a pure torque. Hence, the third-order term of 
twist rate is also considered in the nodal forces.  The terms relevant to the twist angle, slopes 
and the length of the beam element, which will converge to zero with the decrease of element 
size, are removed from the element nodal forces and the element matrices. 

Due to the way used to define the element coordinates, except the current axial 
displacement at element node 2, the value of the current element nodal displacements is zero.  
The value of the element nodal rotation vector is reset to zero at the current configuration of 
the beam element.  However, all the current element nodal displacement vectors and rotation 
vectors are retained in the derivation of the element nodal force.  Thus, the element tangent 
stiffness matrix may be obtained by differentiating the element nodal force vector with 
respect to the element nodal parameters. The element consistent mass matrix may be obtained 
by differentiating the element nodal inertial force vector with respect to the second time 
derivative of the nodal parameters. In this study, the geometrically nonlinear equations of 
motion of thin-walled beam with open section are constructed. 

Keywords: Thin-walled beam, Geometrical nonlinearity, Co-rotational formulation, Finite 
element method, Equations of motion 
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1 導論 

梁在結構工程系統中，長久以來一直扮演著非常重要的角色，在機械、航空太空、

建築、車輛及土木工程中皆有很廣泛的應用。有些結構如飛機、太空船、船舶等，為了

減輕重量而使用了高強度材料及薄壁斷面。開口薄壁梁結構運動時的耦合效應包括變形

間的耦合、慣性間的耦合、及慣性與變形間的耦合，變形間的耦合效應包括撓曲、扭曲、

扭轉翹曲及軸向變形間的耦合，慣性間的耦合效應包括撓曲、扭曲、扭轉翹曲及軸向速

度間的耦合，慣性與變形間的耦合包括撓曲、扭曲、扭轉翹曲及軸向速度與變形間的耦

合。為了正確地考慮開口薄壁梁各種變形及慣性間的耦合效應，在推導其運動方程式時

必須使用開口薄壁梁正確的變形機制，其中包括了正確地考慮梁斷面的有限旋轉及有限

旋轉的非向量特性，開口薄壁梁的運動方程式為一高度的非線性方程式，但該非線性為

幾何非線性，幾何非線性主要是由剛體旋轉造成，若將剛體旋轉從總位移中去掉，則剩

下的位移仍為小變形及小旋轉。為了去掉運動方程式的高次非線性項但仍保持其精度，

所以本研究擬採用共旋轉法[1-4]除掉剛體旋轉，即將梁分割成數個元素，然後在每一梁

元素當前的變形位置上建立一元素座標。每一梁元素的變形、節點內力、運動方程式都

是建立在該元素座標上。文獻[4]中用 corotational formulation 推導一個含翹曲剛度之不

對稱薄壁梁元素，[2-4]中提出一開口薄壁梁正確的變形機制及建立一套描述梁斷面的有

限旋轉的方法以決定變形後斷面座標之方位，該方法能夠正確地考慮撓曲、扭曲與軸向

變形的耦合效應，[2-4]中探討薄壁梁的幾何非線性靜態反應及挫屈負荷，其結果相當精

確，但文獻[2-4]沒有考慮動態效應，文獻[1]採用 corotational formulation 及完整之幾何
非線性梁理論，利用虛功原理、d’Alembert原理推導梁元素的運動方程式，並探討三維

梁的幾何非線性動態反應，由[1]之例題可發現其結果相當精確，文獻[1]的方法能夠正
確地考慮撓曲、扭曲與軸向變形及慣性間之耦合的效應，但文獻[1]沒有考慮梁斷面的翹

曲剛度及剪力中心與形心不一致的問題，故本研究擬採用文獻[2-4]中提出的薄壁梁變形

機制及以文獻[1] 推導梁元素的運動方程式的方法為基礎，並將其做必要的修改，推導

薄壁梁元素的非線性運動方程式。為考慮各種變形及慣性間完整的非線性耦合，本研究

將利用虛功原理、d’Alembert原理與完整的非線性梁理論之一致性二階線性化來推導梁

元素的節點變形內力及節點慣性內力。 
文獻[1-7]用虛功原理推導元素節點內力時，在梁元素當前的元素座標上定義元素節

點旋轉參數的擾動量，在推導上很方便，這種方法可稱為廣義的共旋轉推導法，本研究

將採用一致性的共旋轉推導法，即在當前梁元素變形的位置上建立兩個重合的元素座

標，一個為固定在元素當前的變形位置之固定元素座標，一個為與元素一起剛體運動但

不一起變形的移動元素座標，本研究在當前的固定元素座標定義元素的節點位移向量、

旋轉向量、虛位移向量、虛旋轉向量、速度、加速度、角速度、角加速度、節點力、剛

度矩陣、質量矩陣，但在移動元素座標上描述元素的變形及定義節點變形參數。移動元

素座標的速度、加速度、角速度、角加速度是由元素當前的節點速度、加速度、角速度、

角加速度決定，元素節點變形參數在移動元素座標的虛擾動量是由元素節點之虛位移向

量、虛旋轉向量及當前的節點位移向量、旋轉向量、變形參數的決定。本研究在推導元

素的節點變形力時，保留了當前的元素節點位移向量、旋轉向量，所以由元素節點變形

力對節點參數微分可求得切線剛度矩陣。元素的一致性質量矩陣 (consistent mass matrix)
可由節點慣性力對節點加速度微分求得。梁在空間中高速運動時，速度間的耦合效應不

能忽略，所以本研究將保留全部速度間的耦合項，本研究將忽略變形和慣性間的耦合效

應趨近於零的項，故慣性力中僅部份保留至節點參數的一次項。本研究推導開口薄壁梁

元素時，為了保留各種變形間的耦合，須先將節點變形參數保留到適當的階數，然後在

適當的時候將節點變形力及慣性力作一致性二階線性化[1-9]，以求得正確之節點變形
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力、節點慣性力、切線剛度矩陣及質量矩陣。本研究用一致性一次線性化去掉梁的非線

性運動方程式之非線性項求得其線性振動方程式。 
 
2 理論推導 

     本研究梁元素之基本假設、座標系統、梁的變形機制及其描述方法和文獻[1-4]大
致一樣，本文採用一致性共旋轉法推導梁元素節點內力。 

2.1 基本假設 

本文對非線性梁元素的推導，作如下的假設： 
(1) 梁為細長的等斷面梁，且Euler-Bernoulli 假說成立。 
(2) 梁斷面為不對稱斷面。 
(3) 當去除剪心扭轉造成正應變，梁元素的形心軸剩餘之縱向正應變(longitudinal 

normal strian)為一常數。 
(4) 梁元素在斷面上沒有變形，且斷面內的應變可以忽略。 
(5) 梁元素斷面的翹曲為梁元素的軸向扭轉率與該梁的聖維南(Saint Venant)翹曲函

數的乘積。 
(6) 梁元素的變形為小變形。 

2.2 座標系統 

本文採用共旋轉之全拉格蘭日推導法(co-rotational total Lagrangian formulation)。為
了描述系統的運動、元素的變形、邊界條件、以及與結構變形位置相關的外力

(configuration dependent load)，本文中共定義了四套直角座標系統： 
(1) 固定總體座標系統(圖.1)， 3) 2, ,1( =iX G

i ；系統的節點座標及方位，其他座標系

統之座標軸的方向餘弦，皆在此座標系統中定義。 
(2) 元素座標系統(圖.1，圖.2)， 3) 2, ,1( =ixi 、 3) 2, ,1( =ixi ；此座標系統建立在當前

梁元素變形的位置上，本研究採用兩個元素座標，一個為固定在元素當前的變形

位置之固定元素座標 ix，一個為與元素一起剛體運動，但不一起變形的移動元素

座標 ix。兩個元素座標在當前梁元素變形的位置上是重合的。此座標系統是由[7]
中提出的方法決定。本研究在當前的固定元素座標定義元素的節點位移向量、旋

轉向量、虛位移向量、虛旋轉向量、速度、加速度、角速度、角加速度、節點力、

剛度矩陣、質量矩陣，但在移動元素座標上描述元素的變形及定義節點變形參

數。移動元素座標的速度、加速度、角速度、角加速度是由元素當前的節點速度、

加速度、角速度、角加速度決定，元素節點變形參數在移動元素座標的虛擾動量

是由元素節點之虛位移向量、虛旋轉向量及當前的節點位移向量、旋轉向量、變

形參數的決定。 
(3) 元素斷面座標系統(圖.1)， 3) 2, ,1( =ixS

i ；此座標系統與元素斷面一起剛體運動，

其原點剛接於未翹曲斷面的形心上， Sx1 軸為未翹曲斷面的法線方向，
Sx2 軸與

Sx3
軸分別與未翹曲斷面的主軸重合。元素的變形是由斷面座標相對於元素座標的旋

轉來決定。 
(4) 負荷基底座標系統， 3) 2, ,1( =iX P

i ；此座標系統是用來描述與結構變形位置相關

的作用力機制。 
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2.3 旋轉向量及其時間微分 
本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，一向量b受到一旋轉向量 ea φ= 的作

用而轉到一個新的位置b′，向量b′與b之間的關係可表示成[10] 

 )(sin))(cos1(cos beebebb ×+⋅−+=′ φφφ  

 bΙaaIaI )](cos1)(sin[ 2 ××
−

+×+=
φ

φ
φ
φ  

 = Rb  (1) 

其中 I為 33× 的單位矩陣，×表向量外積，．表向量內積，φ表逆時鐘方向旋轉角，e表
旋轉軸的單位向量，R為旋轉矩陣。 
由(1)式 b′對時間的微分可表示成 

 bRRRbb ′==
′ t

dt
d &                                      (2) 

因 b′的長度固定，所以其對時間的微分可表示成 

 bωb ′×=
′

dt
d  (3) 

其中ω為角速度向量。 

因 tRR& 為一反對稱矩陣，從(2)式和(3)式可得 

         tRRIω &=×  (4) 

由(1)及(4)式可得ω和旋轉向量 a&對時間的一次微分有以下關係[11]： 

          aΓ(a)ω &=   
 )]()([)( 11 ΙaaIaIa ××+×+=Γ ba  (5) 

其中 21
cos1
φ

φ−
=a , )sin1(1

21 φ
φ

φ
−=b 。   

當旋轉向量 a 有一微小變量 aδ 時會使向量  b′繞 ix )3,2,1( =i 軸做微小旋轉

iδϕ , aδ 與 }{ 321 δϕδϕδϕδ =ϕ 的關係和a&與ω的關係相同[11]，即 

           aa δδ )(Γ=ϕ  (6) 

將(5)式對時間微分可得 

          aaaaω &&&&& )()( Γ+Γ=  
 )()()()( 111 IaIaaIaaa ×+××+×=Γ &&&& ab  
 )()( 11 IaaIaa ××+××+ && bb              (7) 

其中ω& 為角加速度,a&& 為旋轉向量對時間的兩次微分。 
由(6)式可知當 0a = 時, I0Γ =)( 所以 

         aω &=  (8) 

         aω &&& =  (9) 
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即在旋轉向量 0a = 時，其對時間的一次，二次微分之值，等於角速度、角加速度，本

研究中，在任何時刻及位置都將節點的旋轉向量重新設定為零，所以旋轉向量對時間

的一次、二次微分之值與角速度、角加速度之值相同。 

2.4 元素座標與元素斷面座標之關係 
令ei與 ei

S  (i = 1, 2, 3) 分別代表固定元素座標 xi方向的單位向量與元素斷面座標

xi
S軸方向的單位向量。由座標系統的定義可知，在變形前 ix 軸與 S

ix 軸是一致的，而且

變形後 S
1e 與(10)式的 t重合。在本文中假設變形後的單位向量 ei

S  (i = 1, 2, 3)，是由以下
兩個旋轉向量連續作用於單位向量 ie  (i = 1, 2, 3)來決定 [7]: 

 

 nθ nn θ=   ，   ,1tθ θ=t                (10) 
 

其中 

 
},,0{

})(,)(,0{

32

212
3

2
22

212
3

2
22

nn=
++= θθθθθθn                (11) 

 

  },,{cos 32 θθθn=t                                    (12) 
 

 cos ( )θ θ θn = − −1 2
2

3
2 1 2                              (13) 

 

  
ds

xdw )(
2 −=θ ,      

ds
xdv )(

3 =θ                      (14,15) 
 

n為垂直 e1  和 t  的單位向量。θn為 cosθn的反函數。 v s( )與w s( )為剪心軸的側向位
移。 s  為剪心軸在變形後的弧長。 
由 (1)、(10)-(15)式可得 ei  與 ei

S  (i = 1, 2, 3)的關係可表示如下 

 e t R R e Rei
S

i i= =[ , , ]1 2                         (16) 

其中R稱為旋轉矩陣。因R為 iθ  (i = 1, 2, 3)的函數，所以本文中稱 iθ 為旋轉參數。 

  當 3) 2, 1,( =iiθ 分別有一微小變化 iδθ 時，斷面座標會旋轉到一個新的位置，此一新
的位置可由元素座標繞 ix ( i = 1, 2, 3)軸分別作微小旋轉 3) 2, 1,( =iiδϕ 而得[7] 

 

 ϕϕ=θ δδ
θ
θ

θθ
δ 1

2

3

23

10
01

221
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
T

 

                (17) 

 
2.5 梁元素之位移、應變與絕對加速度 
圖.1中Q點為梁元素中的任意點，P點為Q點在剪心軸上的對應點，即P點與Q點位於

同一斷面上。在固定元素座標上，Q點在梁元素變形前後的位置向量可分別表示如下 

 3210 )()( eeer pp zzyyx −+−+=  (18) 

 
S

x

S
p

S
pp zzyytxwtxvtxxt

1,1

32321 )()(),(),(),()(

e

eeeeer

ωθ+

−+−+++=
 (19) 
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其中 ),( txxp 、 ),( txv 、以及 ),( txw 分別是P點在 ix ( i = 1, 2, 3)軸上的座標， py 、 pz 及 y、

z分別是P和Q在 Sx2 軸與
Sx3 軸的座標。式(19)中首三項是P點的位置向量，四、五項是Q

相對於P的位置向量，最末項表示Q點扭轉翹曲的位移。
xx d

d 1
1,

θθ = 是沿變形後的剪心軸

的斷面之軸向扭轉率， ),( zyωω = 代表等斷面梁的聖維南(Saint Venant)翹曲函數。 

本文中若 )( 表示定義於固定元素座標中的變數，則 )(
_
表示定義於移動元素座標中

的對應變數，例如 r是移動元素座標 ix 上的位置向量。如圖.2所示，在時刻t，移動元素
座標 ix 與固定元素座標 ix 是重合的，所以 )(tr 的值與(19)式中 )(tr 的值相同，但其變分

並不相同。當元素節點 j ( j = 1, 2) 受到一定義於固定元素座標的擾動位移向量 juδ 及

擾動旋轉向量 jφδ 作用後，在 tt δ+ 時刻，Q點位置向量可表示成 

11))(()( uurrAr δδδ +++=+ ttt xx          (20) 

其中 xxA 為受擾動後的移動元素座標與固定元素座標的轉換矩陣， 1u 為元素節點1的位
移向量， 1uδ 元素節點1的擾動位移向量。位置向量r的擾動量 rδ 可表示成 

 )()())(()()( 11 tttttt xx ruurrArrr −+++=−+= δδδδ  (21) 

移動元素座標與固定元素座標的轉換矩陣移動 xxA 是由元素節點之虛位移向量、虛

旋轉向量及當前的節點位移向量、旋轉向量、變形參數的決定。 

本文中應變的度量是採用Green strain。本文中以 )3 ,2 ,1= ,3 ,2 ,1=( jiijε 表示Green 

strain。由於基本假設(4)，所以本文只考慮 11ε 、 12ε 與 13ε ，因本文在移動元素座標上描
述元素的變形及定義節點變形參數，所以應變表示如下 
 

    3
t
1132

t
1121

t
111 2

1,
2
1,)1(

2
1 gggggg ==−= εεε  (22) 

    zyx ∂∂∂
rgrgrg ∂

=
∂

=
∂

= 321 ,,   

rδ 為r對固定元素座標的擾動量，所以將(20)式 rδ 除以一微小時間 tδ ，令 0→tδ ，

可得絕對速度r&，再將r&對時間微分便可得絕對加速度r&& 之完整表示式 

12)( urrΩrΩΩΩr &&&&&&&& ++++= c  (23) 

其中Ω& 與Ω是將擾動後元素座標 )3,2,1( =ixi 的角加速度與角速度以矩陣形式表示。 
 
2.6 元素顯節點參數的擾動與隱節點參數的擾動關係 

本研究與文獻[4]一樣採用顯節點參數及隱節點參數，但本研究採用兩套顯節點參

數，令 ϕδq 及 φδq 為定義於固定元素座標中的第一及第二顯節點參數的擾動量並可表

示成 

},,,,{ 2211 βϕϕ δδδδδδ ϕ uuq =          (24) 
},,,,{ 2211 βφφ δδδδδδ φ uuq =          (25) 
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其中 },,{ jjjj wvu δδδδ =u ， },,{ 321 jjjj δϕδϕδϕδ =ϕ ， },{ 21 δβδβδ =β ，

},,{ 321 jjjj δφδφδφδ =φ ， j =1, 2， juδ 的分量為節點 j在當前變形位置的元素座標 ix ( i =1, 

2, 3)軸方向的擾動位移， jϕδ 的分量為節點 j在當前變形位置的元素座標繞 ix ( i = 1, 2, 3)
軸的擾動旋轉， jδβ 為扭轉率在節點 j的擾動量， ijδφ ( i = 1, 2, 3)為節點 j的擾動旋轉向

量 jφδ 在 ix ( i =1, 2, 3)軸方向的的分量。對應於 ijuδ 的廣義節點力 ijf ，為在 ix 軸方向的

力；對應於 ijδϕ 的廣義節點力 ijm ，為繞 ix 軸的傳統力矩。對應於 jδβ 的廣義節點力 jB 為

廣義雙力矩，對應於 ijδφ 的廣義節點力 φ
ijm 為廣義力矩。 

依據(6)式，顯節點參數的擾動量 ϕδq 與旋轉向量的擾動量 φδq 有以下關係 

φϕφϕ δδ qTIq )( +=  (26) 

若梁元素在當前的變形位置受到一虛位移 φδq 的擾動，可以由文獻[4]的方法決定擾

動後的移動元素座標及定義在該元素座標的節點旋轉參數 ijθ ( i =1, 2, 3, j =1, 2)及元素

的弦長 l  [4]，節點旋轉參數及元素的弦長的擾動量可表示成 

ijijij θθθδ −= ， lll −=δ  (27) 

本研究與文獻[4]採用一樣的隱節點參數，令 θδq 為定義於擾動後的移動元素座標的
隱節點參數的擾動量並可表示成 

θδq },,,,{ *
22

*
11 βθθ δδδδδ uu=            (28) 

其中 },,{ jjjj wvu δδδδ =u ， },,{},,{ 1
*

3
*
2

*
1 jjjjjj

*
j vw ′′−== δδθδθδθδθδδ θ ， },{ 21 δβδβδ =β  

j =1, 2， juδ 的分量為節點 j在擾動後的移動元素座標 ix ( i =1, 2, 3)軸方向的擾動位

移， j1θδ 定義於(27)式， jw′δ 、 jv ′δ 分別為
x
w
∂
∂
、

x
v
∂
∂
在節點 j的擾動量， jδβ 為扭轉率

在節點 j的擾動量。對應於 ijuδ 的廣義節點力為 ijf ，對應於 ijθδ 的廣義節點力為 θ
ijm ，

對應於 jδβ 的廣義節點力 jB 為廣義雙力矩。因為 *
jθ 在變形後不為零，所以其變分並不

是繞 ix 軸的無限小旋轉，所以廣義力矩 θ
ijm 並非繞 ix 軸的傳統力矩。 

由(14)及(15)式節點參數的定義及(26)-(28)式，隱節點參數的擾動量 θδq 、第二顯節點參

數的擾動量 φδq 及第一顯節點參數的擾動量 ϕδq 有以下關係 
 

ϕϕφφθφφθθ δδδ qTITTqTTq ))(()( t
RR ++=+=  (29) 

2.7 梁元素之節點力 

為了推導方便，本文將元素隱節點參數與顯節點參數分為四個廣義節點位移向量

iu 、 iu 與 ϕ
iu  ( i = a , b , c , d ) 

},{ 21 uua =u ， },,,{ 2211 vvvvb ′′=u  ， },,,{ 2211 wwwwc ′′=u ， },,,{ 212111 βθβθ=du  
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},{ 21 uua =ϕu ， },,,{ 322311 ϕϕϕ vvb =u ， },,,{ 222211 ϕϕϕ wwc =u ，

},,,{ 212111 βϕβϕϕ =du  (30) 

應用 D’Alembert 原理及虛功原理，可知 

d
t

dc
t

cb
t

ba
t

a fufufufu ϕϕϕϕ δδδδ +++  

∫∫ +++=
V

t
V

dVdV )()22( 131312121111 rr &&ρδδεσδεσδεσ                  (31) 

I
d

t
d

I
c

t
c

I
b

t
b

I
a

t
a

D
d

t
d

D
c

t
c

D
b

t
b

D
a

t
a fufufufufufufufu ϕϕϕϕ δδδδδδδδ +++++++=  

其中 iu ( i = a ,b , c , d )的定義方式與(30)式之 iu 相同，表示定義在 ix 座標的節點位移向

量。 I
i

D
ii fff += ， D

if 與 I
if ( i = a , b , c , d )與為對應於 ϕδ iu 的顯節點變形力與慣性力，

D
if ( i = a , b , c , d )與為對應於 iuδ ( i = a ,b , c , d )的隱節點變形力。V 為未變形梁元素的

體積， ρ為梁元素之密度， 2

2

dt
d rr =&& 為絕對加速度。 j1δε ( j =1, 2, 3)是(21)式中 j1ε 的

變分， j1σ ( j =1, 2, 3)是對應於 j1ε 的第二類 Piola-Kirchhoff 應力。本文中假設材料為

線彈性材料，其應力－應變關係為 

 ,2    ,2    , 131312121111 εσεσεσ GGE ===                 (32) 

其中E是楊氏係數(Young's modulus)，G是剪力係數(Shear modulus)。 
將(21)、(23)及(32)式代入(31)式中，並保留元素隱節點參數至二次項，由(31)式的等號

兩邊的 iuδ ),,,( dcbai = 之係數對等之關係，則可得隱節點變形力 D
if ),,,( dcbai = 與

顯節點慣性力 I
if ),,,( dcbai = 。 

利用(28)式與反梯度法則(contagradient law)[12]，顯節點變形力向量可以表示成 
 

Dt
R

tD
θφθϕφ fTTTIf ))(( ++=    (33) 

其中 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff DDDDD = ， },,{ 321
D
j

D
j

D
j

D
j fff=f ， },,{ 321

D
j

D
j

D
j

D
j mmm=m  

} , , , ,{ 2211 Bmfmff θθθθ
θ =D ， },,{ 321

θθθθ
jjjj fff=f ， },,{ 321

θθθθ
jjjj mmm=m ( j = 1, 2)  

， },{ 21 BB=B  (34) 
2.8 元素剛度矩陣及質量矩陣 
對應於元素顯節點參數的元素切線剛度矩陣k，稱為顯切線剛度矩陣。依切線剛度矩

陣的定義可知 ϕqkf dd = ，所以由(33)式的元素節點變形力向量 Df 對顯節點參數 ϕq 微分
求得顯切線剛度矩陣。依切線剛度矩陣的定義可得 

 

ϕ
ϕ

ϕ q
q
fqkf ddd

D

∂
∂

==   ， 
ϕq

fk
∂
∂

=
D

 (35) 

元素的質量矩陣可由節點慣性力 I
if ),,,( dcbai = 式對節點加速度微分而得 
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                     ϕ
j

I
i

ij
u

f
M

&&∂

∂
=    ),,,,( dcbaji =  (36) 

 
2.10 系統運動方程式 
系統離散化後的動平衡方程式, 是由在元素座標上算出的元素節點變形力、慣性力

經標準的座標轉換後, 在總體座標上所合成之系統內力向量及系統外力向量所組成, 可
表示如下： 

         0PFF =−+= DIϕ                              (38) 

其中ϕ是不平衡力, IF 是系統慣性力內力向量, DF 是系統變形力內力向量, P表系統
外力向量。 
2.9 梁的振動程式 
本研究中開口薄壁梁的振動是以穩態為平衡點的振動，一致性一次線性化去掉梁的

非線性運動方程式之非線性項求得其線性振動方程式，振動方程式可表示成 

 0ΘMK =− )( 2 GG λ  (37) 

    其中λ為自然頻率，Θ為對應於λ振動模態，系統的切線剛度矩陣 GK 和質量矩陣
GM 是由梁元素的切線剛度矩陣k與質量矩陣M經座標轉換後對應而成。 

 
3. 結論 
本研究採用一致性共旋轉法推導一個二節點十四個自由度的薄壁開口梁元素，並建

立開口薄壁梁的幾何非線性運動方程式及振動方程式。 

本文中推導的梁元素有兩個節點，每個節點有七個自由度。本文中將元素節點定在

斷面剪心，並取剪心軸當作梁元素變形的參考軸。本研究在當前梁元素變形的位置上建

立兩個重合的元素座標，一個為固定在元素當前的變形位置之固定元素座標，一個為與

元素一起剛體運動但不一起變形的移動元素座標，本研究在當前的固定元素座標定義元

素的節點位移向量、旋轉向量、虛位移向量、虛旋轉向量、速度、加速度、角速度、角

加速度、節點力、剛度矩陣、質量矩陣，但在移動元素座標上描述元素的變形及定義節

點變形參數。移動元素座標的速度、加速度、角速度、角加速度是由元素當前的節點速

度、加速度、角速度、角加速度決定，元素節點變形參數在移動元素座標的虛擾動量是

由元素節點之虛位移向量、虛旋轉向量及當前的節點位移向量、旋轉向量、變形參數的

決定。本研究利用虛功原理和 D’Alembert 原理，以及完整的幾何非線性梁理論的一致

性二次線性化在固定元素座標元素座標上推導元素節點變形力及慣性力。本研究中保留

了變形力中撓曲、扭曲及軸向變形間之耦合項和慣性力中速度間的耦合項。軸向扭轉率

的三階項是所有三階項中的支配項，而且是反映梁受到純扭矩時產生非線性行為重要的

內力項，因此在元素節點內力中必須予以考慮。本研究推導的元素節點慣性力不考慮變

形與速度及加速度間的耦合項，因其在元素增加時會趨近於零。 

本研究在推導元素的節點變形力時，保留了當前的元素節點位移向量、旋轉向量，

所以由元素節點變形力對節點參數微分可求得切線剛度矩陣。元素的一致性質量矩陣 
(consistent mass matrix)可由節點慣性力對節點加速度微分求得。本研究用一致性一次線

性化去掉梁的非線性運動方程式之非線性項求得其線性振動方程式。 
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圖.1 元素座標與元素截面座標 
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圖.2 擾動前與擾動後的移動元素座標及位置向量 
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