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一、中文摘要

本計畫為「網路虛擬高中數學學習館」
整合型計畫數學科學科內容三個子計畫之
一：數學問題的剖析及其在網路上呈現之
研究— 三角函數。本計劃過去一年的研究
中，已針對高中數學的「三角函數」單元
內容提供適當的觀念及解題導向數學問
題，並規劃適合本單元學習的數學實驗與
教學模型，以提升學生的學習興趣。

關鍵詞：三角函數、題庫、數學辭典、問
題求解

Abstract

This project is one of the three
mathematical sub-projects on the joint
project entitled ”Virtual Mathematical High
School”, In the past year, we have selected
「Trigonometry」 as the topic to design
problems, experiments and teaching models
to enrich the web learning environment & to
improve the interest of student learning.
Specifically, we have edited the related
content of 「Trigonometry」 , developed
test-item bank, mathematical dictionary,
mathematical experiments and teaching
models.

Keywords: Trigonometry、test-item bank、
mathematical dictionary、problem solving

二、緣由與目的
本計畫為「網路虛擬高中數學學習館」
整合型計畫數學科學科內容三個子計畫之
一：數學問題的剖析及其在網路上呈現之
研究— 三角函數。其目的在探討於個人建
構式學習之教育原理導引下，以問題求解
(solving-problem) 之學習模式將高中數學
部分題材：三角函數、 圓錐曲線、極限，
分攤成三年，逐次呈現在網路虛擬學習環
境裏。以方便師生們能夠在進行高中數學
的教學與學生自我學習評量活動中來採
用。希望學生不再害怕數學課程，增強喜
歡學習數學。參考文獻[4,8]。今年是計畫
之第一年，題材為高中數學一年級中的一
個教學單元：三角函數。

  由參考文獻[29]，Polya 提出以問題求解
(solving-problem)方式來解數學問題。問題
求解 之一般處理原則可歸納出下列四個
步驟：

(1) 瞭解問題。
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(2) 構想一個求解計畫。
(3) 實行這個求解計畫。
(4) 回顧整個求解計畫實施過程並加
以檢討。

雖然數學問題大多只有一個明確答案，
但是不同的求解計畫可能出現不同的解題
過程。

三、結果與討論

在這一年來，每星期三下午，經過多位高
中老師與應數系同仁長期聚會討論下。我
們將高中數學一年級中的一個教學單元：
三角函數等題材，完整地製作成Word
檔。再由本整合行計畫的系統與網路工作
人員轉換成 HTML檔。讓這些題材能快速
呈現在網路的網頁上，以供給有興趣的師
生使用於教學研究與輔助學習等每個教學
活動上。
  本教學單元共分成十九個小節：

(1)：為什麼要學三角函數。(2)：三角
函數的起源。(3)：銳角的三角函數。
(4)：三角恆等式。(5)：認識三角函數
表。(6)：簡易三角測量與查表。(7)：
廣義角的三角函數、換角關係式。
(8)：線性內差法。(9)：面積公式、正
餘弦定理、平行四邊行定理、中線定
理、投影定理、計算分角線長。(10)：
三角測量與正餘弦定理的應用。
(11)：弧度、弧長公式、扇形面積公
式。(12)：三角函數的圖形、振幅、
週期。(13)：和角公式。(14)：倍角、
半角公式。(15)：和積互化公式。(16)：
正餘弦函數的疊和與極值。(17)：三
角函數的應用---隸美弗定理、１的ｎ
次方根。(18)：反三角函數。(19)：三
角方程式、三角不等式。
  另外，在系統製作裏的 “玩數學”

這個資料檔，由多位新竹與台北地區高中
老師提供了“以圖為證” (proof without
word) 的相關問題中，存放了幾個有關於
三角函數之例子。如：倍角公式、半角公
式、三倍角公式、和差化積公式等。

本年度本計畫執行之具體成果包括：
編修「三角函數」教材內容、測驗題庫、
數學字典、數學實驗及虛擬數學教室、數
學資訊廣場內容充實，詳細內容說明如
下：

1. 教材內容編修
自八十七學年度起高中數學教材開放
民間編寫，但平板教科書修正不易，本計
畫的研究者想把教材呈現在網路上，充分
利用網路的優點。我們希望把教材出版呈
現，將來「數學學習館」開放後由全國教
師使用，並參與意見上傳，集思廣益，隨
時修改，讓這個高中數學館做為全國教師
交流分享討論的園地。
本部分計畫之完成包括教材地位分析、教
材內容的重新編寫及專家修審，其嚴謹程
度，我們戲稱為「三讀定稿」。茲擷取網
頁上所呈現教材內容其中的一頁如下以供
參考：
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2. 建構測驗題庫系統
本計畫為「三角函數」單元設計前測、
中測、及後測之試題，作為形成性評量試
題，每一章的最後並提供綜合測驗，以作
為該章的總結性評量試題，目前共發展出
題庫及題目搜尋。測驗題的設計嘗試兩層
式測驗試題的研發，以診斷學生錯誤概念
的產生原因，作為導正錯誤概念之依據。
茲擷取網頁上所呈現題庫其中的一頁如下
以供參考：

3. 數學字典
本計畫規劃電子字典功能，使學生能
在網頁上以輸入關鍵字的查詢方式，找到
重要數學名詞的意義與概念，目前已具有
57 個名詞的查詢功能，本字典力求名詞說
明容易了解，包含提供例子說明而非只是
生硬的定義說明，使學生能透過此系統達
到真正學習的目的。網頁上的數學辭典頁
面呈現如下：

首先輸入要查詢的關鍵字（如：對稱軸），
按查詢後即出現查詢的結果如下頁：

再進一步點選想知道項目的簡短說明等，
即可查的所需資料：

4. 數學實驗
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在相關的教材內容中，我們加入一些簡
單的數學實驗，讓使用者於操作中培養數
學理念，本計畫目前已完成的數學實驗包
括輾轉相除法原理、河內塔的實驗、斜率
的概念、求 X3+X-5=0 的十根近似值、二次
函數圖形的了解以動畫依序出現，綜合除
法的流程以軟體顯示。以下是一個三角函
數的數學實驗頁面呈現：

5. 虛擬數學教室
網際網路雖然提供眾多學習及使用資
源，但正如一個生手擁有一堆工具而不知
如何去使用這些工具，使網路資源無法發
揮其極致的功能，因此本計畫亦根據研發
的教材教具，發展教學模型（Teaching
models）以供教師實際利用。目前規劃完
成之虛擬教室包括追風三角、以圖為證玩
數學。以下是三角函數以圖為證其中一個
頁面：

6. 數學資訊廣場
本計畫也規劃提供相關數學資訊，以利
師生利用，這些重要資訊包括生活中的數
學、大自然的數學、數學音樂&圖形、玩數
學、數學辭典、數學軟體、數學網站搜集、
數學史、數學欣賞、數學解題競賽。未來
各資訊將加入教學使用時機及新增入虛擬
學習教室之功能，以使本部分資訊達到充
分而有效的利用。
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四、計畫成果自評
以下是目前使用過『網路虛擬高中數
學學習館』的師生們對我們所的一些建
議，綜合整理後也收錄在此份報告中以做
為我們日後改進的目標。
『網路虛擬高中數學學習館』的建
立，除了網頁系統建構要求有完整功能與
容易使用介面是最急需外，也要後續的服
務工作。如：教材、測驗題庫之更新、問
題的回答與討論。這都要熱心人士投入長
時間來耕耘。同時，參與問題討論者應注
意一點。提出或解答問題時，要盡可能先
經過細心思考後，才把問題或解答上傳放
在網頁上。這樣比較容易進入參與討論圈
內，以快速達到討論問題之目的。終究討
論問題要有別於網路的聊天室。
    一些希望以後能達成的建議事項：
(1) 教材編撰能簡化、縮小篇幅、減
少網頁傳輸時間。
(2) 測驗題庫分級：容易、適中、較
難、難題。
(3) 參考答案與回覆問題，盡量詳
細。
(4) 要求作習題、應有思考解題與計
算過程（只要求答案會有反效
果，目前已存在之數學教學網站
大多只給答案)。
(5) 系統維護人員應深入研討使用
相關軟體，以增強網頁功能，達
到自我學習目標。（如 windows
media player, mathematica,
mathcad, matlab, maple,
GSP .）
(6) 設計出可由使用者擷取各自所
需文件之網頁，使用者不想要的
就不傳過來。

    （如 XML 之使用於 Flash。）
  
  最後，我們期望『網路虛擬高中數學

學習館』，在大家共同努力不懈下，兩三
年後會會出現著輝煌的成果。
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六、附件

1. 建構學習與問題求解的實例
     在積分技巧與積分公式章節中，常出
現過下面這一個習題。它是與三角函數有
關的證明題。

      
求證：�0

ð/2 cosnx dx = � 0
ð/2 sinnx dx，對所

有正整數  n .

  
  題意相當清楚。解題計畫就隨著個人的
數學背景會有所差異，在共同討論的學習
情境中，自然地將會有所不同的解題計
畫。當然，也就會出現不同解題過程。以

下提出幾個可能的解題計畫。

(1) 此題一般出現在有關三角函數積分公
式應用章節裏。大都以習題方式出
現。先要求使用積分公式，把整數 n
遞減，算出其中一個積分。同理，算
出另外一個積分。兩者相等，得證。
所使用積分公式為 ：

�sinnx dx = - (sinn-1x cos x)/n +(n-1)/n
�sinn-2x dx  與 �cosnx dx = (cosn-1x sin

x)/n +(n-1)/n �cos n-2x dx
(2) 利用三角函數性質， cos x=sin (ð/2 –

x)。兩邊取 n 次方，在兩邊做積分。
右邊以 y=ð/2 – x 做變數變換後，整理
會得到左邊。得證。

(3) 使用數學歸納法。先檢查 n=1, n=2。再
使用積分公式，把整數 n每次遞減
2。

(4) 由積分定義，適當取正規分割，可讓
兩個三角函數的上、下和各自相等。
或取兩邊黎曼和相等。

  不同思考路徑將有不同解法。此為問題
求解再建構主義下的學習模式常遇到的情
形？

  再舉一個可做為教學實驗的例子。曾經
在網路上瀏灠，想找一找已經由熱心人士
存放在其網站上的教學軟體與遊戲軟體，
是否可以用來做為「問題求解」學習環境
的例子？這裡選出一個益智遊戲軟體---推
箱子為例。

   題意很清楚，規則很簡單。
   解題計畫就不是一目了然。一般需要不
斷嘗試錯誤後，才能達到目的。此類遊戲
（或已出版的相關數學教學軟體）似乎可
在建構學習模式下，做為一個實驗性學習
課程活動之實例。從學習活動中浮現出簡
單邏輯思考模式。如：
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(1) 歸納出哪種箱子型態 (pattern) 不能
出現，否則無解。

(2) 比較彼此解法之優缺點。
(3) 哪條路徑步驟最少。
(4) 如何設計較難關卡 ？（反方向設計
方式是否可行？）。

  當然，實驗性自我學習活動，主持者可
給以參考答案，幫助學習者的思考解題過
程或做為檢討學習成果之依據。

  舉出兩個益智遊戲軟體---推箱子範例。
  同樣地，河內塔(hanoi)遊戲軟體也是一
個教學活動例子。.
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