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中文摘要： 
本研究的主要目的在利用二階梁理論 (Second order beam theory)共旋轉法

(corotational formulation)來探討三維尤拉梁在軸力及彎矩同時作用下的非線性側向-扭轉
挫屈分析。 
在分析時將梁結構分成很多小段，每一小段稱為一個梁元素。然後在每個梁元素變

形後的最新位置上建立一個元素座標系統，並在其上描述梁元素的變形、建立平衡方程

式與構成方程式。用虛功原理與幾何非線性梁理論完全一致二次線性化推導出梁元素的

平衡方程式與構成方程式，然後利用二階梁理論之平衡方程式與構成方程式推導出梁在

軸力及彎矩同時作用下之主要平衡路徑的統御方程式，並以數值解法求得主要平衡路徑

之精確解。 
本研究為了求得梁的側向-扭轉挫屈分析之統御方程式，先在主要平衡路徑加上擾

動位移與擾動旋轉向量，元素座標受擾動後對應到新的位置上，並在受擾動後的元素座

標上建立素節點擾動位移與元素擾動旋轉參數間關係。然後以一次線性化推導出梁的側

向-扭轉挫屈分析之統御方程式。接著以級數解求出空間梁在軸力及不同彎矩型式同時

作用下所造成的挫屈彎矩。本為最後以數值例題驗證本文中提出的方法的正確性及有效

性，並探討空間梁在不同軸向壓力作用下，對其挫屈彎矩的影響。 
 
關鍵詞: 梁, 幾何非線性, 共旋轉法, 虛功原理,側向-扭轉挫屈 
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Abstract.   
In this study, a consistent co-rotational formulation of second order beam theory is 

employed for the nonlinear lateral-torsional buckling analysis of three-dimensional elastic 
Euler beam under axial force and bending moment. 

The beam structure is divided into several segments, called beam element for 
convenience.  A set of element coordinate system is constructed at the current configuration 
of the deformed beam element.  The deformations, equilibrium equations, and constitutive 
equations of the beam element are defined in the element coordinates.  The principle of 
virtual work and the consistent second order linearization of the fully geometrically 
nonlinear beam theory are used to derive the equilibrium equations and constitutive equation 
of the beam element.  The governing equations for primary equilibrium path for beam 
under axial force and uniform bending moment is derived using equilibrium equations and 
constitutive equation of the second order beam theory.  The exact solution of the primary 
path is solved using an analytical and numerical combined method. 

To derive the governing equations for laternal-torsional buckling analysis, disturbing 
nodal displacement and rotation vectors are applied to the primary path of beam elements.  
Then element coordinates corresponding to this disturbance can be constructed, and element 
nodal rotation parameters defined in this element coordinates can be determined in terms of 
the disturbing nodal displacement and rotation vectors.  The governing equations for 
laternal-torsional buckling analysis are derived in this element coordinates by using the first 
order linearization.  A power series solution method is used to solve the buckling moment 
for spatial beams under axial force and different types of end moment to demonstrate the 
accuracy and effectiveness of the proposed method.  Numerical examples are studied to 
investigate the effect of compressive force on the buckling moment of spatial beams. 

 
Keywords: Beam, Geometrical Nonlinearity, Co-rotational Formulation, Virtual Work 
Principal, Lateral-Torsional Buckling
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第一章  緒  言 

梁在結構工程系統中，長久以來一直扮演著非常重要的角色，在機械、航空太空、

建築、車輛及土木工程中皆有很廣泛的應用。有很多梁結構在使用中，需能承受大位

移及大旋轉。有些結構如飛機、太空船、船舶等，為了減輕重量而使用了高強度材料

及薄壁斷面。當梁斷面為開口薄壁斷面時，其撓曲、扭曲及軸向變形間的耦合效應就

不能忽略，否則無法求得挫屈負荷。因線性梁理論無法考慮這些耦合效應，薄壁梁的

挫屈的統御方程式都需使用非線性梁理論推導[1-22]，即使是線性挫屈分析的統御方程
式[7]，也必需是由非線性梁理論的一致線性化推導[5,7,8,10,21,22]才能得到正確的統御
方程式及結果。為考慮各種變形間的耦合效應，在非線性梁理論中最少要保留到變形

參數的二次項。文獻中一般的非線性梁理論[1-22]都僅保留到變形參數的二次項，故本

文稱之為二階梁理論(second order beam theory)。但是文獻上有關變形間的耦合效應大
都不是以梁之正確的變形機制(Kinematics)及二階的一致線性化(consistent second order 
linearzation)推導[5,7,8,21,22]，文獻上有些二階梁理論僅就幾何變形上所能觀察到會影

響應變或平衡方程式的部分加入原先傳統之線性推導中，或是在推導的過程中太早對

梁的變形機制作線性化，故文獻中梁的平衡微分方程式有很多都無法考慮到完整的耦

合效應，僅適用於特定的問題，而且文獻上對斷面主軸方向之力矩與曲率的關係及扭

矩與扭率的關係也都採用線性分析所採用的構成方程式(constitutive equation)而不是由

二階梁理論推導出來的，所以文獻上的方法有很多無法求得含完整耦合效應之統御方

程式，故其分析的結果和結論有很多是不合理的或是錯誤的。 
文獻上似乎仍沒有一個以完整的二階梁理論推導的平衡微分方程式及統御方程

式，故本人在國科會計畫（二階梁理論及其在側向 -扭轉挫屈的應用（ I）
NSC91-2212-E009-041）中用共旋轉法推導出一個二階梁理論之平衡微分方程式及構成

方程式，以添補文獻上的不足，並提供一個分析三維尤拉梁結構之各種非線性挫屈行

為正確及有效的理論工具。 
梁同時受軸力與彎矩矩的情況在各種梁柱結構及機構上經常發生，其側向-扭轉挫

屈分析文獻上很多[1-4, 9-15, 19,21]，有些文獻中[1, 3, 4, 14]雖然考慮了挫屈前的變形，

但僅考慮挫屈前的曲率並未考慮到完整的挫屈前的變形，且皆採用線性分析所採用的彎

矩與曲率的構成方程式，而不是由二階梁理論推導的構成方程式。故本研究的目的是將

利用本人提出之二階梁理論的平衡微分方程式及斷面合力與變形間的構成方程式探討

三維梁同時受軸力與彎矩的側向-扭轉挫屈分析，本研究擬將梁分成數段，利用本人提

出之二階梁理論的平衡方程式及構成方程式來推導在軸力及彎矩作用下每段梁之主要

平衡路徑之統御方程式，先求得每段梁之解析解，再由共同節點有相同曲率及邊界條

件，可求得主要平衡路徑之正確解，將求得之主要平衡路徑之正確解加上擾動位移後，

代入二階梁理論的平衡微分方程式及構成方程式並以一致性一階線性化來推導梁之次

要平衡路徑之統御線性微分方程組。因該微分方程組應為變係數之微分方程組，本研究

將提出一級數解法，求得擾動位移的正確級數一般解。由主要平衡路徑之正確解及擾動

位移可推導出每一段梁受端點擾動位移後的局部座標與端點擾動位移及端點變形參數

的關係，再由邊界條件及內部節點的平衡求得其挫屈彎矩及挫屈模態的統御方程組，因
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該統御方程組應為一非線性代數方程式，故本研究擬再以二分法求行列式值得零根，即

非線性挫屈彎矩。因挫屈前之主要平衡路徑含斷面主軸方向的側位移，故其受端點擾動

位移後，擾動前後的局部座標與端點變形參數及擾動位移間的關係之推導將很複雜，在

梁元素受端點有限位移及旋轉時，本人在[5]中提出一個決定元素局部座標及端點變形參

數的程序，可以正確的決定元素局部座標及端點變形參數，本研究擬利用[5]中提出的程
序及一致性一階線性化，推導擾動前後的元素局部座標間的關係。 

本研究將以數值例題探討不同斷面及軸力對三維梁之側向扭轉挫屈的挫屈彎矩之

影響，以說明本研究提出之方法的正確性及有效性，並驗證文獻上之線性挫屈彎矩之正

確性。 
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第二章 理論推導 
 本文對梁變形的假設，梁變形機制的描述及梁的統御方程式，構成方程式的推導

方式敘述如下： 
2.1 基本假設 
在本文的推導中對梁所作的基本假設如下： 
(1) 梁為等斷面且為細長桿件。 
(2) Euler-Bernoulli 假說成立。 
(3) 斷面形心與剪力中心重合。 
(4) 梁斷面變形前後，斷面形狀不變且斷面內的應變可略。 
(5) 斷面軸向之翹曲位移量( Warping Displacement )為扭率與該斷面 
   Saint Venant 翹曲函數之乘積。 
(6) 梁應變均為小應變。 
由假設(2)與假設(4)可知梁元素的變形可由其形心軸的位移、斷面的方向(即斷面座

標)及其翹曲來決定。 
2.2 座標系統 
本研究用 Corotational Total Lagrangian Formulation 來描述梁結構之變形。即在分析

時將梁結構分成很多小段，每一小段梁稱為梁元素，然後在梁元素變形後的位置建立其

平衡方程式。對梁元素與梁元素形心軸之交點稱作節點，並假設外加負荷均為集中負荷

且作用於節點上。為了描述整個系統的變形，本文中定義了以下三個座標系統： 
(a) 固定座標系統︰ )3,2,1( =iX i  
為一總體座標系統(global coordinate system)，結構體所有節點的座標，系統的邊界

條件與平衡方程式及其他座標系統之基底，如元素座標、元素截面座標等，均在此座標

系統上定義。 
(b) 元素座標系統︰ )3,2,1( =ixi  

此座標系統是建立在每段梁元素變形後的最新位置上，如圖一所示，座標原點為節

點 1 ， 1x 軸方向由節點 1 指向節點 2 ， 2x 及 3x 軸方向在元素變形前為元素斷面的主
軸方向，至於變形後其方向的決定方式是分別將位於節點 1，2 變形後的斷面繞一個與
該斷面之法線及 1x 軸垂直的旋轉軸旋轉一角度使斷面之法線方向與 1x 軸方向一致(此時
並不考慮斷面之翹曲變形，否則斷面的法線方向無法定義)，然後再以兩斷面主軸方向

的角平分線作為 2x 軸及 3x 軸的方向。本文中梁元素之變形及其統御方程式、平衡方程

式均在此座標系統上定義。 

(c) 元素截面座標系統︰ )3,2,1( =ixs
i  

此座標系統是建立在梁元素任一變形後的截面上，如圖一所示。但翹曲變形部分不

予考慮。其中 sx1軸垂直且通過截面的形心，而
sx2軸與

sx3軸則分別與該截面之主軸重合。

本文中軸向扭轉所導致的翹曲變形，是先在此座標系統定義，再利用座標轉換關係轉換

到元素座標系統上。 
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2.3 旋轉向量 
為便利後續的說明起見，在此定義“旋轉向量＂代表一有限旋轉。圖二所示為對一

向量b施以一旋轉向量 aφ 而使向量b旋轉到一個新的位置向量b′，則b與b′存在有以下
的關係[23] 

 baaab+bb ×+⋅=′ φφφ sin))(cos-(1cos  (2.3.1) 
其中φ表逆時鐘方向旋轉角，a表旋轉軸的單位向量; '. '和'× '表向量的內積和外積。 
 
2.4 梁元素之變形描述 
本文是在元素座標上，描述梁元素的變形，由 2.1節中的基本假設可知，梁元素的

變形可以由其形心軸的單位長度伸長量(unit extension)、側向位移及其截面繞形心軸的
旋轉決定。所以本文在描述梁元素的變形前，先描述其形心軸的位移及其斷面的旋轉。 

    本文中 }{ 代表行矩陣， )()( , ′=s 代表對 s 的微分。 

 
2.4.1 梁元素之形心軸的位移 
圖一中 P為梁元素形心軸上的任一點，令其變形前後在元素座標上的位置向量分別

為 }00{ x 及 })()()({ swsvsxcp =r ，其中 s為節點 1 量至 P點間的形心軸在變形

後的弧長， )(,)( swsv  為 P 點在 32 , xx 軸方向的位移。P 點在 1x 軸方向的位移 u 可表

示成 

 xsxu c −= )(   (2.4.1) 

在本文中 )(sxc 以下式表示 

 sdsx
s

nc ∫= 0
cos)( θ  (2.4.2) 

其中 

  2/12
3

2
2 )1(cos θθθ −−=n                                      (2.4.3)          

sd
swd )(

2 −=θ                                                 (2.4.4)          

  
sd
svd )(

3 =θ                                                       (2.4.5)          

在變形後的形心軸上，P點之單位切線向量可表示成 

}cos{ 23 θθθ −== n
p

ds
dr

t  (2.4.6) 

由單位長度伸長量的定義，形心軸的單位長度伸長量 0ε 可寫成 
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10 −=
x
s

∂
∂ε  (2.4.7) 

2.4.2 元素座標與元素截面座標之關係 

令 ie 與 )3,2,1( =is
ie 分別代表元素座標 ix 方向的單位向量與元素截面座標 s

ix 軸

方向的單位向量。由座標系統的定義可知，在變形前 ix 軸與 s
ix 軸是一致的，而且變形

後 s
1e 是與(2.4.6)式的 t重合。所以在本文中假設變形後的單位向量 )3,2,1(1 =ise ，是由

以下兩個旋轉向量連續作用於單位向量 )3,2,1( =iie 來決定[5]： 
nθ nn θ=                                                        (2.4.8)         

tθ  1θ=t                                                        (2.4.9)          

}0{})()(0{ 32
212

3
2
23

212
3

2
22

1

1 nn=++=
×
×

= θθθθθθ
te
ten   (2.4.10) 

其中n  為垂直 1e 和 t的單位向量， nθ 為 1e 和 t的夾角， 1θ  為繞 t軸的轉角。  
旋轉向量 nθ 作用在 ie 上，將其轉至一中繼位置 ie′，此時 1e′與 t重合，再將 tθ 作用在

ie′，將其轉至 s
ie 。若 ie 、 nθ 以及 tθ 已知，則元素截面座標

s
ie 就唯一決定；反之，若 ie 、

s
ie 已知，則旋轉向量 nθ 與 tθ 亦唯一決定。 

 

由(2.3.1)式、(2.4.6)式及(2.4.8)～(2.4.10)式可得 ie 與 s
ie 的關係可表示如下[5]： 

   i
s
i eRe  =                                                        (2.4.11)          

   ][= 21 RRtR                                               (2.4.12)          
   ba RRR  sin +  cos= 111 θθ                                       (2.4.13)         
   ba RRR  cos+  sin 112 θθ−=                                       (2.4.14)          

    }cos1)cos1(cos{ 32
2
23 nnn nnna θθθθ −−+−=R                   (2.4.15)         

   })cos1(cos)cos1({ 2
3322 nnn nnnb θθθθ −+−=R                   (2.4.16)          

其中(2.4.11)式中的 R是一般所謂的旋轉矩陣同時也是元素座標和元素截面座標間的轉
換矩陣。 
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由(2.4.8)～(2.4.10)式可以發現 nθ 與 tθ 均由 )3 ,2 ,1( =iiθ 決定，同樣地，(2.4.11)式

中的矩陣 R亦為 iθ 的函數，所以本文稱 iθ 為旋轉參數， }{ 321 θθθ=θ 為旋轉參數向

量。當θ有一微小變量 }{ 321 δθδθδθδ =θ 時，截面座標會旋轉至一個新的位置，此

一新的位置可由截面座標繞 )3 ,2 ,1( =ixi 軸分別作微小旋轉 }{ 321 δφδφδφδ =φ 而

得。 }{ 321 δθδθδθδ =θ 與 }{ 321 δφδφδφδ =φ 之關係可表示如下[5]： 
θTθtttttθ δδδ =][=        21 ba ++  (2.4.17) 

其中 

}cos/cos/)1({ 32
2
331 nn θθθθθθ −−=t  

     }cos/)1(cos/{ 2
23222 nn θθθθθθ −=t  

     )/()cos1( 2
3

2
23 θθθθ +−= na  

     )/()cos1( 2
3

2
22 θθθθ +−−= nb   

(2.4.17)式的反函數可表示如下 
 

 =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−= φθ  

cos0
0cos

1
 

2
3 δ

θθ
θθδ

n
n

ba
1−T φ δ   (2.4.18) 

當旋轉參數 2θ 與 3θ 很小時，(2.4.18)式中的 1−T 矩陣可近似如下式 

 

 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−

10
01

221

2
3

231

θ
θ

θθ
T  (2.4.19) 

 
2.5 梁元素之位移與應變 
圖一中 Q點為梁元素中的任意點，P點為 Q點在形心軸上的對應點，即 P點與 Q

點位於同一斷面上。在元素座標上，Q點在梁元素變形前後的位置向量可分別表示如下 

3210 eeer zyx ++=   (2.5.1) 

和 

 s
s

ss
c zyswsvsx 1,132321  )()()( eeeeeer ωθ+++++=   (2.5.2) 
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其中 )(sxc 、 )(sv 以及 )(sw 分別是 P 點在 )3 ,2 ,1=(ixi  軸上的座標， s,1θ 是沿變形後

的形心軸的斷面之軸向扭轉率， ),( zyωω = 為該截面之 Saint Venant 翹曲函數，y、z分

別是 Q點在 sx2軸與
sx3軸的座標。 

本文的應變採用工程應變。為了推導上的方便。本文中先推導出 Green Strain 

)3,2,1,( =jiijε 。再由 Green Strain 求得與其對應之工程應變。由基本假設(4)，本文

僅考慮 1211 , εε 及 13ε 。如果將  zyx ,,  當作獨立變數，則依  Green Strain 的定義

131211 ,, εεε 可表示成 

1)()(
2
1

11 −⋅=
xx ∂

∂
∂
∂ε rr t                                           (2.5.3a)          

       )()(
2
1

12 yx ∂
∂

∂
∂ε rr t ⋅=                                              (2.5.3b)          

)()(
2
1

13 zx ∂
∂

∂
∂ε rr t ⋅=                                           (2.5.3c) 

將(2.5.2)式代入(2.5.3)式，再利用 Chain rule 及 01 ε
∂
∂

+=
x
s  ((2.4.7)式)，並保留 0ε 、

旋轉參數以及旋轉參數之微分項至二次項可以得到下式 

2
,1

2
,10

2
0

011 2
1)21(

2 ssss θωωθεεεε ++++=  

            )2( ,1,3,21,30,3 ssssssy θωθθθθεθ −+−−+  

            ssssssss yzz ,3,2,1,2,31,20,2 )2( θθθωθθθθεθ −++++  

            )(
2

)(
2

2
,3

2
,1

2
2
,2

2
,1

2
ssss

yz θθθθ ++++                           (2.5.4a)          

 sssysyss ,1,1,0,1,,3,112 2
1)1(

2
1

2
1 θθωωεθωθωθε +++=

)(
4
1)1(

2
1[

2
1

,32,230,1,,3,1 sssyss zy θθθθεθωθθ −−+−+−    

 
]

2
1

,,2,1 yss ωθθ+
 (2.5.4b) 
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 ssszszss ,1,1,0,1,,2,113 2
1)1(

2
1

2
1 θθωωεθωθωθε +++−=  

            )(
4
1)1(

2
1[

2
1

,32,230,1,,2,1 ssszss yz θθθθεθωθθ −++++  

        
]

2
1

,,3,1 zss ωθθ−
 (2.5.4c) 

Green Strain 131211 ,, εεε  與工程應變 131211 ,, γγe  間的關係如下： 

 1)21( 2/1
1111 −+= εe   (2.5.5a) 

 2/1
22

2/1
11

12
12

)1()1(
2sin

ee ++
=

εγ   (2.5.5b) 

 2/1
33

2/1
11

13
13

)1()1(
2

sin
ee ++

=
ε

γ   (2.5.5c) 

當應變很小時(2.5.5)式可以用下列近似式代替 

 2
111111 2

1 εε −=e   (2.5.6a) 

 11121212 2 εεεγ −=   (2.5.6b) 

 11131313 2 εεεγ −=   (2.5.6c) 

 因(2.5.4)式中 Green strain 僅保留到旋轉參數的二次項，所以本文中工程應變亦僅

保留到旋轉參數的二次項。由(2.5.4)式及(2.5.6)式，並保留 0ε 、旋轉參數及其微分項到

二次項可得 

sss yze ,1,3,2011 ωθθθε +−+=  

           )()(
2
1

,30,21
222

,1 sss yzy θεθθθ −+++  

           ssssz ,10,31,20 )( ωθεθθθε +++  (2.5.7a) 

  
2
,2

,1
2

,,1,112
s

syss zz
θ

θωθθγ ++−=  

           
22
,

,1,1
,

,10,3,1
y

sss
y

sss
ω

θωθ
ω

θεθωθ +++  

           )
22222

( ,
,2,1

,1
,1

,3
2

,2
3

,1
0

y
ss

ss
s

sssz
ω

θθ
θ

ωθ
θ

θ
θ

θ
θ

ε +++−−+  

           )
22

( ,
,3,1

,3
,1

y
ss

s
szy

ω
θθ

θ
θ −−+  (2.5.7b) 
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2
,3

,1
2

,,1,113
s

szss yy
θ

θωθθγ ++=  

          
222
,

,2,1
,

,1,1
,

,10,2,1
z

ss
z

sss
z

sss z
ω

θθ
ω

θωθ
ω

θεθωθ +++−  

          
22222

( ,
,3,1

,1
,1

,3
2

,2
3

,1
0

z
ss

ss
s

sssy
ω

θθ
θ

ωθ
θ

θ
θ

θ
θ

ε −−−++  

         
2
,2

,1
s

sz
θ

θ−  (2.5.7c) 

將(2.5.7)式中之 131211 ,, γγe  分別作變分可以得到下式 

 sss yze ,1,3,2011 ωδθδθδθδεδ +−+=  

        ssss zyzyzy ,1
22

,1,310,201 )()()( δθθδθθεδθεθ +++−+++  

        0,1,3,2,101,3,2 )()( δεωθθθωδθεδθθθ ssssssss yzzy +−++++  

  (2.5.8a) 

 syz ,1,12 )( δθωγδ +−=  

            0
,

,1
,1

2
,3

3
,2 )

22
()

2
()

2
( δε

ω
θ

θ
δθ

θ
δθ

θ y
s

sss zzz +−++−+  

       
22

( )
22

 ( ,1
,12,1

,
,1

,1 s
sss

y
s

s yzzz
θ

ωθθθδ
ω

ωθ
θ

ω −++++  

             s
y

s
s

s
y

s zzzy ,2
,

,1
,12

3,3
,

,1  )
222

( )
2

θδ
ω

θ
θ

θθδ
ω

θ ++−+−  

             
22

 
222

( ,
0

,1,3
,3

,22
0

ysss
s

s zyzzz ω
ε

θ
ω

θ
ωθ

θ
ε ++−++−+  

        s
y

ss
y

s
y

s yz ,1
,

,1
,

,3
,

,2  )
222

θδ
ω

ωθ
ω

θ
ω

θ +−+  (2.5.8b) 

 szy ,1,13 )( δθωγδ +=  

       0
,

,1
,1

2
,3

3
,2 )

22
()

2
()

2
( δε

ω
θ

θ
δθ

θ
δθ

θ z
s

sss yyy ++−++  

            )
222

( )
22

 ( ,
,1

,12
2,1

,
,1

,1 z
s

s
ss

z
s

s yyyy
ω

θ
θ

θθδ
ω

ωθ
θ

ω −+−++−+  

            s
z

s
s

ss zyzy
,2

,
,1

,1
,13,3  )

222
( θδ

ω
θ

θ
ωθθθδ +−−+  
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22222

( ,
0

,1,2
,2

,32
0

zsss
s

s yyzyy ω
ε

θ
ω

θ
ωθ

θ
ε ++−−++  

            s
z

ss
z

s
z

s yz ,1
,

,1
,

,3
,

,2  )
222

θδ
ω

ωθ
ω

θ
ω

θ +−+  (2.5.8c) 

由(2.4.1)~(2.4.3)式及(2.4.7)式可得 

0

2/12
3

2
2, 1

1)1(
ε

θθ
+

−−−=−=
ds
dx

ds
dxu c

s  (2.5.9) 

將上式變分可得 

 0
2

033222
1

2
3

2
2, )1()22()1(

2
1 δεεδθθδθθθθδ −−

++−−−−=su  (2.5.10) 

 
將(2.5.10)式級數展開並保留至一次項可得 

su,033220 )21( δεδθθδθθδε +++≈  (2.5.11) 

 
2.6 平衡方程式及構成方程式 

本文利用虛功原理在元素座標上推導梁元素的統御方程式及構成方程式。圖三所示

為梁元素中的一小段，點 a、b分別表示這一小段梁元素的端點，s為形心軸弧長。本文
採用形心軸在 )3 ,2 ,1( =ixi 軸方向的位移量 ),,( 321 wuvuuuui === ，旋轉參數

)3 ,2 ,1( =iiθ ，及 s,1θ 作為廣義位移。在斷面上與廣義位移對應之廣義合力為在

)3 ,2 ,1( =ixi 軸方向的力 )3 ,2 ,1( =iFi ，廣義力矩 )3 ,2 ,1( =iM i
θ 及廣義雙力矩

(Bimoment) θB 。廣義力矩與傳統力矩 )3 ,2 ,1( =iMi (即繞 ix 軸旋轉的力矩)間的關係可

以由(2.4.18)式及 Controgradient Law[24]求得，並可表示如下︰ 

 θMTM t−=  (2.6.1) 

 }{ 321 MMM=M  (2.6.2) 

 }{ 321
θθθθ MMM=M  (2.6.3) 

其中 t−T 為(2.4.18)式中 1−T 之轉置矩陣。 

若給予端點 a及 b一個虛廣義位移 , ) ( jiuδ , ) ( jiθδ , ) ( ,1 jsθδ ,2,1( =i  

),  ,3 baj = ，其中 j)( 表 )( 在端點 j之值，則由虛功原理可知對應於虛位移，內力所作
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的虛功 ntiWδ 等於外力所作的虛功 extWδ ，即 

 extnti WW δδ =  (2.6.4) 

因本文假設梁元素間無外加負荷，所以 extWδ 即為端點 a、b上內力之廣義合力所作

的虛功， extWδ 可以表示成 

 b
as

tt
ext BW ])([ ,1δθδδδ θθ ++= θMuF  (2.6.5) 

其中 

 }{ 321 FFF=F  (2.6.6) 

 }{}{ 321 wvuuuu δδδδδδδ ==u  (2.6.7) 

 }{ 321 δθδθδθδ =θ  (2.6.8) 

(2.6.5)式表示[  ]內各項在端點 b之值減掉各項在端點 a之值。 extWδ 可表示成以下的積

分式 

 dsB
ds
d

ds
d

ds
dW

b
a s

tt
ext ∫ ++= )] (] )[() ([ ,1θδδδδ θθ θMuF  

             s
b
a ssss BMMMM ,1,13 ,32 ,21 ,1   )(   [ θδθδθδθδ θθθθθ∫ ++++=  

             vFuFBMM ssssss δδθδθδθδ θθθ
,2,1,1,33,22 +++++  

             sdFFuFwF ss ] 2332,1,3 θδθδδδ −+++  (2.6.9) 

由基本假設(4)，本文僅考慮 131211  ,  , γγe  ，所以(2.6.4)式中內力所作的虛功可表示

成 

 dVdVeW
b
a

b
a ∫∫ ++= )( 131312121111int δγσδγσδσδ  (2.6.10) 

其中 131211  ,  , σσσ  為工程應力，V 為端點 a , b間梁元素變形前的體積

)1/( 0ε+= dAdsdV 。又本文假設材料為彈性材料，所以應力與應變有如下的關係 
 1111 Ee=σ  (2.6.11a) 
 1212 γσ G=  (2.6.11b) 

 1313 γσ G=  (2.6.11c) 
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其中E為楊氏模數，G為剪力模數。 
將(2.6.11)式代入(2.6.10)式中可得 

 dVGdVeeEW
b
a

b
a ∫∫ ++= )( 131312121111int δγγδγγδδ  (2.6.12) 

 
將(2.5.7)式及(2.5.8)式代入(2.6.12)式中，經整理後(2.6.12)式的第一個積分式可寫成 

VdeEe
b
a∫ 1111δ  

        zsysps
b
a

IIIAAE 2
,3

2
,2

2
,1

2
000    

2
1[ { θθθεεεδ +++−= ∫  

         ] 2)1( 2
,1,1,3,1,20,1 ωωω θθθθθεθ AA ssyssszsssss +Ω−Ω+++  

         ])([ ,1,3,1,2,3,21 zsssyssszyss II Ω+Ω+−+ θθθθθθθδ  

         )()(
2
1[ ,3,1,2,1

3
,14,10,1 zyysszyzssspss II ααθθααθθθθεθδ +−++++  

         +Ω+ ],1,1 psssθθ yspsss A Ω+Ω+ ,21
2
,10,1 2

1[ θθθεθδ ω         

         ])1()1()1( 0,1,310,30,2 ωωεθθθεθεθ Asszsyszs ++Ω+Ω+−Ω++  

         )()( 
2
1)1([ ,31

2
,10,2,2 zyszyzsyss III −+++++ θθααθεθθδ  

         ])1( 0,1,11 zssyss Ω++Ω+ εθθθ  

         zzyyszyss III )1()( 
2
1)([ 03

2
,1,21,3 εθααθθθθδ +−++−−−  

         ])1( ,1,10,1 zsssyss Ω−Ω++ θθεθ sd}   (2.6.13) 

 
(2.6.12)式的第二個積分式可寫成 

 VdG
b
a∫ +  )( 13131212 γδγγδγ  

      ∫ −−++=
b
a sszssssss JJJJJG 1,2,1,2,13,2,1,1

2
,10 2

2
1()

2
1({ θθθθθθθδθθδε  

        )()
2
12 2

,1,1,1,1,322,3,1,3,1 ωω θδθθθθθθθθθ JJJJJ sssssssssyss −−−++  

        )
2
1

2
1()

2
1( 1

2
,1

2
,13,1,2,3,12 JJJJ szsssss θθθθδθθθδθ −−+−  
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         sdJJJJ sysssss )}
2
1

2
1()

2
1( 2

2
,1

2
,12,1,3,2,13 θθθθδθθθδθ ++−++  

  (2.6.14) 
其中 

 ∫∫ −++= dAzwywzyJ yz )( ,,
22  

 ∫∫∫∫ +++−−=+= dzydyzzdyzdyJ zzyyz )]()([)]([ ,,,,,1 ωωωωωω  

 ∫∫∫∫ +++−−=+−= zdydyzyzdydzJ zzyyy )]()([)]([ ,,,,,2 ωωωωωω  

 ∫∫∫ +=+=== AdzyIIIIAdyIAdzI zypzy
222

4
22 )(,    ,,  

 ∫∫ == AdzyAdy yzy
23 , αα       ,   ∫∫ == AdyzAdz zyz

23 , αα  

 ∫∫ =Ω=Ω AdzAdy zy ωω ,     ,     ∫∫ == AdAAdA 2, ωω ωωω  

 zzyypzzyy AdzAdy Ω+Ω=Ω=Ω=Ω ∫∫ ,, 22 ωω  

 ∫ −−+= AdzyyJ zyy )( 2
,

2
,

22 ωω  

 ∫ −−+= AdzyzJ zyz )( 2
,

2
,

22 ωω  

 ∫ −−+= AdzyJ zy )( 2
,

2
,

22 ωωωω  

如斷面為雙軸對稱，則 zzyyzyzyyzzyJJ ΩΩΩΩ ,,,,,,,,, 21 αααα  

wp J,, Ω , ωAJJ zy ,, 在斷面上的積分值均為零，所以(2.6.13)式與(2.6.14)式可分別簡

化如下 

 VdeEe
b
a∫ 1111δ  

        ∫ ++++−=
b
a ssszsysp AIIIAE ]

2
1)1([{ 2

,1
2
,3

2
,2

2
,1000 ωωθθθθεεδε  

         )
2
1()( 3

,14,10,1,3,21 sspssszy IIII θθεδθθθδθ ++−+  

         )]1()([)]1([ 0,2,31,20,1,1 εθθθδθεθδθ ωω ++−+++ yszyssssss IIIA  
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          sdIII zszyss )]}1()([ 0,3,21,3 εθθθδθ ++−+  

  (2.6.15) 

 VdG
b
a

 )( 13131212∫ + γδγγδγ  

         2
,10 2

1{ s
b
a

GJ θδε∫= ]
2
1

2
1[ ,323,2,1,1 ssss θθθθθδθ −++ ss ,3,12 2

1 θθθδ−  

          3,1,2 2
1 θθδθ ss+ dsssss }

2
1

2
1

2,1,3,2,13 θθδθθθδθ ++  

  (2.6.16) 

將(2.5.11)式代入(2.6.15)式及(2.6.16)式，則 intWδ 可寫成下式 

 VdGVdeEeW
b
a

b
a

 )( 131312121111int ∫∫ ++= γδγγδγδδ  

            )
2
1()({ 3

,14,10,1,3,210, sspssszys
b
a

IIIIAuE θθεδθθθδθεδ ++−+= ∫  

             0220,1,1 )]1([ εθδθεθδθ ωω AAssss +++  

             0330,2,31,2 )]1()([ εθδθεθθθδθ AIII yszyss +++−+  

             sdIII zszyss )]}1()([ 0,3,21,3 εθθθδθ ++−+  

             ]
2
1

2
1[

2
1{ ,323,2,1,1

2
,1, ssssss

b
a

uGJ θθθθθδθθδ −+++ ∫  

             dsssssssss }
2
1

2
1

2
1

2
1

2,1,3,2,133,1,2,3,12 θθδθθθδθθθδθθθδθ −++−  

     (2.6.17) 
其中 

 ]
2
1)1([1 2

,1
2
,3

2
,2

2
,1000 ωωθθθθεεε AIIIA

A ssszsysp +++++=  

對一斷面為雙軸對稱之梁，由(2.6.4)式、(2.6.9)式與(2.6.17)式可得下列方程式： 

 sszys IIEM ,3,2,1 )( θθθ −=  (2.6.18) 

 sss CFFM ,3,1213,2 2
1 θθθθ −=−  (2.6.19) 

 sss CFFM ,2,1312,3 2
1 θθθθ +=+  (2.6.20) 

 0,3,2,1 === sss FFF  (2.6.21) 
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 3
,14,323,2,1,10,1 2

1]
2
1

2
1[ sssssps EICIEBM θθθθθθθεθθ +−++=+  (2.6.22) 

 3,1,310,22 2
1)]()1([ θθθθεθθ

szysys CIIIEM +−++=  (2.6.23) 

 2,1,210,33 2
1)]()1([ θθθθεθθ

szyszs CIIIEM −−++=  (2.6.24) 

 )1( 0,11 εθθ += ssCB  (2.6.25) 

 2
,101 2

1
sCEAF θε +=  (2.6.26) 

其中 

(2.6.19)與 (2.6.20)式中之 F1為 (2.6.26)式的 1F ， ωωEAC =1 為翹曲剛度  ( warping 

rigidity )， GJC = 為扭轉剛度( torsional rigidity ) 。 
(2.6.18)~(2.6.26)式中保留變形參數的全部一次項、二次項和部份三次項(含底線

項)。(2.6.18)~(2.6.21)式可視為平衡方程式，(2.6.22)~(2.6.26)式可視為構成方程式。因此，
由(2.6.1)式，(2.6.22)~(2.6.26)式即可得傳統力矩在元素座標上的構成方程式。由(2.4.11)
式，將在元素座標上的傳統力矩轉換到元素截面座標上，即可求得傳統力矩在截面主軸

上的構成方程式。由(2.6.18)~(2.6.26)式也可發現如果僅保存變形參數的一次項，則(2.6.
18)~(2.6.26)式就變成一階梁理論用的平衡方程式及構成方程式。 
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第三章 挫屈分析 
3.1 問題描述 
如圖四所示之簡支梁在 B 點先受一軸向保守力P作用，然後在 A,B 兩端各加上一

保守力矩M 。如圖五所示之懸臂梁在其自由端先加上一軸向保守力 P，然後在加上一
保守力矩 M ，當 M 超過某一值時，會引起結構的側向扭轉挫屈 (Later-torsional 
buckling)，該值則稱為挫屈彎矩(Buckling moment)。本文中將探討軸力P的大小對挫屈
彎矩的影響。 

本章中取梁變形前的形心軸為總體座標的 1X 軸，兩個梁截面的主軸為 2X 及 3X 。

令 yI 、 zI 分別代表斷面對 2X 及 3X 軸的二次矩，為了方便說明起見，假設 yI > zI 。軸

向力P為施加於 1X 軸方向的保守力，彎矩M 為施加在 1X 3X 平面上。彎矩的施加方式

是假設在自由端上有一剛性相接之剛體圓盤，且圓盤面是在 1X 3X 平面上，圓盤重量不

計。此時二個作用無窮遠處，大小相等，方向相反的保守力透過二條環繞於圓盤上的繩

索施加一彎矩。 

如果作用在無窮遠處的保守力平行於 1X 軸的方向則稱此彎矩為 first kind Quasi 

Tangential Moment 或簡稱為 QT-1型彎矩(圖六(a))。同樣地，如果作用在無窮處的保守

力平行於 3X 軸方向則稱此彎矩為 second kind Quasi Tangential Moment 或簡稱 QT-2型

彎矩(圖六(b)) 。如果 QT-1和 QT-2同時作用，則稱此彎矩為 Semi- Tangentia Moment 或
簡稱 ST型彎矩(圖六(c))。無論是 QT-1、QT-2、ST型的彎矩都可表示成力矩的向量形式

}00{ Mg =M ，其中 rFM 2= 其中 r為圓盤之半徑，F為保守力大小，上標 g代表

總體座標系統。 

如果在一自由端施加一 }{ 321
gggg δφδφδφδ =φ 的微小擾動時( g

iδφ 代表繞 iX 軸的

微小旋轉)對 QT-1型的彎矩而言，其端點處力臂  
}00{ r=r 之變化量為 

 =r δ gφδ }0{ 12
gg rr δφδφ=× r  (3.1.1) 

而力矩變化量為 

 
}200{

}00{}0{22

1

12
g

ggg

rF

Frr

δφ

δφδφδ

=

×=×=∆ FrM
 

或是寫成 

 }00{ 1
gg Mδφ=∆M  (3.1.2) 
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所以，QT-1型的彎矩在端點受到 gφδ 的擾動後，其端點所承受的負荷變成 

 }0{ 1
ggg MM δφ=∆+ MM  (3.1.3) 

同理，QT-2型的彎矩在端點受到 gφδ 的擾動後，其端點所承受的負荷變成 

 }0{ 3 MM ggg δφ=∆+ MM  (3.1.4) 

同理，ST型的彎矩在端點受到 gφδ 的擾動後，其端點所承受的負荷變成 

 }
2
1

2
1{ 13

gggg MMM δφδφ=∆+ MM  (3.1.5) 

當負荷小於挫屈負荷時，滿足平衡方程式的變形只有主要平衡路徑，但當負荷等於

挫屈負荷時滿足平衡方程式的變形除了主要平衡路徑還有次要平衡路徑。 
為了求得挫屈負荷，本文先求出梁結構在某一大小的 P和M 作用下的主要平衡路

徑，然後在該平衡位置上加上擾動位移，使其到達一新的變形位置，若此新的變形位置

也能滿足平衡方程式，則該負荷即為挫屈負荷。本文在分析時將梁分成 N 個元素(圖
七)，共有 1+N 個節點。每個元素在其元素座標上都需滿足平衡方程式及構成方程式

((2.6.18)~(2.6.26)式)，相鄰兩元素在共同節點上都需滿足變形的相容條件及力的平衡條

件，即有相同的位移、旋轉、曲率、軸向扭轉率、合力、合力矩及廣義雙力矩。梁元素

在結構的兩端點都需滿足外加的位移和力的邊界條件。 
 

3.2主要平衡路徑的統御方程式及其解法 
本節中僅探討簡支梁受端點彎矩及軸向壓力的情況。簡支梁受軸向拉力及懸臂梁的

情況在附錄(A)和(B)中說明。 

如圖八所示之簡支梁在挫屈前主要平衡路徑的變形僅有在 31XX 平面上的位移，即

01 === θ
ds
dvv ，所以任一元素在其元素座標上的旋轉參數向量可以表示成  

 }00{ 0
2

0 θ=θ  (3.2.1) 

 
ds
dw

−== ϕθ sin0
2  (3.2.2) 

其中ϕ為梁的切線和其元素座標之 1x 軸的夾角，w為在 2x 軸方向的位移。 

令
ds
dϕκ = 表示梁的曲率，當 1<<ϕ 時，利用近似式

0
2≈θϕ 及將(3.2.2)式微分一次可

得 
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 2

20
2

ds
wd

ds
d

−==
θ

κ  (3.2.3) 

將(3.2.1)式代入(2.6.19)、(2.6.23)及(2.6.26)式並採用近似式 1≈1 0ε+ 可得 

 0
213

2 θFF
ds

dM
=−   (3.2.4)  

 0
,22 sEIM θ=   (3.2.5) 

 20
,201 )( syEIAEF θε +=   (3.2.6) 

其中 

 ePF φcos1 −=   (3.2.7) 

eφ 表示元素座標 1x 軸和 1X 軸的夾角(見圖九)。 

將(3.2.3)式代入(3.2.5)式可得 

 
yEI

M 2=κ   (3.2.8) 

將(3.2.4)式微分一次，並將(3.2.2)式、(3.2.5) 式、(3.2.7) 式及(2.6.21)式代入其中可得 

 0cos 2

2

4

4
=+

ds
wdP

ds
wdEI e

y φ   (3.2.9) 

(3.2.9)式為梁元素在主要平衡路徑的統御方程式。 

令
2
1

−=
S
sζ  其中 S為梁元素的弧長，

2
1

2
1

≤≤− ζ ，則
ds
d
可表示成 

 
ζζ

ζ
d
d

Sd
d

ds
d

ds
d 1

==       (3.2.10) 

將(3.2.10)式代入(3.2.9)式中可將其無因次化成 

    0cos 2

2

4

4

2 =+
ζ

φ
ζ d

wdP
d

wd
S

EI ey  (3.2.11) 

(3.2.11)式的通解可表示成 

0)()( qN ζζ tw =                                               (3.2.12) 

    }1cossin{)( ζζζζ aa=N   (3.2.13) 

    }{ 4321
0 DDDD=q   (3.2.14) 
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    2
12

)cos(
y

e

EI
PSa φ

=                              (3.2.15) 

其中 )4~1( =iDi 為未定係數，其值必須由邊界條件決定。 
圖九中梁元素之兩端節點 )2,1( =jj 的邊界條件可表示如下 

     0)()( 21 == ζζ ww           (3.2.16) 

)(1   ,   )(1
2,221,21 ζκζκ ζζζζ w

S
w

S
−

=
−

=                               (3.2.17) 

其中
2
1

1 −=ζ , 
2
1

2 =ζ  ,  1κ , 2 κ 分別為梁在 1ζ 和 2ζ 的曲率。由(3.2.8)式可知 

  
yy EI

M
EI
M 22

2
21

1    ,   == κκ   (3.2.18) 

其中 jM 2 )2,1( =j 為 2M 在節點 j之值 

將(3.2.12)式代入(3.2.16)及(3.2.17)式可以得到 

     Tκq =0   (3.2.19) 

   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

=    

11
22

2
cos1

2
cos1

2
sin1        

2
sin1     

2 2

2 aa

aa

a
ST   (3.2.20) 

    }{ 21 κκ=κ   (3.2.21) 

將(3.2.19)式代入(3.2.12)式可得 

  κNTκN )()()( ζζζ t
w

tw ==  (3.2.22) 

由圖九可知梁元素在節點 )2,1( =jj 的切線和水平線( 1X 軸)的夾角可表示成 

     jej
t ϕφφ −=  (3.2.23) 

其中
eφ 在(3.2.7)式中已定義， jϕ 為(3.2.2)式中的ϕ在節點 j之值。 

由圖九的自由體圖，節點 1的合力矩為 0及(3.2.18)式可得 

 )(sin 12 κκφ −=
Pl

EI ye   (3.2.24) 
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(3.2.24)式中 l為梁元素的弦長，當 1<<ϕ 時，利用近似式 ϕϕ sin≈ ，(3.2.2)式及(3.2.22)
式可得 

    κN t
wds

dw ′−=−=ϕ  (3.2.25) 

由(3.2.25)式可得 

    κN )( j
t

w
j ζϕ ′−=  (3.2.26) 

因梁元素在共同的節點上有相同的切線，所以由圖十及(3.2.23)式可以得到 

    NiF ititi ,......3,201
)(

2
)1( ==−= − φφ  (3.2.27) 

 j
i

e
i

j
it )()()(, ϕφφ −=  (3.2.28) 

其中下標 )( i 表示第 )( i 個元素，下標 i表示系統之第 i 個節點，上標 )2,1( =jj 表示該元

素的節點 j ，因梁元素在共同的節點上有相同的曲率，所以在系統節點

)1,,3,2,1( += Nii K 的曲率可用 iκ 表示。由(3.2.24)及(3.2.26)式可知元素 )( i 之 e
i)(φ 及

j
i)(ϕ 都是 Niii ,,2,1 , 1 K=+κκ 的函數。 

我們可以將(3.2.27)式寫成如下的向量形式 
 ψ =)(C 0CF =)(  (3.2.29) 

     }......,,{ 32 Nκκκ=C  (3.2.30) 

(3.2.30)式即為梁結構在主要平衡路徑的統御方程式。因本題中
y

N EI
M

== +11 κκ 為

已知，所以不包括在(3.2.30)式中。(3.2.30)式為 1−N 個 1−N 元的非線性聯立代數方程式。 
令 

  }{ 21
tt φφ−=f  (3.2.31) 

其中
j

tφ 已在(3.2.23)式中定義。若將 f視為元素的節點內力則(3.2.29)式中的F可視

為系統的節點內力，且可以和一般有限元素法一樣由 f組合而成；(3.2.29)式中之ψ可視
為系統的不平衡力。 
    當軸向壓力 F和端點的彎矩M 為已知時，系統在節點 i的曲率可以由(3.2.29)式決
定。本文中採用牛頓法解(3.2.29)式，本文中以一個元素(即 1=N )的解析解，作為牛頓法

的初解(Predictor)。將(3.2.22)式代入(3.2.3)式，及 1cos , == eLS φ 代入(3.2.15)式，可得

1=N 時的曲率如下 

 
2cos

cos
a
a

EI
M

k
y

ζ
=  (3.2.32) 
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   2
12

)(
yEI

PLa =   (3.2.33) 

牛頓法中C的改正量可表示成 

 1 −−= TKCδ ψ  (3.2.34) 

 
C
FK
 
 

∂
∂

=T   (3.2.35) 

其中 TK 可視為系統的切線剛度矩陣。 TK 可以由元素的剛度矩陣k 利用直接勁度

法(direct stiffness method)組合而成。元素的剛度矩陣k可以由 
(3.2.31)式對κ (3.2.21)式微分求得，並可表示如下 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

2221

1211
 
 

kk
kk

κ∂
∂ fk  (3.2.36) 

其中 

 
)(    )(

)(       )(

22,2221,21

12,1211,11

ζζ

ζζ

φφ

φφ

ww

ww

NkkNkk

NkkNkk
′−=′−−=

′+−=′+=
 

  e
y

Pl

EI
k

φ
φ

cos
=  (3.2.37) 

kwN ,′ 表示 wN′ (3.2.25)式中之第 )2,1( =kk 個元素 

 
3.3 梁結構之次要平衡路徑  
3.3.1 擾動後的元素座標及變形參數  

本節中的推導考慮了簡支梁和懸臂梁兩種情況。當梁結構由 3.2 節中求得之
主要平衡路徑上受到擾動位移作用時會達到一個新變形位置。令梁元素節點

)2,1( =jj 在總體座標上的擾動位移及旋轉向量為 

 } ,  , { g
j

g
j

g
j

g
j wvu=u  (3.3.1)  

 } ,  , { 321
g

j
g

j
g
j

g
j φφφ=φ  (3.3.2) 

其中
g)( 代表 )( 是在總體座標上定義的， g

ijφ 為梁元素截面在節點 j繞 iX 軸的擾動

旋轉。梁元素節點 )2,1( =jj 在總體座標上形心軸的擾動扭轉率為 jβ 。 
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由圖九知，在擾動前的平衡位置，元素座標 ix 和總體座標 iX 的關係表示成 

 xAX ge
ee

ee

x
x
x

X
X
X

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

3

2

1

3

2

1

cos0sin
010

sin0cos

φφ

φφ
                        (3.3.3) 

其中
eφ 為 iX 軸和 ix 軸的夾角，由(3.3.3)式可得 

 jge
g
j uAu =  (3.3.4) 

 g
jφ geA= jφ  (3.3.5) 

其中 },,{ jjjj wvu=u 、 jφ },,{ 321 jjj φφφ= 為元素節點 )2,1( =jj 在元素座標 ix

上的擾動位移及旋轉向量，節點扭轉率的擾動量與座標系統無關，故在元素座標仍為

jβ 。 

當元素節點受到 ju 及 jφ 擾動後，利用文獻[5]中的方法，可以決定擾動後的元素座

標 ix 及節點旋轉參數 ijθ ，其推導過程在附錄 C中有詳盡的說明。梁元素受擾動後在任

意截面的旋轉向量可表示成 

 }{ 32
0
21 θθθθ +=θ  (3.3.6) 

在 (3.3.6)式中 321 , , θθθ 是由所施加的擾動量造成的，故為極小量 (infintesimal 

quantity)即 )3,2,1i( 0 =→iθ 而 0
2θ 為擾動前的旋轉參 數為一有限量 (finite 

quantity)。由元素座標的定義可知，當梁元素的數目取的夠多時 0
2θ 為一微小量

(small quantity)，即 10
2<<θ ，但仍為一有限量。由以上討論可知(2.6.18)~(2.6.26)

式在任一元素上都能適用。在本文的推導過程中因 )3,2,1i( =iθ 為極小量，所以

僅保留 )3,2,1i( =iθ 及其微分至一次項，而 0
2θ 為有限量，故 0

2θ 及其微分項都全

部保留。  
由 (2.6.18)~(2.6.26)式中可發現當僅保留至 iθ 及其微分的一次項時，僅 1θ 和

3θ 有偶合關係。且由附錄 C中可發現 j1θ 和 j3θ 僅和擾動位移 )2,1(,, 31 =jv jjj φφ 有
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關，所以本研究在以後的推導中僅考慮與 1θ 、 3θ 有關的統御方程式及擾動量，即取

022 ==== θφ jjj wu 。所以由附錄 C可知本節中擾動後的元素座標 ix 與擾動前的元素

座標間的關係可表示成 

 xAx ee=  (3.3.7) 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
∆

∆
−

=

10

1

01

23

23

e

ev

v

ee
l

l

A  (3.3.8) 

其中  )(
4
1)(

4
1)(

2
1

322311121123
ll

vsvse ∆
−−

∆
−−+= φφφφ  , 12 vvv −=∆  

     0
2

0
2sin jjjs θϕ == )2,1( =j , l為元素擾動前的弦長。  

因本研究以後的推導都是以節點在總體座標上的擾動位移、旋轉及扭轉率為

獨立變數，所以必須將擾動後之元素座標的節點擾動位移及旋轉參數表示成總體

座標之節點擾動量的函數。  

令 gu 和 eu 代表元素的節點擾動位移向量， θu 代表擾動後的節點參數向量，並表示如下： 

 },,,,,,,{ 232122131111 βφφβφφ gggggg
g vv=u  (3.3.9) 

 },,,,,,,{ 232122131111 βφφβφφ vve =u  (3.3.10) 

 },,,,,,,{ 232122131111 βθθβθθθ vv=u  (3.3.11) 

其中 gu 和 eu 的分量在(3.3.1)、(3.3.2)、(3.3.4)及(3.3.5)式中已有定義。 

)2,1(, 31 =jjj θθ 為擾動後節點 j的旋轉參數， )2,1( =jv j 表示元素節點 j 在擾動後

之元素座標 2x 軸方向的擾動位移。由元素座標的定義可知 0=jv ，因 jβ 和座標系統無

關，故在 ix 和 ix 座標中有相同的值。 

由(3.3.3)~(3.3.5)式可得 

 egeg uTu =                   (3.3.12) 



 24

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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4

4
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Tge     (3.3.13) 

  4T =
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⎥
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⎤
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⎡
−

1000
0cossin0
0sincos0
0001

ee

ee

φφ
φφ

 (3.3.14) 

其中
eφ 在(3.2.24)式中已有定義，且0為 44× 的零矩陣， 2,1=j 。 

由附錄 C中可得 jj 31 ,θθ 與擾動量 jjjv 31 ,, φφ 之間的關係，所以(3.3.10)及(3.3.11)式

的關係可表示如下：  

 eeuTu θθ =  (3.3.15) 
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 其中  
llll 44

,)(
4
1 21

2

21
sssc

bssa jj
j ++=−=  

 
3.3.2 梁元素在次要平衡路徑的統御方程式  

    本節中除了另有聲明外，所有的變數都是在擾動後的元素座標 ix 中定義。

31 , θθ 在次要平衡路徑之統御方程式的推導的過程如下：  
將(2.6.22)式對 s 微分可得  

22
3

0
,2,3

0
2

,1,10,1,0,1,1
θθθθ

θθεθεθθ ssss
ssssPsPssss

CC
CIEIEBM +−+++=    

(3.3.17) 
將(2.6.25)式對 s微分二次可得 
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 ssssssssssssss CCCB ,1,01,1,01,101,1 2)1( θεθεθεθ +++=            (3.3.18)  

將(2.6.20)式對 s 微分，並將(2.6.21)式代入其中，可得  

 sssssssss CCFM ,1 
0 
,2,1 

0 
,2,31,3 2

1
2
1 θθθθθθ ++=    (3.3.19) 

將(2.6.24)式對 s微分二次可得  
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   (3.3.20) 
分別將(3.3.17)、(3.3.18)式代入(2.6.18)式及(3.3.20)式代入(3.3.19)式可得 
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                                      (3.3.21) 
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  (3.3.22) 

其中 s,00  , εε 及 ss,0ε 可以求得如下： 

將(3.3.1)式代入(2.6.26)式可得  

 20
,201 )( syEIEAF θε +=  (3.3.23) 

因梁結構僅在端點受軸向壓力 P及彎矩 M ，當保留擾動量到一次項時，由

(3.3.7)與(3.3.8)式知梁元素的軸力 ePF φcos1 −= 和擾動前相同，所以 0ε 可表示成  

 
A

I sy
p

20
,2

0
)(θ

εε −−=  (3.3.24) 

其中  

EA
P e

p
φε cos

=  (3.3.25) 
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將(3.3.24)式微分可得  
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ε −=                                (3.3.26a) 
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(3.3.21)及(3.3.22)式即為 1θ 和 3θ 在次要平衡路徑的統御方程式。 

令 

   
2
1

−=
S
sζ   (3.3.27) 

將(2.4.5)式及(3.3.27)式代入(3.3.21)及(3.3.22)式中，並使用近似式 11 0 ≈+ ε 則(3.3.21)及

(3.3.22)式可無因次化成以下的形式 
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其中 

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

zEI
C
0

01P  

   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=

sz

s

EI
C

C
C

S

,0

0
2

0
2

,01

2
2

2
2

ε
θ

θ
ε

Q  

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−−

−−++−
=

1,0
0
,2

0
,2

0
,20,012

)(
2
3

)(

FEIEIIC

IIECIEC
S

sszzyss

szyPss

εθθ

θεε
R  

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

0)(2
2

0
,2

0
,2

0
,2

,03

EIIC

C
IES

zyssss

ss
Ps

θθ

θ
εS  

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−

= 0)(
00

0
,2

4
EIIS

zysssθT  (3.3.29) 

 
3.3.3 擾動位移的級數解 
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假設(3.3.28)式的解可以表示成下列的級數 
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 (3.3.30) 
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A  (3.3.31) 

如前節所述， 1θ 和 v是定義在擾動後的元素座標 ix 中。 

因(3.3.28)式的為二個聯立的四次線性常微分方程式，所以其解只有 8個獨立的未定係

數，本節中取 3210 ,,, AAAA 為獨立的未定係數，所以所有的 )4( ≥nnA 都可以表示成

3210 ,,, AAAA 的函數，其間的遞迴關係可由以下的推導求得。由(3.2.12)~(3.2.14)式及

(3.3.24)式知(3.3.28)式中的 0
0
2 ,εθ 及其微分都是 ζasin 及 ζacos 的函數。因本節中採用了

ζ 的多項式作為(3.3.28)式的級數解所以必須先將(3.3.14)式中的   ,,  , TSRQ 表示成以下

多項式的形式。 
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其中 0≥m ，本文中m最大取到 5， iiii TSRQ ,,, 為常數矩陣。 

將(3.3.31)，(3.3.32)式及 5=m 代入(3.3.28)式中並將其化成 4−nζ 的形式 

可得 
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將(3.3.33)式展開並按照ζ 的次方排列可得 
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將(3.3.34)式化成 4−nζ 的排列方式 
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  (3.3.35) 
由(3.3.28)式可得下列遞迴關係式 
當 84 ≤≤ n 時 

  
1

jn
n

j

j
nn −

=
∑= AXA  (3.3.36) 

當 9≥n 時 

   
9

1
jn

j

j
nn −

=
∑= AXA  (3.3.37) 

其中 
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  (3.3.38) 
由(3.3.36)及(3.3.37)式中的遞迴關係式，我們可以將 )4( ≥nnA 表示成 )3~0( =iiA 的函

數，其推導過程如下所述。 
令 

 ∑
=

≤≤=
3

0
)8(4    

j
j

n
jn nATA  (3.3.39) 

比較(3.3.36)和(3.3.39)式可得 

  )3~0(   4
4 == jj
j XT   (3.3.40) 

   )85(),3~0(    
4

1
≤≤=+= ∑

−

=

−− nj
n

i

in
j

i
n

jn
n

n
j TXXT  (3.3.41) 

由(3.3.41)式的遞迴關係及(3.3.40)式即可求出(3.3.39)式中的 )84( ≤≤ nn
jT  
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當 9≥n  時，令 

   9           
8

0
≥= ∑

=
ni

i

n
in AYA  (3.3.42) 

由(3.3.35)式可得 

   9~1           
8

0
== ∑

=

−
− ji

i

jn
ijn AYA  (3.3.43) 

將(3.3.43)式代入(3.3.37)式可得 

 

i
i j

jn
i

j
n

j i
i
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i

j
nn

AYX
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∑∑

∑ ∑

= =

−

= =

−=

8

0

9

1

9

1

8

0

=     

 (3.3.44) 

比較(3.3.42)式和(3.3.44)式可得 

 )9(,)8~0(          
9

1
≥== ∑

=

− ni
j

jn
i

j
n

n
i YXY                (3.3.45) 

當 9=n 時，由(3.3.37)式可得 

  j
j

j
−

=
∑= 9
9

1
99 AXA  (3.3.46) 

由(3.3.44)式可得 

 i
j i

j
i

j AYXA ∑∑
= =

−=
9

1

8

0

9
99  (3.3.47) 

比較(3.3.46)式和(3.3.47)式可得 

          
      if      
      if       

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ki
kik

i 0
I

Y  (3.3.48) 

其中 8~0= 8~0 , ki =  , I為 22× 的單位矩陣，0為 22× 的零矩陣。 

  由(3.3.45)式中的遞迴關係式及(3.3.48)式即可求得 )8~0,9( =≥ inn
iY ((3.3.42)

式)。將(3.3.39)及(3.3.42)式代入(3.3.30)式，可將 },{ 1 vθ 的級數解表示成以下 )3~0( =jA j

的函數 

 ∑
=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ 3

0

1       
j

j
N
jv

AU
θ

                   (3.3.49)  
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  ∑ ∑
= =

++=
8

4 9m

N

n

n
j

m
j

mjN
j ZTIU ζζ    (3.3.50) 

 )(
8

4
∑
=

+=
m

m
j

n
m

n
j

nn
j TYYZ ζ   (3.3.51) 

其中 3~0= ,  9 jn ∞≤≤  

本文在數值計算時，是以下式作為 },{ 1 vθ 級數解((3.3.49)式)的收斂準則  

      tolN
j

n
j

E≤

∞

∞

U

Z
                                    (3.3.52) 

其中
tolE 為所給定之容許誤差值，

∞     為矩陣的Row sum norm。一個矩陣

NN×A 的Row sum norm 的定義如下[25] 

    )(max
1

∑
=

∞ =
N

j
ij

i
AA  

由(3.3.49)式可將 1θ 和 v表示成下列的形式  

    qNt
11 =θ   (3.3.53) 

    qNt
vv =                                       (3.3.54) 

 }{ 33221100 BABABABA=q    (3.3.55) 

其中 1N 和 vN 皆為 18× 的行矩陣，本文中稱其為形狀函數。  

iA )3~0(  , =iBi 為未定係數。其值是由梁元素端點的邊界條件定。令
j1θ 、 jv 、

j3θ 、
jβ 表示 1θ 、 v、

ds
dv

=3θ ((2.4.5)式) ，
ds

d 1θβ = 在節點 j )2,1( =j 之值。 

由(3.3.53)和(3.3.54)式可得 

 qTu qθθ =  (3.3.56) 
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t
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sv

tt
vq

NNNN

NNNNT =
 (3.3.57) 

其中 θu 已在(3.3.11)式中定義， 5.01 −=ζ , 5.02 =ζ 。 

因本文以後的推導都是以節點在總體座標上的擾動位移、旋轉及形心軸的扭轉率為

獨立變數，所以必須將(3.3.53)式及(3.3.54)式中的q表示成 gu 的函數。 

由(3.3.12)、(3.3.15)及(3.3.56)式可得 

  gqguTq =  (3.3.58) 

  t
geeqqg TTTT θθ

1−=  (3.3.59) 

 
3.3.4 梁元素在次要平衡路徑的節點內力 
因在次要平衡路徑上，梁元素的內力在共同的節點上必須滿足力的平衡，在兩端的

節點必須必須滿足外力的邊界條件，所以本節中首先要將梁截面在元素座標上的合力、

合力矩及雙力矩表示成擾動位移 gu 的函數。在本節的推導中，所有的擾動量及其微分

都僅取到一次項。梁的內力必須在受擾動後的元素座標 ix 上計算。 

令 

   },,{ 321 jjjj FFF=F  (3.3.60) 

 },,{ 321 jjjj MMM=M  (3.3.61) 

其中 ijF 及 ijM 表示元素節點 )2,1( =jj 在擾動後之元素座標軸 )3,2,1( =ixi 方向的節點

力及力矩。 ijF 及 ijM 的計算方法在附錄 D中有詳盡的推導。 

為了推導上的方便，本研究將 jF 及 jM 的分量表示成在擾動前之元素座標 ix 上的分

量 ijF 及 ijM ，由(3.3.8)式可得 

 jeejjjj FFF FAF == },,{ 321  (3.3.62) 

 jeejjjj MMM MAM == },,{ 321  (3.3.63) 
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所以由(3.3.8)、(3.3.62)、(3.3.63)式可得 
 11 FF =  (3.3.64) 

 233122 eFvFFF −
∆

+=
l

 (3.3.65) 

 33 FF =  (3.3.66) 

 
l

vMMM ∆
−= 211  (3.3.67) 

 22 MM =  (3.3.68) 

 32323 MeMM +=  (3.3.69) 

因本文中僅取到擾動量的一次項，所以(3.3.65)、(3.3.67)及(3.3.69)式中之 1F 、 3F 及

2M 是採用其在擾動前之值，即(3.2.4)、(3.2.5)及(3.2.7)式 

令 

 },,,{ 2211
θθ BB eee FFF −−=  (3.3.70) 

 },,,{ 2211
θθ BB eee FFF −−=  (3.3.71) 

 },,{ 312 jjjej MMF=F  (3.3.72) 

 },,{ 312 jjjej MMF=F  (3.3.73) 

其中 )2,1( =jj ， eF 、 eF 為元素擾動後的節點內力向量分別表示成擾動前元素座

標上的分量及擾動後元素座標上的分量。 
由(3.3.8)、(3.3.62)、(3.3.63)及(3.3.70)~(3.3.73)式可將擾動後的元素節點內力表示成 

 eeeee uTFF +=  (3.3.74) 

其中 
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⎥
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1
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T
0
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T
F

F

ee  (3.3.75) 

FjT 代表 FT 在節點 )2,1( =jj 之值 
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2
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2sin jjjs θϕ ==  

由附錄 D中的(D.18)與(3.3.74)式可得 

 eeeFe uTqNF +=  (3.3.76) 

其中 FN 可在附錄 D中(D.19)式中已有定義，q在(3.3.55)式中已有定義。 

由(3.3.15)、(3.3.56)式可將(3.3.76)式表示成 

 eeeeqFe uTTTNF )( 1 += −
θθ  (3.3.77) 

令 

 }{ 23212221311121
θθ BMMFBMMF gggggg

g =F  (3.3.78)  

其中
g
jF2 , g

j
g
j MM 31 , , )2,1( =jB j

θ
分別為梁元素在節點 j沿 2X 軸方向的內力，繞 1X 及

3X 軸的力矩及雙力矩。 

由(3.3.12)式可知 gF (3.3.78)式及 eF (3.3.77)式的關係如下： 

 egeg FTF =  (3.3.79) 

利用(3.3.12)式可將 (3.3.79)式表示成 

 g
t
geeeeqFgeg uTTTTNTF )( 1 += −

θθ  (3.3.80) 
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3.3.5  梁結構的邊界條件 
本文中分析的簡支梁和懸臂梁在兩端點因支承不同而有不同的邊界條件，但

在內部節點則有相同邊界條件，所以本節中將邊界分為兩端節點和內部節點兩種

邊界。本節中以 g
i)( 表示 )( 在系統節點 )11( +−= Nii 的值且 )( 是在總體座標上定義

的，
g

ij )()( 表示 )( 在第 )1( Nii −= 個元素節點 )2,1( =jj 之值，且 )( 是在總體座標上

定義的。所以
θβφφ i

g
i

g
i

g
iv ,,3,1,   ,   ,  , 代表系統之第 i個節點在 2X 方向的擾動位移，繞 1X 及

3X 軸的擾動旋轉及形心軸的扭轉率。 , )(,
g

ijv ,  )(,1
g

ijφ ,  )(,3
g

ijφ θβ )(, ij )2,1( =j 代表第 i個

元素的節點 j在 2X 方向的擾動位移，繞 1X 及 3X 軸的擾動旋轉及形心軸的扭轉率。為

了方便說明，本節中令懸臂梁的第一個節點為固定端，第 1+N 個節點為自由端，

本文中僅考慮兩端具有相同邊界條件的簡支梁。  
梁端點的的邊界條件可以說明如下： 
(1)固定端(第一個節點)邊界條件： 

    0)1(111,1 == gg φφ  

    0)1(311,3 == gg φφ  

    0)1(11, == gg vv                  

0)1(11, == θθ BB (自由翹曲)，或 0)1(11, == θθ ββ (抑制翹曲) 

  (3.3.81) 
(2)自由端第 1+N 個節點 

自由端的邊界條件和施加力矩方式有關(見(3.1.3)~(3.1.5)式)，可分為 QT-1，QT-2
及 ST 來說明 

QT-1： 

 0)(121,1 ==+
g

N
g

N MM   g
N

g
N

g
N MMM )(321,11,3 == ++ φ   (3.3.82a) 

QT-2：  

 g
N

g
N

g
N MMM )(121,31,1 =−= ++ φ    0)(321,3 ==+

g
N

g
N MM   (3.3.82b) 

ST：  

  g
N

g
N

g
N MMM )(121,31,1 2

1
=−= ++ φ   g

N
g

N
g

N MMM )(321,11,3 2
1

== ++ φ  

                                                (3.3.82c) 
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另外與力矩形式無關的邊界條件有 

  0      0 )(21,)(221,2 ==== ++
θθ

NN
g

N
g

N BBFF                  (3.3.83a) 

   

    

    

        

)(21,

)(21,

)(321,3)(121,1

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

vv

ββ

φφφφ

=

=

==

+

+

++

                    (3.3.83b) 

(3)簡支梁端點邊界條件(第 1和第 1+N 個節點) 
本文中共考慮了以下四種不同的邊界條件。 

(a) 0)1(311,3 == gg MM       0)(321,3 ==+
g

N
g

N MM  

 0)1(11, == θθ ββ   0)(21, ==+
θθ ββ NN           (3.3.84a) 

(b) 0)1(311,3 == gg MM       0)(321,3 ==+
g

N
g

N MM  

  0)1(11, == θθ BB           0)(21, ==+
θθ

NN BB                        (3.3.84b) 

(c) 0)1(311,3 == gg φφ          0)(321,3 ==+
g

N
g

N φφ  

 0)1(11, == θθ ββ           0)(21, ==+
θθ ββ NN              (3.3.84c) 

(d) 0)1(311,3 == gg φφ          0)(321,3 ==+
g

N
g

N φφ   

  0)1(11, == θθ BB           0)(21, ==+
θθ

NN BB             (3.3.84d) 

另外四種不同的邊界有以下共同的邊界條件。 

 0)1(111,1 == gg φφ        0)(121,1 ==+
g

N
g

N φφ  

 0)1(11, == gg vv         0)(21, ==+
g

N
g
N vv  (3.3.85) 

以上的四種邊界條件在外加彎矩為 QT-1，QT-2及 ST時皆適用。 
在簡支梁和懸臂梁的內部節點，即第 2個到第 N 個節點，相鄰元素在共同節點上必

需有一致的變形且滿足力的平衡，其邊界條件可以表示如下 
    (1)位移邊界條件：  
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g
i

g
i

g
i
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i
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i
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i
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ii

gg
i vvv

1,)1(1)(2

1,3)1(31)(32

1,1)1(11)(12

1,)1(1)(2
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++

++
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φφφ
                            (3.3.86a) 

(2)力邊界條件： 

 
0

0

)1(11)(12

)1(21)(22

=−

=−

+

+

g
i

g
i

g
i

g
i

MM

FF
 

 
0

0

)1(1)(2

)1(31)(32

=−

=−

+

+

θθ
ii

g
i

g
i

BB

MM
                            (3.3.86b) 

本文在分析時候將  , , ,3,1,
g

i
g
i

g
iv φφ 及 )1,1( += Nig

iβ 當做獨立變數，所以位移的邊界條

件都可以自動滿足。 
 

3.4 挫屈負荷 
將(3.3.79)、(3.3.80)式代入 3.3.5節中力的邊界條件，即可求得挫屈負荷的統御方程

式。今以懸臂梁固定端為抑制翹曲，外加彎矩為 QT-1型為例，說明挫屈負荷統御方程

式的形成。將 (3.3.79)、(3.3.80)、(3.3.81)、(3.3.83b)及(3.3.86a)式代入(3.3.82a)、(3.3.83a)
及(3.3.86b)式可得 

  141444 }{}{][ ××× = NNNN 0UK  (3.4.1) 

 }{}{ 11,311,1 22,32,12 14
θθ βφφβφφ ++++× = N

g
N

g
N

g
N

ggg
N VV LLU  

           (3.4.2) 
其中 }{ , ][ 之下標分別代表矩陣和向量的維數(dimension)。而N 代表元素的數目。 ][K 可

視為系統的剛度矩陣， }{U 為系統的位移向量。 
對於不同的邊界條件，該統御方程式的維數會有不同，但形式相同，所以本文中以

下式作為挫屈負荷的統御方程式 
    0KU =  (3.4.3) 
若(3.4.3)式有非零解時，表示結構在原平衡位置附近還有其他的平衡位置，也就是

發生挫屈。因(3.4.3)式為一齊項式( homogeneous equation )，所以僅有當剛度矩陣K的行

列式值 Kdet 為零時U才有非零的解。而(3.4.3)式中剛度矩陣K為彎矩M 之非線性函

數，即 )(MKK = 。因此能滿足 0)(det * =MK 之最小 *M 即稱為臨界負荷。本文中求臨

界負荷的方法可說明如下： 

在數值程序中則是先給定一個M 初始值 0M ，及迭代增量 M∆ ，然後再計算對應於
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)3,2,1(  0
L=∆+= IMIMM 的 Kdet ，一直到 Kdet 的值變號，然後再用二分法求得滿

足 0det =K 之
*M 數值。本文中以 

    tole≤maxdet det KK  (3.4.4) 

作為判斷 0det =K 的收斂準則，其中 maxdet K 為計算過程最大的 Kdet ， tole 為給

定的誤差值。當求得挫屈負荷
*M 後，本文用以下的方法求得挫屈模態。 

將 )( *MK 分解成 

 ULM KKK =)( *  (3.4.5) 

其中 LK 為一下三角矩陣，其對角線元素皆為 1， UK 為一上三角矩陣。 
若 UK 之對角線元素之絕對值在第 I 行有最小值取挫屈模態第 I 個分量 1=IU 。將

(3.4.3)式改寫成 )14( −N 個聯立方程式，再用高斯消去法求出剩餘的 )14( −N 個挫屈模態

的分量。 
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第四章 數值例題 
本文中的例題共考慮了 7種不同斷面的梁：(1)橢圓斷面，長軸半徑 a = 2.5cm，短

軸半徑 b = 0.25cm，(2)橢圓斷面，長軸半徑 a = 3cm，短軸半徑 b = 0.1cm，(3)W14×159
型鋼，(4)W14×90型鋼，(5)W10×100型鋼，(6)W10×60型鋼，(7)W10×30 型鋼。 

橢圓形梁的長度有二種：L=25、50cm，楊氏模數 2410 cmNE = ，剪力模數

23105 cmNG ×= 。W型鋼的長度有二種：L = 300、600in，其楊氏模數 ksiE 4109.2 ×= ，

剪力模數 ksiG 41012.1 ×= 。橢圓及W型鋼的斷面尺寸及斷面常數都列於附錄 E的表中，
本章中 yz II=α , CRP 代表梁在軸力作用時的側向挫屈負荷。本文中將不同邊界條件的

梁之挫屈軸力列於附錄 F 中。本章中 CRM 代表簡支梁或懸臂梁在均勻彎矩作用時線性

挫屈分析的側向-扭轉彎矩。本文中將簡支梁及懸臂梁在不同邊界條件的 CRM 列於附錄

G中，本章中用 BM 代表本文的挫屈彎矩。N代表使用的元素數目，本文中 BC1,BC2,BC3
及 BC4 分別代表簡支梁的四種邊界條件即((3.3.84a)~(3.3.84d)式)。本文在分析時使用
(3.3.32)式將 TS,R,Q, 展開成了ζ 的多項式級數，而本文中 m 代表多項式級數所取到的

項次。為了 BM 的準確性，本文中用不同的 m及 N對 BM 做了一些收斂分析，並將其結

果列於表一至表四中。 
本文分析的結果將與文獻上線性挫屈分析的古典解比較，為了方便比較，本文將文

獻上的古典解公式列於附錄 G中。 
首先分析級數解(3.3.32)式到達要求收斂精度， TSRQ ,,, 所需ζ 的項次。由表二發

現，當軸力為 610− CRP ，採用 50個元素，W14×159型鋼( 3973.0=α )，只要保留到 0ζ 項

就有相當的精確度，但是，在同一型鋼和邊界條件下，當軸力增為 0.9 CRP 時，只採用

30 個元素時則只取到 0ζ 項也有相當精確度，分別比較表一和表二，表三和表四可知，

在大變形，元素數目較少時，且承受大軸力的情況下，必須取到ζ 較高的次項，才能達

到較高的精確度。且由表二可知在大變形的情況下只要取到 2ζ 項方有相當精確度，但

本文分析時為求更精確，故一律取到 5ζ 項。 
表五到表八為所需元素數目的收斂分析，由表六，W14×159型鋼( 3973.0=α )中可

以發現當軸力接近 0，且 yz II 較大時，50 個元素的解即已相當正確，當軸力增大到

0.9 CRP 時，挫屈前的變形較軸力為 0 時更小，所以取十個元素時其精度較軸力為

610− CRP 時更為精確。但為了確保在各種不同情況答案的精度，本文所有例題的分析除

另有聲明都採用 50 個元素。由表五和表七中橢圓斷面的結果和線性挫屈分析的古典解
很接近。這是可預期的結果，因橢圓斷面其主要主軸的撓曲剛度 yEI 遠大於次要主軸的

撓曲剛度 zEI 及扭轉剛度GJ ，所以挫屈前的變形應可忽略，由此可證明本文方法的正

確性。由表六和表八中的 W14×159型鋼分析可以發現，本文的結果和古典解有相當的
差異，這是因為W14×159的斷面之 3937.0=yz II ，所以挫屈前的變形對挫屈彎矩有相

當的影響。 
為了驗證本文所採用的方法的準確性，我們以文獻[21]所採用的方法及本文所採用

的方法分析了一長度為 762=L (cm)、斷面為W10×100的懸臂梁，其斷面常數及材料常

數為， cmb 2636.26= ， cmt f 8448.2= ， cmd 194.28= ， cmtw 7272.1= ，楊氏模數

2/19994804 cmNE = ，剪力模數 2/8273712 cmNG = ， 332279.0=α ， 21072401.0 −×=β ，
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410736673.0 ×=γ 。表九(a)和(b)分別為本文的方法及文獻[21]的方法使用 80個元素的結
果。從表九中可以看出本文所採用的方法所求得的結果相當的吻合。 

表十到表二十三為軸力對挫屈彎矩的影響，文中WR表示 warping restraint，WF表
示 warping free。當軸向壓力增加時，本文方法所求得的挫屈彎矩 BM 逐漸降低。表十到

表十四為不同斷面的簡支梁，由表十至表十二分析得知當軸力為 0.9 CRP 時，挫屈彎矩

BM 約為 CRM (古典挫屈彎矩)的 0.2~0.3倍，表十三和表十四顯示當軸力為 0.9 CRP 時且

邊界條件為固端梁時簡支梁的挫屈彎矩 BM 大約只有 0.1 CRM ，但是，在表十四

(a)W14×90型鋼中當軸力為 0.6 CRP 起時 0=BM 已開始挫屈。表十五至十七為懸臂梁(橢
圓斷面)的挫屈分析，QT-1,和 ST型彎矩所得的 BM 和 CRM 較接近，當軸力為 0.9 CRP 時

BM 約為 0.3 CRM ，而 QT-2 型的 BM 約為 0.45 CRM ，顯示不同彎矩的施加方式所得的

BM 有蠻大差距，而表十八至二十三中W型鋼斷面受 QT-1，ST型彎矩也有類似的結果，

但在表十九中 (Warping restraint,QT-2)所受軸力為 0.9 CRP 時， BM 仍可高達

0.50~0.56 CRM 。 
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第五章 結論 
本文利用二階梁理論及共旋轉法探討梁在軸力及均勻彎矩同時作用下的幾何非線

性側向-扭轉挫屈(Lateral-torsional buckling)。本文中首先求出梁元素在主要平衡路徑的

統御方程式及其通解，再利用梁元素在共同節點上有相同的切線及曲率的邊界條件，求

出梁結構的主要平衡路徑。然後在主要平衡路徑加上擾動位移，建立元素受擾動後的元

素座標，求得元素節點擾動位移與擾動變形間的關係及節點內力在不同座標轉換的關

係，求出梁元素在次要平衡路徑的統御方程式及其級數解，然後再利用梁結構的端點及

內部節點邊界條件求得挫屈負荷及挫屈模態。 
由本文例題之結果可以發現隨著軸向壓力的增加，懸臂梁及簡支梁所得到的挫屈彎

矩逐漸降低。不同的斷面、不同長度、不同的邊界條件，都有個別的挫屈彎矩曲線趨勢，

本文分析的方法及結果應可作為梁柱設計的參考。 
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表一 簡支梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 
 
斷面 1：Ellipse(a:b=10,a=2.5(cm),L=25(cm),BC3) 

CRB MM   
CRPP  

 
N  m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 
3 0.9904 0.9902 0.9902 0.9902 0.9902 0.9902 
10 0.9883 0.9882 0.9882 0.9882 0.9882 0.9882 
30 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 
50 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 
70 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 
90 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 
100 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 0.9880 

-610  

 
 
 

0.9 3 0.2959 0.2953 0.2957 0.2957 0.2957 0.2957 
10 0.2959 0.2958 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 
30 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 
50 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 
70 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 
90 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 

 
 
 
 

100 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 0.2959 

CRP N)10( 1
 1.9379 

CRM cm)N10( 2 ⋅  1.1207 
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表二 簡支梁挫屈彎矩 BM 的收斂分 

 
斷面 3：(w14×159,L=300(in),BC3) 

CRB MM   
CRPP  

 
N   m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 
3 0.9854 0.9854 0.9854 0.9854 0.9854 0.9854
10 0.9295 0.9295 0.9295 0.9295 0.9295 0.9295
30 0.9240 0.9240 0.9240 0.9240 0.9240 0.9240
50 0.9235 0.9235 0.9235 0.9235 0.9235 0.9235
70 0.9234 0.9234 0.9234 0.9234 0.9234 0.9234
90 0.9234 0.9234 0.9234 0.9234 0.9234 0.9234
100 0.9233 0.9233 0.9233 0.9233 0.9233 0.9233

-610  

 
 

 

       
0.9 3 0.0521 0.0522 0.0534 0.0534 0.0534 0.0534

10 0.0511 0.0509 0.0510 0.0510 0.0510 0.0510
30 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508
50 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508
70 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508
90 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508

 
 
 
 

100 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508 0.0508

CRP lb)10( 6
 6.0424 

CRM lb)-in10( 7
 8.2313 
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表三 懸臂梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 

 
斷面 1：Ellipse(a:b=10,a=2.5(cm),L=25(cm),Warping restraint ,ST) 

CRB MM   
CRPP  

 
N  m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 
3 1.0115 1.0078 1.0078 1.0078 1.0078 1.0078
10 1.0078 1.0072 1.0072 1.0072 1.0072 1.0072
30 1.0072 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071
50 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071
70 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071
90 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071
100 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071 1.0071

-610  

 
 

 

       
0.9 3 0.3357 0.3357 0.3357 0.3357 0.3357 0.3357

10 0.3357 0.3357 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356
30 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356
50 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356
70 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356
90 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356

 
 
 
 

100 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356 0.3356

CRP N)(  1.2112 

CRM cm)N10( 1 ⋅  5.4305 
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表四 懸臂梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 

 
斷面 3：(w14× 159,L=300(in),Warping restraint,ST) 

CRB MM   
CRPP  

 
N   m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 
3 0.8544 0.8544 0.8544 0.8544 0.8544 0.8544
10 0.8491 0.8491 0.8491 0.8491 0.8491 0.8491
30 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486
50 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486
70 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486
90 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486
100 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486 0.8486

-610  

 
 
 

       
0.9 3 0.3394 0.3350 0.3351 0.3352 0.3352 0.3352

10 0.3373 0.3369 0.3370 0.3370 0.3370 0.3370
30 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371
50 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371
70 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371
90 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371

 
 
 
 

100 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371 0.3371

CRP lb)10( 5
 5.9470 

CRM lb)-in10( 7
 2.4390 
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表五 簡支梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 
 
斷面 1：Ellipse(a:b=10,a=2.5(cm),L=25(cm)) 

CRB MM   
CRPP  

 
N BC1 BC2 BC3 BC4 
3 0.9195 0.9953 0.9902 0.8823 
10 0.9191 0.9948 0.9882 0.8804 
30 0.9190 0.9948 0.9880 0.8802 
50 0.9190 0.9948 0.9880 0.8802 
70 0.9190 0.9948 0.9880 0.8802 
90 0.9190 0.9948 0.9880 0.8802 
100 0.9190 0.9948 0.9880 0.8802 

-610  

 
 

 

     
0.9 3 0.2877 0.3113 0.2957 0.2635 

10 0.2877 0.3113 0.2959 0.2636 
30 0.2878 0.3113 0.2959 0.2636 
50 0.2878 0.3113 0.2959 0.2636 
70 0.2878 0.3113 0.2959 0.2636 
90 0.2878 0.3113 0.2959 0.2636 

 
 
 
 
 
 100 0.2878 0.3113 0.2959 0.2636 

CRP N)10( 1
 0.4845 0.4845 1.9379 1.9379 

CRM cm)N10( 2 ⋅  0.6245 0.5447 1.1207 1.2550 
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表六 簡支梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 

 
斷面 3：(W14× 159,L=300(in)) 

CRB MM   
CRPP  

 
N BC1 BC2 BC3 BC4 

610−  
3 

1.2909 1.3214 0.9854 0.8351 
10 1.2518 1.2808 0.9295 0.7833 
30 1.2478 1.2773 0.9240 0.7789 
50 1.2475 1.2770 0.9235 0.7786 
70 1.2474 1.2769 0.9234 0.7785 
90 1.2474 1.2769 0.9234 0.7784 
100 1.2474 1.2768 0.9233 0.7784 

 

     
0.9 3 0.2821 0.2546 0.0534 0.0170 

10 0.2807 0.2534 0.0510 0.0164 
30 0.2805 0.2533 0.0508 0.0164 
50 0.2805 0.2533 0.0508 0.0164 
70 0.2805 0.2533 0.0508 0.0164 
90 0.2805 0.2533 0.0508 0.0164 

 

100 0.2805 0.2533 0.0508 0.0164 

CRP lb)10( 6
 2.3788 2.3788 6.0424 6.0424 

CRM lb)-in10( 7
 4.5864 2.8228 8.2313 6.5042 
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表七 懸臂梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 

 
斷面 1：Ellipse(a:b=10:1,a=2.5(cm),L=25(cm))  

CRB MM  

   Warping restraint            Warping free 
 
CRPP  

 
N 

QT-1    QT-2    ST         QT-1    QT-2    ST 
3 0.9950 1.0345 1.0078 0.9949 1.0048 0.9983 
10 0.9950 1.0346 1.0072 0.9949 1.0048 0.9977 
30 0.9950 1.0346 1.0071 0.9949 1.0049 0.9977 
50 0.9950 1.0346 1.0071 0.9949 1.0049 0.9977 
70 0.9950 1.0346 1.0071 0.9949 1.0049 0.9977 
90 0.9950 1.0346 1.0071 0.9949 1.0049 0.9977 
100 0.9950 1.0346 1.0071 0.9949 1.0049 0.9977 

 -610  

       
  0.9 3 0.3126 0.4753 0.3357 0.3126 0.4494 0.3271 

10 0.3126 0.4753 0.3356 0.3126 0.4495 0.3271 
30 0.3126 0.4753 0.3356 0.3126 0.4495 0.3271 
50 0.3126 0.4753 0.3356 0.3126 0.4495 0.3271 
70 0.3126 0.4753 0.3356 0.3126 0.4495 0.3271 
90 0.3126 0.4753 0.3356 0.3126 0.4495 0.3271 

 

100 0.3126 0.4753 0.3356 0.3126 0.4495 0.3271 

CRP (N) 1.2113 1.2112 1.2112 1.2112 1.2112 1.2112 

cm)N10(M 1
CR ⋅  2.7153 2.7153 5.4305 2.7153+ 2.7153+  5.4305+

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表八 懸臂梁挫屈彎矩 BM 的收斂分析 

 
斷面 3：(W14× 159,L=300(in))  

CRB MM  

   Warping restraint            Warping free 
 
CRPP  

 
N 

QT-1     QT-2    ST        QT-1    QT-2    ST 
3 1.2842 0.9120 0.8544 1.2523 0.7736 0.7809 
10 1.2806 0.9104 0.8491 1.2486 0.7721 0.7751 
30 1.2803 0.9102 0.8486 1.2483 0.7720 0.7746 
50 1.2802 0.9102 0.8486 1.2483 0.7720 0.7746 
70 1.2802 0.9102 0.8486 1.2483 0.7720 0.7746 
90 1.2802 0.9102 0.8486 1.2483 0.7720 0.7746 
100 1.2802 0.9102 0.8486 1.2482 0.7720 0.7746 

 -610  

       
  0.9 3 0.2966 0.5536 0.3352 0.2871 0.4001 0.3328 

10 0.2969 0.5541 0.3370 0.2874 0.4001 0.3346 
30 0.2970 0.5541 0.3371 0.2874 0.4001 0.3347 
50 0.2970 0.5542 0.3371 0.2875 0.4001 0.3347 
70 0.2970 0.5542 0.3371 0.2875 0.4001 0.3347 
90 0.2970 0.5542 0.3371 0.2875 0.4001 0.3347 

 

100 0.2970 0.5542 0.3371 0.2875 0.4001 0.3347 

CRP lb)10( 5  5.9470 5.9470 5.9470 5.9470 5.9470 5.9470 

lb)-in10(M 7
CR  1.2195 1.2195 2.4390 1.2195+ 1.2195+  2.4390+

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表九(a) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM  
 

斷面 5：W10× 100, L=762(cm)  

CRB MM  

    Warping restraint            Warping free 
 
CRPP  

 
N 

QT-1     QT-2    ST        QT-1    QT-2     ST 
80 1.2188 0.9053 0.8610 1.2147 0.8318 0.8349 -610  
       

  0.9 80 0.3103 0.5235 0.3458 0.3092 0.4341 0.3326 
        

cm)N10(M 8
CR ⋅   

0.5323 
 
 
 
 

表九(b) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM  
 

斷面 5：W10× 100, L=762(cm)  

CRB MM  

    Warping restraint            Warping free 
 
CRPP  

 
N 

QT-1      QT-2    ST      QT-1      QT-2    ST 
80 1.2138 0.9054 0.8581 1.2099 0.8319 0.8330 -610  
       

  0.9 80 0.3090 0.5241 0.3434 0.3079 0.4336 0.3297 
        

cm)N10(M 8
CR ⋅  

0.5323 
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表十(a)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面 , BC1 ) 
 CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.9190 0.9311 0.9010 0.9099 
0.1 0.8709 0.8827 0.8542 0.8630 
0.2 0.8202 0.8316 0.8047 0.8135 
0.3 0.7664 0.7773 0.7522 0.7607 
0.4 0.7087 0.7191 0.6959 0.7041 
0.5 0.6463 0.6560 0.6348 0.6426 
0.6 0.5774 0.5863 0.5674 0.5747 
0.7 0.4995 0.5073 0.4910 0.4975 
0.8 0.4074 0.4139 0.4006 0.4062 
0.9 0.2878 0.2925 0.2831 0.2871 
0.98 0.1286 0.1307 0.1265 0.1284 

CRP (N) 4.8448 0.3721 1.2112 0.0930 
cm)N10(M 1

CR ⋅  6.2445 0.4853 3.0846 0.2384 
 

表十(b)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面 , BC2 ) 

CRB MM  

L=25cm L=50cm 
 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.9948 0.9994 0.9950 0.9995 
0.1 0.9426 0.9472 0.9432 0.9479 
0.2 0.8877 0.8922 0.8887 0.8934 
0.3 0.8294 0.8337 0.8307 0.8355 
0.4 0.7670 0.7711 0.7685 0.7733 
0.5 0.6994 0.7033 0.7011 0.7057 
0.6 0.6248 0.6284 0.6266 0.6310 
0.7 0.5405 0.5437 0.5423 0.5463 
0.8 0.4408 0.4435 0.4424 0.4459 
0.9 0.3113 0.3133 0.3126 0.3152 
0.98 0.1391 0.1400 0.1397 0.1409 

CRP (N) 4.8448 0.3721 1.2112 0.0930 
cm)N10(M 1

CR ⋅  5.4467 0.4210 2.7153 0.2096 
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表十(c)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面 , BC3 ) 
 CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.9880 0.9837 0.9887 0.9843 
0.1 0.9318 0.9296 0.9341 0.9326 
0.2 0.8733 0.8730 0.8770 0.8781 
0.3 0.8120 0.8133 0.8169 0.8204 
0.4 0.7472 0.7500 0.7532 0.7585 
0.5 0.6780 0.6819 0.6846 0.6915 
0.6 0.6027 0.6074 0.6098 0.6177 
0.7 0.5188 0.5239 0.5258 0.5343 
0.8 0.4210 0.4260 0.4275 0.4357 
0.9 0.2959 0.3000 0.3010 0.3076 
0.98 0.1317 0.1337 0.1342 0.1374 

CRP ( 110 N) 1.9379 0.1488 0.4845 0.0372 
cm)N10(M 2

CR ⋅  1.1207 0.0871 0.5536 0.0428 
 

表十(d)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面 , BC4 ) 
 CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.8802 0.8806 0.8745 0.8719 
0.1 0.8301 0.8321 0.8262 0.8261 
0.2 0.7779 0.7814 0.7757 0.7778 
0.3 0.7233 0.7280 0.7226 0.7267 
0.4 0.6657 0.6713 0.6662 0.6719 
0.5 0.6040 0.6103 0.6056 0.6125 
0.6 0.5369 0.5437 0.5393 0.5472 
0.7 0.4622 0.4689 0.4651 0.4732 
0.8 0.3751 0.3813 0.3781 0.3859 
0.9 0.2636 0.2685 0.2662 0.2725 
0.98 0.1173 0.1197 0.1187 0.1217 

CRP ( 110 N) 1.9379 0.1488 0.4845 0.0372 
cm)N10(M 2

CR ⋅   1.2550 0.0970 0.6256 0.0483 
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表十一(a)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,L=300(in),BC1 ) 

   CRB MM   
CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30 

-610  1.2475 1.2215 1.1836 1.2016 1.0283 
0.1 1.1446 1.1208 1.0954 1.1084 0.9662 
0.2 1.0427 1.0210 1.0069 1.0154 0.9021 
0.3 0.9414 0.9220 0.9178 0.9223 0.8356 
0.4 0.8403 0.8232 0.8274 0.8285 0.7661 
0.5 0.7387 0.7240 0.7350 0.7334 0.6926 
0.6 0.6355 0.6232 0.6393 0.6355 0.6134 
0.7 0.5287 0.5188 0.5380 0.5329 0.5260 
0.8 0.4141 0.4068 0.4266 0.4209 0.4253 
0.9 0.2805 0.2759 0.2927 0.2877 0.2978 
0.98 0.1211 0.1192 0.1277 0.1251 0.1321 

CRP lb)10( 6  2.3788 1.1512 0.6583 0.3689 0.0531 

CRM lb)-in10( 7  4.5864 1.9430 1.2657 0.5436 0.0918 
 
 

表十一(b)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,L=600(in),BC1 ) 
   CRB MM   

     CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30 
-610  1.2456 1.2251 1.1599 1.1877 1.0088 

0.1 1.1481 1.1285 1.0769 1.1003 0.9502 
0.2 1.0509 1.0323 0.9930 1.0124 0.8894 
0.3 0.9535 0.9362 0.9080 0.9237 0.8260 
0.4 0.8555 0.8397 0.8212 0.8336 0.7593 
0.5 0.7560 0.7420 0.7318 0.7412 0.6881 
0.6 0.6539 0.6418 0.6385 0.6454 0.6110 
0.7 0.5471 0.5371 0.5390 0.5437 0.5254 
0.8 0.4310 0.4234 0.4287 0.4315 0.4259 
0.9 0.2936 0.2887 0.2950 0.2963 0.2990 
0.98 0.1274 0.1253 0.1290 0.1294 0.1329 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 

CRM lb)-in10( 7  1.6073 0.6015 0.5417 0.2076 0.0376 
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表十二(a)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,L=300(in),BC2 ) 

  CRB MM   
CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30

-610  1.2770 1.2476 1.2178 1.2277 1.0520 
0.1 1.1605 1.1232 1.1258 1.1268 0.9856 
0.2 1.0462 1.0020 1.0336 1.0268 0.9176 
0.3 0.9339 0.8839 0.9407 0.9273 0.8475 
0.4 0.8234 0.7690 0.8467 0.8279 0.7746 
0.5 0.7142 0.6568 0.7507 0.7278 0.6979 
0.6 0.6055 0.5470 0.6516 0.6262 0.6160 
0.7 0.4956 0.4386 0.5471 0.5209 0.5264 
0.8 0.3814 0.3292 0.4326 0.4079 0.4240 
0.9 0.2533 0.2122 0.2959 0.2762 0.2957 
0.98 0.1075 0.0874 0.1288 0.1191 0.1308 

CRP lb)10( 6  2.3788 1.1512 0.6583 0.3689 0.0531 
lb)-in10(M 7

CR  2.8228 1.0532 0.9547 0.3653 0.0662 
 
 
 

表十二(b)  簡支梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,L=600(in),BC2 ) 
   CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  1.2806 1.2505 1.2193 1.2290 1.0523 

0.1 1.1795 1.1468 1.1326 1.1386 0.9907 
0.2 1.0785 1.0441 1.0448 1.0475 0.9270 
0.3 0.9773 0.9419 0.9556 0.9554 0.8604 
0.4 0.8756 0.8401 0.8644 0.8618 0.7905 
0.5 0.7725 0.7377 0.7704 0.7659 0.7160 
0.6 0.6669 0.6339 0.6722 0.6663 0.6353 
0.7 0.5567 0.5266 0.5673 0.5607 0.5459 
0.8 0.4374 0.4118 0.4511 0.4444 0.4421 
0.9 0.2971 0.2784 0.3103 0.3047 0.3101 
0.98 0.1285 0.1199 0.1356 0.1329 0.1378 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 
lb)-in10(M 7

CR  1.2195 0.4093 0.4557 0.1660 0.0311 
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表十三(a)  簡支梁之挫屈彎 BM ( W斷面,L=300(in),BC3 ) 

   CRB MM   
CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30

-610  0.9235 0.9165 0.9161 0.9162 0.9391 
0.1 0.7896 0.7747 0.7870 0.7805 0.8432 
0.2 0.6643 0.6434 0.6653 0.6538 0.7506 
0.3 0.5480 0.5229 0.5513 0.5366 0.6613 
0.4 0.4408 0.4135 0.4453 0.4291 0.5750 
0.5 0.3431 0.3154 0.3477 0.3314 0.4915 
0.6 0.2550 0.2289 0.2588 0.2438 0.4103 
0.7 0.1768 0.1541 0.1792 0.1667 0.3304 
0.8 0.1087 0.0911 0.1093 0.1002 0.2499 
0.9 0.0508 0.0403 0.0499 0.0449 0.1629 
0.98 0.0120 0.0085 0.0106 0.0090 0.0680 

CRP lb)10( 6  6.0424 3.1770 1.9813 1.0845 0.2124 
lb)-in10(M 7

CR  8.2313 3.4871 2.2716 0.9757 0.1648 
 
 

表十三(b)  簡支梁之挫屈彎 BM ( W斷面,L=600(in),BC3 ) 
   CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.9240 0.9191 0.9099 0.9141 0.9418 

0.1 0.7996 0.7857 0.7898 0.7894 0.8558 
0.2 0.6816 0.6609 0.6748 0.6711 0.7715 
0.3 0.5703 0.5450 0.5653 0.5594 0.6888 
0.4 0.4660 0.4382 0.4618 0.4548 0.6074 
0.5 0.3689 0.3407 0.3648 0.3576 0.5269 
0.6 0.2792 0.2527 0.2748 0.2682 0.4468 
0.7 0.1973 0.1744 0.1925 0.1871 0.3659 
0.8 0.1235 0.1061 0.1187 0.1149 0.2817 
0.9 0.0582 0.0480 0.0544 0.0523 0.1872 
0.98 0.0130 0.0094 0.0130 0.0101 0.0794 

CRP lb)10( 6  1.5106 0.7943 0.4953 0.2711 0.0531 
lb)-in10(M 7

CR  2.8846 1.0796 0.9721 0.3726 0.0675 
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表十四(a)  簡支梁之挫屈彎 BM ( W斷面,L=300(in),BC4 ) 

   CRB MM   
CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30

-610  0.7786 0.7790 0.7808 0.7806 0.8609 
0.1 0.6501 0.6240 0.6699 0.6570 0.7688 
0.2 0.5313 0.4818 0.5650 0.5423 0.6800 
0.3 0.4226 0.3528 0.4667 0.4371 0.5946 
0.4 0.3247 0.2367 0.3755 0.3417 0.5126 
0.5 0.2380 0.1308 0.2917 0.2567 0.4337 
0.6 0.1632 0.0000 0.2157 0.1824 0.3578 
0.7 0.1007 0.0000 0.1481 0.1193 0.2841 
0.8 0.0514 0.0000 0.0894 0.0677 0.2113 
0.9 0.0164 0.0000 0.0402 0.0279 0.1350 
0.98 0.0000 0.0000 0.0082 0.0050 0.0553 

CRP lb)10( 6  6.0424 3.1770 1.9813 1.0845 0.2124 
lb)-in10(M 7

CR  6.5042 2.4268 2.1998 0.8417 0.1526 
 
 

表十四(b)  簡支梁之挫屈彎 BM ( W斷面,L=600(in),BC4 ) 
   CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.7792 0.7796 0.7789 0.7790 0.8449 

0.1 0.6739 0.6600 0.6775 0.6738 0.7683 
0.2 0.5738 0.5485 0.5798 0.5734 0.6930 
0.3 0.4792 0.4458 0.4864 0.4782 0.6189 
0.4 0.3905 0.3521 0.3977 0.3888 0.5458 
0.5 0.3080 0.2679 0.3143 0.3055 0.4736 
0.6 0.2321 0.1934 0.2368 0.2289 0.4016 
0.7 0.1631 0.1291 0.1658 0.1594 0.3288 
0.8 0.1013 0.0753 0.1021 0.0976 0.2530 
0.9 0.0472 0.0323 0.0467 0.0443 0.1681 
0.98 0.0097 0.0058 0.0120 0.0084 0.0713 

CRP lb)10( 6  1.5106 0.7943 0.4953 0.2711 0.0531 
lb)-in10(M 7

CR  2.8099 0.9430 1.0500 0.3825 0.0716 
 
 
 
 



 60

 

表十五(a)  懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面,WR,QT-1 ) 

CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.9950 0.9995 0.9950 0.9995 
0.1 0.9432 0.9479 0.9434 0.9481 
0.2 0.8887 0.8934 0.8889 0.8937 
0.3 0.8307 0.8355 0.8310 0.8359 
0.4 0.7685 0.7733 0.7689 0.7738 
0.5 0.7011 0.7057 0.7015 0.7063 
0.6 0.6266 0.6310 0.6270 0.6317 
0.7 0.5423 0.5463 0.5427 0.5470 
0.8 0.4424 0.4459 0.4429 0.4466 
0.9 0.3126 0.3152 0.3130 0.3157 
0.98 0.1397 0.1409 0.1399 0.1412 

CRP (N) 1.2112 0.0930 0.3028 0.0233 
cm)N10(M 1

CR ⋅  2.7153 0.2096 1.3566 0.1047 
 

表十五(b)  懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面,WF,QT-1 ) 

CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
      
 
   CRPP  

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.9949 0.9994 0.9950 0.9995 
0.1 0.9432 0.9478 0.9434 0.9481 
0.2 0.8886 0.8933 0.8889 0.8937 
0.3 0.8306 0.8354 0.8310 0.8359 
0.4 0.7685 0.7732 0.7689 0.7738 
0.5 0.7010 0.7056 0.7015 0.7063 
0.6 0.6266 0.6309 0.6270 0.6317 
0.7 0.5422 0.5463 0.5427 0.5470 
0.8 0.4424 0.4459 0.4429 0.4465 
0.9 0.3126 0.3152 0.3130 0.3157 
0.98 0.1397 0.1409 0.1399 0.1412 

CRP (N) 1.2112 0.0930 0.3028 0.0233 
cm)N10(M 1+

CR ⋅  2.7153 0.2096 1.3566 0.1047 
+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表十六(a)  懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面,WR,QT-2 ) 

CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  1.0346 1.0363 1.0196 1.0181 
0.1 1.0110 1.0126 0.9958 0.9943 
0.2 0.9840 0.9856 0.9686 0.9670 
0.3 0.9525 0.9540 0.9370 0.9353 
0.4 0.9152 0.9166 0.8994 0.8976 
0.5 0.8698 0.8710 0.8537 0.8518 
0.6 0.8128 0.8139 0.7966 0.7946 
0.7 0.7384 0.7393 0.7224 0.7203 
0.8 0.6351 0.6359 0.6199 0.6179 
0.9 0.4753 0.4758 0.4626 0.4609 
0.98 0.2231 0.2234 0.2166 0.2157 

CRP (N) 1.2112 0.0930 0.3028 0.0233 
cm)N10(M 1

CR ⋅  2.7153 0.2096 1.3566 0.1047 
 

表十六(b)  懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面,WF,QT-2 ) 

CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
      
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  1.0049 1.0004 1.0050 1.0005 
0.1 0.9807 0.9761 0.9809 0.9763 
0.2 0.9530 0.9482 0.9533 0.9486 
0.3 0.9209 0.9159 0.9213 0.9165 
0.4 0.8829 0.8778 0.8834 0.8784 
0.5 0.8369 0.8316 0.8374 0.8323 
0.6 0.7797 0.7743 0.7802 0.7749 
0.7 0.7055 0.7002 0.7060 0.7008 
0.8 0.6041 0.5990 0.6045 0.5995 
0.9 0.4495 0.4453 0.4497 0.4457 
0.98 0.2099 0.2078 0.2100 0.2079 

CRP (N) 1.2112 0.0930 0.3028 0.0233 
cm)N10(M 1+

CR ⋅  2.7153 0.2096 1.3566 0.1047 
+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表十七(a)  懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面,WR,ST ) 

CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
 
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  1.0071 1.0041 1.0055 1.0015 
0.1 0.9701 0.9745 0.9605 0.9656 
0.2 0.9197 0.9272 0.9095 0.9157 
0.3 0.8644 0.8729 0.8543 0.8611 
0.4 0.8039 0.8129 0.7943 0.8014 
0.5 0.7371 0.7462 0.7282 0.7354 
0.6 0.6623 0.6711 0.6541 0.6612 
0.7 0.5761 0.5844 0.5689 0.5756 
0.8 0.4725 0.4798 0.4665 0.4724 
0.9 0.3356 0.3412 0.3313 0.3358 
0.98 0.1507 0.1532 0.1487 0.1508 

CRP (N) 1.2112 0.0930 0.3028 0.0233 
cm)N10(M 1

CR ⋅  5.4305 0.4191 2.7132 0.2093 
 

表十七(b)  懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( 橢圓斷面,WF,ST ) 

CRB MM  
L=25cm L=50cm 

 
      
 

CRPP  
a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

a:b=10 
a=2.5cm 

a:b=30 
a=3cm 

-610  0.9977 1.0038 0.9957 1.0006 
0.1 0.9515 0.9566 0.9497 0.9538 
0.2 0.9005 0.9060 0.8990 0.9034 
0.3 0.8456 0.8513 0.8442 0.8490 
0.4 0.7859 0.7917 0.7847 0.7898 
0.5 0.7202 0.7261 0.7191 0.7244 
0.6 0.6467 0.6524 0.6458 0.6510 
0.7 0.5622 0.5676 0.5615 0.5665 
0.8 0.4608 0.4656 0.4602 0.4647 
0.9 0.3271 0.3308 0.3267 0.3302 
0.98 0.1468 0.1485 0.1466 0.1482 

CRP (N) 1.2112 0.0930 0.3028 0.0233 
cm)N10(M 1+

CR ⋅  5.4305 0.4191 2.7132 0.2093 
+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表十八(a) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WR,QT-1,L=300(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  1.2804 1.2503 1.2192 1.2289 1.0522 

0.1 1.1791 1.1466 1.1323 1.1384 0.9907 
0.2 1.0779 1.0438 1.0444 1.0472 0.9269 
0.3 0.9767 0.9417 0.9551 0.9552 0.8604 
0.4 0.8750 0.8398 0.8639 0.8616 0.7904 
0.5 0.7719 0.7375 0.7699 0.7656 0.7159 
0.6 0.6664 0.6337 0.6718 0.6661 0.6353 
0.7 0.5563 0.5264 0.5670 0.5605 0.5459 
0.8 0.4371 0.4117 0.4508 0.4443 0.4421 
0.9 0.2970 0.2783 0.3102 0.3047 0.3101 
0.98 0.1285 0.1199 0.1356 0.1329 0.1378 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 

CRM lb)-in10( 7  1.2195 0.4093 0.4557 0.1660 0.0311 
 

表十八(b) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WR,QT-1,L=600(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  1.2815 1.2511 1.2196 1.2293 1.0523 

0.1 1.1858 1.1577 1.1342 1.1421 0.9922 
0.2 1.0894 1.0637 1.0475 1.0537 0.9296 
0.3 0.9921 0.9689 0.9593 0.9640 0.8642 
0.4 0.8933 0.8727 0.8689 0.8721 0.7950 
0.5 0.7922 0.7744 0.7754 0.7774 0.7212 
0.6 0.6875 0.6726 0.6774 0.6784 0.6409 
0.7 0.5770 0.5650 0.5726 0.5727 0.5515 
0.8 0.4559 0.4469 0.4559 0.4554 0.4473 
0.9 0.3115 0.3058 0.3141 0.3133 0.3142 
0.98 0.1354 0.1331 0.1375 0.1370 0.1398 

CRP lb)10( 5  1.4867 0.7195 0.4114 0.2306 0.0332 

CRM lb)-in10( 6  5.8328 1.8710 2.2505 0.8078 0.1527 
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表十九(a) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WR,QT-2,L=300(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.9101 0.9481 0.9069 0.9248 1.0702 

0.1 0.8866 0.9196 0.8876 0.9039 1.0495 
0.2 0.8621 0.8904 0.8669 0.8818 1.0263 
0.3 0.8363 0.8601 0.8444 0.8582 0.9998 
0.4 0.8090 0.8285 0.8195 0.8325 0.9687 
0.5 0.7794 0.7948 0.7910 0.8037 0.9309 
0.6 0.7461 0.7580 0.7567 0.7699 0.8828 
0.7 0.7062 0.7154 0.7122 0.7273 0.8180 
0.8 0.6520 0.6599 0.6467 0.6659 0.7226 
0.9 0.5541 0.5645 0.5256 0.5514 0.5604 
0.98 0.3101 0.3251 0.2702 0.2923 0.2727 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 

CRM lb)-in10( 7  1.2195 0.4093 0.4557 0.1660 0.0311 
 

表十九(b) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WR,QT-2,L=600(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.8728 0.9093 0.8768 0.8867 1.0118 

0.1 0.8530 0.8883 0.8582 0.8678 0.9913 
0.2 0.8319 0.8662 0.8380 0.8474 0.9681 
0.3 0.8092 0.8426 0.8158 0.8251 0.9414 
0.4 0.7844 0.8170 0.7908 0.8002 0.9097 
0.5 0.7565 0.7884 0.7617 0.7715 0.8711 
0.6 0.7237 0.7551 0.7261 0.7368 0.8219 
0.7 0.6822 0.7134 0.6793 0.6916 0.7560 
0.8 0.6227 0.6538 0.6101 0.6250 0.6608 
0.9 0.5127 0.5430 0.4857 0.5033 0.5047 
0.98 0.2688 0.2893 0.2427 0.2554 0.2416 

CRP lb)10( 5  1.4867 0.7195 0.4114 0.2306 0.0332 

CRM lb)-in10( 6  5.8328 1.8710 2.2505 0.8078 0.1527 
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表二十(a) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WR,ST,L=300(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.8483 0.8654 0.8611 0.8642 0.9721 

0.1 0.8168 0.8278 0.8359 0.8358 0.9448 
0.2 0.7832 0.7882 0.8082 0.8050 0.9124 
0.3 0.7469 0.7461 0.7770 0.7711 0.8733 
0.4 0.7069 0.7006 0.7411 0.7328 0.8259 
0.5 0.6618 0.6505 0.6980 0.6883 0.7681 
0.6 0.6091 0.5937 0.6442 0.6346 0.6981 
0.7 0.5446 0.5267 0.5745 0.5670 0.6128 
0.8 0.4602 0.4423 0.4807 0.4772 0.5061 
0.9 0.3371 0.3230 0.3462 0.3465 0.3613 
0.98 0.1548 0.1486 0.1563 0.1577 0.1627 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 

CRM lb)-in10( 7  2.4390 0.8185 0.9114 0.3320 0.0622 
 
 

表二十(b) 懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WR,ST,L=600(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.8357 0.8544 0.8517 0.8522 0.9602 

0.1 0.8104 0.8264 0.8295 0.8285 0.9379 
0.2 0.7829 0.7961 0.8049 0.8025 0.9087 
0.3 0.7525 0.7627 0.7768 0.7732 0.8700 
0.4 0.7180 0.7252 0.7434 0.7389 0.8200 
0.5 0.6774 0.6817 0.7017 0.6973 0.7585 
0.6 0.6275 0.6293 0.6472 0.6444 0.6851 
0.7 0.5626 0.5632 0.5743 0.5744 0.5979 
0.8 0.4739 0.4748 0.4764 0.4795 0.4913 
0.9 0.3431 0.3453 0.3396 0.3440 0.3493 
0.98 0.1553 0.1573 0.1521 0.1548 0.1568 

CRP lb)10( 5  1.4867 0.7195 0.4114 0.2306 0.0332 

CRM lb)-in10( 7  1.1666 0.3742 0.4501 0.1616 0.0305 
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表二十一(a)懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WF,QT-1,L=300(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  1.2484 1.1655 1.2147 1.2140 1.0456 

0.1 1.1486 1.0652 1.1280 1.1241 0.9844 
0.2 1.0491 0.9663 1.0403 1.0338 0.9210 
0.3 0.9498 0.8685 0.9513 0.9426 0.8549 
0.4 0.8501 0.7716 0.8604 0.8500 0.7853 
0.5 0.7494 0.6748 0.7667 0.7551 0.7113 
0.6 0.6464 0.5774 0.6689 0.6568 0.6311 
0.7 0.5392 0.4775 0.5646 0.5526 0.5422 
0.8 0.4234 0.3716 0.4489 0.4379 0.4392 
0.9 0.2875 0.2500 0.3088 0.3003 0.3081 
0.98 0.1243 0.1073 0.1350 0.1309 0.1369 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 
+
CRM lb)-in10( 7  1.2195 0.4093 0.4557 0.1660 0.0311 

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
 
 

表二十一(b)懸臂梁之挫屈彎矩 BM (W斷面,WF,QT-1,L=600(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  1.2770 1.2374 1.2191 1.2273 1.0514 

0.1 1.1815 1.1446 1.1336 1.1402 0.9914 
0.2 1.0854 1.0514 1.0470 1.0520 0.9289 
0.3 0.9883 0.9574 0.9588 0.9623 0.8635 
0.4 0.8898 0.8622 0.8684 0.8706 0.7944 
0.5 0.7891 0.7648 0.7750 0.7760 0.7206 
0.6 0.6848 0.6641 0.6771 0.6771 0.6404 
0.7 0.5747 0.5578 0.5723 0.5716 0.5510 
0.8 0.4541 0.4412 0.4557 0.4545 0.4470 
0.9 0.3102 0.3018 0.3139 0.3127 0.3140 
0.98 0.1348 0.1314 0.1374 0.1367 0.1397 

CRP lb)10( 5  1.4867 0.7195 0.4114 0.2306 0.0332 
+
CRM lb)-in10( 6  5.8328 1.8710 2.2505 0.8078 0.1527 

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表二十二(a)懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,WF,QT-2,L=300(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.7720 0.7379 0.8308 0.8113 0.9393 

0.1 0.7487 0.7101 0.8110 0.7901 0.9169 
0.2 0.7244 0.6813 0.7896 0.7675 0.8919 
0.3 0.6985 0.6513 0.7661 0.7430 0.8633 
0.4 0.6706 0.6196 0.7397 0.7158 0.8300 
0.5 0.6398 0.5855 0.7091 0.6849 0.7899 
0.6 0.6042 0.5476 0.6719 0.6481 0.7400 
0.7 0.5607 0.5031 0.6235 0.6012 0.6749 
0.8 0.5010 0.4453 0.5536 0.5346 0.5839 
0.9 0.4000 0.3534 0.4334 0.4208 0.4405 
0.98 0.2031 0.1803 0.2128 0.2086 0.2084 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 
+
CRM lb)-in10( 7  1.2195 0.4093 0.4557 0.1660 0.0311 

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
 
 

表二十二(b)懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,WF,QT-2,L=600(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.8047 0.8035 0.8397 0.8312 0.9485 

0.1 0.7848 0.7823 0.8208 0.8118 0.9270 
0.2 0.7634 0.7598 0.8001 0.7909 0.9025 
0.3 0.7401 0.7355 0.7772 0.7677 0.8744 
0.4 0.7143 0.7087 0.7512 0.7416 0.8411 
0.5 0.6847 0.6782 0.7207 0.7112 0.8009 
0.6 0.6495 0.6421 0.6833 0.6741 0.7503 
0.7 0.6045 0.5962 0.6341 0.6257 0.6839 
0.8 0.5401 0.5313 0.5623 0.5555 0.5908 
0.9 0.4279 0.4198 0.4386 0.4345 0.4444 
0.98 0.2130 0.2090 0.2141 0.2129 0.2095 

CRP lb)10( 5  1.4867 0.7195 0.4114 0.2306 0.0332 
+
CRM lb)-in10( 6  5.8328 1.8710 2.2505 0.8078 0.1527 

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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表二十三(a)懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,WF,ST,L=300(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.7743 0.7403 0.8338 0.8152 0.9548 

0.1 0.7499 0.7114 0.8132 0.7932 0.9361 
0.2 0.7242 0.6816 0.7906 0.7696 0.9106 
0.3 0.6968 0.6506 0.7652 0.7437 0.8731 
0.4 0.6671 0.6179 0.7350 0.7143 0.8210 
0.5 0.6334 0.5825 0.6966 0.6788 0.7560 
0.6 0.5929 0.5426 0.6440 0.6323 0.6796 
0.7 0.5392 0.4942 0.5705 0.5670 0.5903 
0.8 0.4602 0.4280 0.4706 0.4733 0.4830 
0.9 0.3347 0.3208 0.3330 0.3376 0.3420 
0.98 0.1509 0.1486 0.1483 0.1509 0.1531 

CRP lb)10( 5  5.9470 2.8781 1.6458 0.9223 0.1328 
+
CRM lb)-in10( 7  2.4390 0.8185 0.9114 0.3320 0.0622 

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
 

表二十三(b)懸臂梁之挫屈彎矩 BM ( W斷面,WF,ST,L=600(in)) 
  CRB MM   

CRPP  W14× 159 W14× 90 W10× 100 W10× 60 W10× 30
-610  0.8068 0.8069 0.8408 0.8335 0.9557 

0.1 0.7855 0.7848 0.8209 0.8132 0.9371 
0.2 0.7625 0.7612 0.7989 0.7910 0.9079 
0.3 0.7373 0.7354 0.7735 0.7659 0.8631 
0.4 0.7083 0.7063 0.7425 0.7357 0.8056 
0.5 0.6733 0.6715 0.7016 0.6970 0.7388 
0.6 0.6271 0.6264 0.6450 0.6436 0.6628 
0.7 0.5615 0.5632 0.5675 0.5690 0.5752 
0.8 0.4673 0.4713 0.4657 0.4685 0.4705 
0.9 0.3317 0.3365 0.3284 0.3310 0.3332 
0.98 0.1477 0.1504 0.1460 0.1473 0.1492 

CRP lb)10( 5  1.4867 0.7195 0.4114 0.2306 0.0332 
+
CRM lb)-in10( 7  1.1666 0.3742 0.4501 0.1616 0.0305 

+ Warping free的 CRM 是取Warping restraint的挫屈負荷 
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圖一 元素座標與元素截面座標 
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圖二 旋轉向量 
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圖三  作用於元素中任一小段的端點負荷 
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圖四  簡支梁兩端承受彎矩及軸力之結構圖 
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圖五  懸臂梁兩端承受彎矩及軸力之結構圖 
 
 

L

X3
2X

X
M

1
P



 74

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖六  QT-1、QT-2、ST型彎矩示意圖 
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圖七  梁之有限元素分割 
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圖八  簡支梁之主要平衡路徑圖 
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圖九  梁元素在主要平衡路徑之自由體圖 
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i：the ith node 
(i)：the ith element 

 
 
 
 
 
 

 
 

圖十  梁元素之角度放大示意圖 
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圖十一  懸臂梁之主要平衡路徑示意圖 
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附錄 A 簡支梁受軸向拉力時之主要平衡路徑 

如圖八所示之簡支梁所受的軸力為軸向拉力時，推導的方式和 3.2節一樣，在此僅
列出部分重要的方程式並做簡單的說明。與(3.2.11)式對應之主要平衡路徑之統御方程式

需改成 

 0cos 2

2

4

4

2 =−
ζ

φ
ζ d

wdP
d

wd
S

EI ey                             (A.1) 

其中 P需取正值。 
(A.1)式的通解可為 

 0)()( qN ζζ tw =                                    (A.2) 

 }1coshsinh{)( ζζζζ aat =N                   (A.3) 

其中 0q 和 a的表示與 (3.2.14)及(3.2.15)式相同。 

(A.2)中 0q 和端點曲率間的關係可表示成 

 Tkq =0                                           (A.4) 
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⎡
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2
sinh1        

2
sinh1     

2 2

2 aa
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a
ST                  (A.5) 

其中k和(3.2.21)一樣。 
與(3.2.24)對應之方程式需改成 

 )(sin 21 κκφ −=
Pl

EI ye                               (A.6) 
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與(3.2.32)式對應之方程式需改成 

 
2cosh

cosh
a
a

EI
M

y

ζκ =                                     (A.7) 

與(3.2.37)式對應之方程式需改成 

 e
y
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EI
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φ
φ
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−
=                                       (A.8) 
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附錄 B 懸臂梁之主要平衡路徑 
圖五之懸臂梁的主要平衡路徑，可由一等效簡支梁的主要平衡路徑求得。 

如圖十一(a)所示為一長度為 L之懸臂粱之主要平衡路徑的示意圖，圖十一(b)所示
為兩個長度為 L的懸臂粱之主要平衡路徑的示意圖，圖十一(b)左右對稱，且右半部和圖
十一(a)相同，圖十一(c)和圖十一(b)為等效結構，兩者有相同的變形，反力和內力。所

以將一長度 2L的簡支梁等分成 2N個梁元素，利用 3.2節的方法求得其主要平衡路徑，

然後再取其右半部之節點，即可當作長度為 L，等分成 N個元素的懸臂粱之主要平衡路

徑。 
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附錄 C 擾動後的元素座標及節點旋轉參數 

在本推導中所有的向量都是表示成擾動前之元素座標 ix 的分量。令 0
2

0
1 , rr 表示擾動

前之元素節點 1及 2的位置向量， s
ije0 表示擾動前節點 j之元素斷面座標軸 s

ijx0
的單位

向量， 0
jθ 為擾動前節點 j的旋轉參數向量， 0

2
0
1 , rr 及 0

jθ  , s
ije0 ( 3,2,12,1 == ij )可表

示成 

 }0,0,0{0
1 =r  (C.1) 

 }0,0,{0
2 l=r  (C.2) 

 }0,,0{ 0
2

0
jj θ=θ  (C.3) 

 },0,{1
0

jj
s

j sc −=e  (C.4) 

 }0,1,0{2
0 =s

je  (C.5) 

 },0,{1
0

jj
s

j cs=e  (C.6) 

其中 

0
2cos jjc ϕ=        0

2
0
2sin jjjs θϕ ==  

當元素節點 )2,1( =jj 受到擾動位移 

 },,{ jjjj wvu=u  (C.7) 

作用時，其位置向量可表示成 

 jjj urr += 0  (C.8) 

擾動後之元素座標 1x 軸的單位向量可表示成 

 12121 )( rrrre −−=  (C.9) 

若取到擾動量的一次項，則(C.9)式可表示成 

 } ,  , 1{1
ll

wv ∆∆
=e  (C.10) 

其中 12 vvv −=∆ 、 12 www −=∆ ，l為擾動前元素的弦長。 
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當元素節點 )2,1( =jj 之斷面座標受到擾動旋轉向量 

},,{ 321 jjjj φφφ=φ  (C.11) 

作用後，若取到擾動量的一次項則其座標軸 s
j

s
j xx 21 , 的單位向量可表示成 

 += s
j

s
j 1

0
1 ee jφ s

j1
0 e×   

 } ,  , { 2132 jjjjjjjjjj csscsc φφφφ −−+−=  (C.12) 

 += s
j

s
j 2

0
2 ee jφ s

j2
0 e×   

 } , 1 , { 13 jj φφ−=  (C.13) 

本研究用文獻[21]中的方法決定擾動後的元素座標軸 2x 、 3x 的單位向量及節點參數

向量 },,{ 321 jjjj θθθ=θ ，並說明如下 

令旋轉向量 njθ 為文獻[26]中(2.4.8)式中 nθ 在節點 j之節點值，由 nθ 的定義可得 

 s
jjnj 11sin een ×=θ  (C.14) 

將(C.10)、(C.12)式代入(C.14)式且保留到擾動量的一次項可得 

 jjjjjjjjjjj scvsccwcssv /},,{ 1132
lll

∆
−+

∆
++

∆
−= φφφn  (C.15) 

擾動後元素座標軸 2x 、 3x 的單位向量 2e 、 3e 可由以下步驟決定： 

    將旋轉向量 njθ− 作用在 s
ije 上，使其旋轉到 s

ij
′e ，此 s

j
′

1e 和 1e 重合，
s

j
′

2e 與 s
j
′

3e 和 1e 垂

直。由(2.3.1)式並保留到擾動量的一次項可得 

 })(
2
1 , )(c1 , { 312j2

lll

vswsv
jjjjj

s
j

∆
−−+

∆
+

∆
−=′ φφφe   (C.16) 

元素座標軸 2x 的單位向量可表示成 

 
'

21
'

22

'
21

'
22

2 ss

ss

ee

ee
e

+

+
=  (C.17) 

若取到擾動量的一次項則 2e 可表示成 
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)}(

4
1)(

4
1)(

2
1        

 ,)(
2
1)(c

2
11 , {

3223111211

222221112

ll

lll

vsvs

wcswsv

∆
−−

∆
−−+

+
∆

++
∆

+
∆

−=

φφφφ

φφe
 (C.18) 

3e 可表示成 

 

)}(
2
1)(

2
11         

,)(
4
1)(

4
1)(

2
1,{

222221112211

322311211211

213

φφ

φφφφ

scscscscw

ssssvw

+++
∆

+

+++
∆

−+−
∆

−=

×=

l

ll

eee

 (C.19) 

擾動後的旋轉參數 j1θ 可表示成 

 1221sin eee ⋅×= ′s
jjθ  (C.20) 

若取到擾動量的一次項則 j1θ )2,1( =jj 可表示成 

 
32212221

3111112111

)
4
1()

2
1()(

4
1

)
4
1()

2
1()(

4
1

φφ

φφθ

svss

svss

+−+−+

−++−−=

l

l  (C.21) 

 
32212221

3111112112

)
4
1()

2
1()(

4
1

)
4
1()

2
1()(

4
1

φφ

φφθ

svss

svss

−++−−

+−+−=

l

l  (C.22) 

j2θ 和 j3θ 可表示如下 

 ijnjij en ⋅= θθ sin  (C.23) 

 

若保留到擾動量的一次項則 ijθ )3,2( =i 、 )2,1( =j 可表示成 

 

22212
2
11121

212
2
111121

2
1)

2
1(

)
2
1

2
1(

φφ

θ

sscscc

sscsccws

+++

++
∆

+=
l  (C.24) 

 
)

2
1(

2
1

)
2
1

2
1(

2
2222221211

211
2
222222

sccssc

sscsccws

+++

++
∆

+=

φφ

θ
l  (C.25) 
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32
21

1212
21

2
11

31
2
1

11111
21

2
11

31

)
4

()
2
1()

44
(         

)
4

()
2
1()

44
(

φφ

φφθ

sssvsssc

scsvsssc

+−+++−

+++++=

lll

lll  (C.26) 

 

32
2
2

21222
21

2
22

31
21

1121
21

2
22

32

)
4

()
2
1()

44
(         

)
4

()
2
1()

44
(

φφ

φφθ

scsvsssc

sssvsssc

+++++−

+−+++=

lll

lll  (C.27) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 87

附錄 D 梁元素的節點內力 

本附錄中的推導是在擾動後的元素座標 ix 中推導，但為了式子的簡明，本附錄在推

導的過程中將變數 )( 用 )( 代替。 

所以由(3.3.6)及(2.6.1)式並取到擾動量的一次項可得 

 0
33211

2
θθ θθθ MMMM +−=  (D.1) 

 θ
22 MM =                                         (D.2) 

 θθ θ 3
0
213 2 MMM +−=    (D.3) 

其中 )3,2,1( =iM i
θ 為廣義力矩，在(2.6.22)~(2.6.24)式中已有定義。 

令 

 01 εη +=  (D.4) 

則(2.6.25)式中的雙力矩可以表示成 

 ssCB ,11ηθ
θ =  (D.5) 

由(2.6.20)式，梁截面在 2x 方向的合力可以表示成 

 0 
2, ,131,32 2

1
sss CFMF θθθθ ++−=                          (D.6) 

因 2F 僅取到擾動量的一次項，所以(D.6)式中之 1F 式採用擾動前的 1F 。 

由(2.4.5)、(3.3.6)、(2.6.22)式及(2.6.25)式的微分式，可將 θ
1M 表示成 

 sssssssp CCIEM ,11,3
0 
2 3

0 
,2,1,101 )

2
1

2
1( ηθθθθθθθεθ −−++=  (D.7) 

由(2.4.5)、(3.3.6)及(2.6.23)式，可將 θ
2M 表示成 

 0
,22 syEIM θθ =  (D.8)  

由(2.4.5)、(3.3.6)及(2.6.24)式，可將 θ
3M 表示成 

 0 
2 ,1

0 
,21 ,3 2

1])([ θθθθηθ
sszyssz CIIvIEM −−+=  (D.9) 

將(D.9)式微分可得 
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0 
,2,1 

0 
2 ,1

0 
,21 

0 
,2,1 ,,3

2
1

2
1

)])(([

ssss

zyssssssszs

CC

IIvIEM

θθθθ

θθθθηθ

−−

−++=
 (D.10) 

將(D.7)~( D.9)式代入(D.1)~( D.3)式可得 

 
20 

,2
 
,1

0 
,21,

0 
2 2

,11,
0 
2 

0 
,2,1,101

)(
2
1)]([,         

)
2
1,

2
1(

sszyssszs

sssssssssp

CIIvIEMv

CvvCIEM

θθθθηθ

ηθθθθθε

−−++−

−−++=
  

  (D.11) 

 
0 
2 ,1

0 
,21 ,,11

,
0 
2 ,

0 
,2,1,10

0 
23

2
1)]([]

)
2
1

2
1([

2
1

θθθθηηθ

θθθθεθ

szyssszsss

ssssssp

CIIvIEC

vvCIEM

−−++−

−++−=
  

  (D.12) 
將(D.6)式代入(D.10)式可得 

   
sss

sszysssssssz

vFC

CIIvIEF

,1
0 
2, ,1

0 
2 ,1

0 
2, 1

0 
,2 ,1,2 2

1)])(([

++

+−++−=

θθ

θθθθθθη
          (D.13) 

將(3.3.53)及(3.3.54)式代入(D.11)、(D.12)、(D.13)及(D.5)式中，並取 )2,1( == jjζζ

其中 5.0 , 5.0 21 =−= ζζ ，可得在元素座標上梁元素在節點 )2,1( =jj 的節點內力。 

 

qNqN

NN

NNN

)()}(

)()()()(
2
1)](

))()()()(()([{

2,1

,1
0 

s2, ,1
0 
2 

1
0 
2, ,1

0 
2, ,2

j
t
Fj

t
sv

j
t

sjj
t

ssjzy

j
t

jssj
t

sjsj
t

sssvzj

F

CCII

IEF

ζζ

ζζθζζθ

ζζθζζθζη

=+

++−

++−=

  

  (D.14) 

 

qNqN

NN

NNN

NNN

)()}())((
2
1

)]())(()([)(

)()()]()(
2
1

)()(
2
1)([)({

1,1
20 

2 

1
0 
,2,

0 
2 

,2,11,
0 
2 

,
0 
,2 ,1,101

j
t
Mj

t
sj

j
t

zyjsj
t

ssvzj

j
t

svj
t

sssj
t

ssvj

j
t

svjsj
t

sj
t

spj

C

IIIE

MC

CIEM

ζζζθ

ζζθζηζθ

ζζηζζθ

ζζθζζε

=−

−++

−−−

++=

  

  (D.15) 
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qNqN

NNN

NN

NN

)()}()(
2
1

)]())(()([)](

))()(
2
1)()(

2
1

)(()()[(
2
1{

3,1
0 
2 

1
0 
,2,,11

,
0 
2 ,

0 
,2

,1,10
0 
2 3

j
t
Mj

t
sj

j
t

zyjsj
t

ssvzj
t

sss

j
t

ssvjj
t

svjs

j
t

sj
t

spjj

C

IIIEC

CIEM

ζζζθ

ζζθζηζη

ζζθζζθ

ζζεζθ

=−

−++−

−+

+−=

 

  (D.16) 
  

 qNqN )()(,11 j
t
Bj

t
ssj CB ζζηθ ==  (D.17) 

由(D.14)~( D.17)式，並用 jF2 , jM1 , jM3 取代 jF2 , jM1 , jM 3 可得 

 qNF Fe =  (D.18) 

其中 eF 在(3.3.71)式中已定義 

})()()()(

)()()()({

2232122

1131112

ζζζζ

ζζζζ
t
B

t
M

t
M

t
F

t
B

t
M

t
M

t
FF

NNNN

NNNNN −−−−=
 (D.19) 
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附錄 E  橢圓及W型鋼之斷面常數 
A. 橢圓斷面 
 

翹曲函數： 

xy
ba
ba

22

22
=

+

−ω  

 baI y
3

4
1 π=                         (E.1)           

 3
4
1 abI z π=  (E.2) 

 22

33

ba
baJ
+

=
π  (E.3) 

 2
22

2233
)(

24 ba
babaA

+

−
=
π

ωω  (E.4) 

 )(
24 22

2233

ba
baba

yz
+

−
=Ω
π  (E.5) 

本研究中分析的橢圓斷面有兩種，一為 a：b=10：1 ，另一為 a：b=30：1 的比例。

利用上述所整理(E.1)~( E.5)式，將兩種橢圓之斷面尺寸及常數列表如下 
 

 
 
 

 
 
 

a

y

z

b
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a ：b 10 ： 1 30： 1 

a(cm) 2.5 3.0 

b(cm)  0.25 0.1 

)A(cm2  1.9635 0.942478 

)cm(I 4
y  3.06796 2.120575 

)cm10(I 42−
z  3.06796 0.23562 

)cm(10 J 4-1  1.21503 0.09414 

)cm10(A 62−
ωω  3.07048 0.35186 

)cm10( 62−Ω yz  3.13251 0.35265 

)10 2( −α  1.0 0.11111 

)10( 2−β  1.98019 0.22197 

γ  0.505416 0.747525 

 
註：

22 5000    10000

GJ
EA

= , 
EI
GJ= , 

I
I

cmNGcmNE

yy

z

==

= ωωγβα
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B. W型鋼斷面 
 

 
翹曲函數： 

 ⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤−

+−=−
dztd

byb
fortdzy

flangetop

f
f 5.0)2(5.0

  5.05.0
      )(               

 

ω
 

 ⎩
⎨
⎧

−≤≤−−
≤≤−

=
)2(5.0)2(5.0

5.05.0
                                      

ff

ww
tdztd

tyt
foryz

web

ω
 

 
 

)2(5.05.0
5.05.0

   )(               

 

⎩
⎨
⎧

−−≤≤−
≤≤−

−+−=
f

f tdzd
byb

fortdzy

flangebottom

ω
 

 
144

)(
7224

333323
wfff

yz
tthtbthb −

+−=Ω  

  (E.6) 

其中   ftdh −=  

本研究中所分析的W型鋼斷面有五種，斷面的常數除了 yzΩ (見 

(E.6)式)，其餘皆是參考 AISC 所出版Manual of Stell Construction [27]，將五種型鋼的
斷面尺寸及常數列表如下 
 
 
 
 
 

t
d y

t
z

b

w

f
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型鋼斷面 W14x159 W14x90 W10x100 W10x60 W10x30 

in)(d  14.98 14.02 11.1 10.22 10.47 

in)(b  15.565 14.52 10.34 10.08 5.81 

)in(t f  1.19 0.71 1.12 0.68 0.51 

)in(tw  0.745 0.44 0.68 0.37 0.3 

)A(in2  46.7 26.5 29.4 17.6 8.84 

)in10(I 43
y  1.9 0.999 0.623 0.341 0.170 

)in10(I 43
z  0.748 0.362 0.207 0.116 0.0167 

)J(in4  19.8 4.06 10.9 2.48 0.62 

)in10(A 64
ωω  3.56 1.6 0.515 0.264 0.0414 

)in10( 64
yzΩ  3.5462 1.6027 0.5115 0.2636 0.0413 

α  0.3937 0.3624 0.3323 0.3402 0.0982 

)10( 2−β  0.4025 0.1570 0.6757 0.2809 0.1409 

)10( 4γ  0.4655 1.0204 0.1223 0.2756 0.1729 

 

註：

ksiGksiE

yy

z

11200           29000

GJ
EA= , 

EI
GJ= , 

I
I

==

= ωωγβα
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附錄 F 簡支梁及懸臂梁的挫屈軸力 
如圖四所示之簡支梁在軸向壓力 P作用時，造成側向挫屈的軸力可表式成[28] 

 2
min

2

L
EIPcr

π
=                                     (F.1) 

其中 minI 為 yI 和 zI 中較小者 

如圖五所示之懸臂梁在軸向壓力 P作用時，造成側向挫屈的軸力可表示成[28] 

 2
min

2

4L
EIPcr

π
=                                    (F.2) 

其中 minI 為 yI 和 zI 中較小者 

固端梁在軸向壓力 P作用時，造成側向挫屈的軸力可表式成[28] 

 2
min

24
L
EIPcr

π
=                                   (F.3) 

其中 minI 為 yI 和 zI 中較小者 
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附錄 G 簡支梁及懸臂梁之線性挫屈彎矩 
 

當懸臂梁固定端的截面為抑制翹曲時，若其自由端受到 QT或 ST型的彎矩作用時，
其線性挫屈彎矩的古典解為[29] 
QT型彎矩 

 22 41
2

l
l

EI
M y

cr γπαβ
π

+=  (G.1) 

ST型彎矩 

 22 41 l
l

EI
M y

cr γπαβ
π

+=   (G.2) 

其中 

 
GJ
C

EI
GJ

I
I

yy

z 1  ,    ,  === γβα  (G.3) 

當簡支梁受到均勻彎矩(QT型或 ST型)作用時，其線性挫屈彎矩為[30] 

 22 )(1 lk
lk

EI
M t

b

y
cr γπαβ

π
+=  (G.4) 

而 tb kk , 二常數分別代表(3.3.84)式的不同邊界條件，如下表： 

 

bk  tk  邊界條件 

0)1(311,3 == gg MM  0)(321,3 ==+
g

N
g

N MM   
0.883 

 
0.492 0)1(11, == θθ ββ  0)(21, ==+

θθ ββ NN  

0)1(311,3 == gg MM  0)(321,3 ==+
g

N
g

N MM   
1.000 

 
1.000 0)1(11, == θθ BB  0)(21, ==+

θθ
NN BB  

0)1(311,3 == gg φφ  0)(321,3 ==+
g

N
g

N φφ   
0.492 

 
0.492 0)1(11, == θθ ββ  0)(21, ==+

θθ ββ NN  

0)1(311,3 == gg φφ  0)(321,3 ==+
g

N
g

N φφ   
0.434 

 
1.000 0)1(11, == θθ BB  0)(21, ==+

θθ
NN BB  

 
其中 βα  , 及γ 已在(G.3)式中定義。  
 


