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中文摘要： 

本研究利用二階梁理論(Second order beam theory)之平衡方程式及構成方程式，對
一梁在扭矩及軸力作用下的幾何非線性側向挫屈分析。本研究採用共旋轉法(corotational 
formulation)來描述結構的變形及建立平衡方程式，即在分析時將梁結構分成很多小段，
每一段稱為梁元素。然後在每個梁元素變形後的最新位置上建立一個元素座標系統。梁

元素的變形及平衡方程式都是在元素座標上定義。本研究考慮了彎曲、扭轉、及軸向變

形間完整的非線性耦合。本研究先求出梁在軸力及扭矩作用下之主要平衡路徑的解析

解，然後在主要平衡路徑上加一擾動位移，並以一致線性化推導出次要平衡路徑之擾動

位移的統御方程式。本研究提出一級數解法求得擾動位移的正確一般解，再由邊界條件

及內部節點的平衡求得其挫屈狀態的統御齊次方程組。本研究採用二分法求挫屈扭矩。

本研究以數值例題來驗證本文中所提出的方法的有效性。 
 

關鍵詞: 梁, 幾何非線性, 共旋轉法, 虛功原理, 側向-扭轉挫屈 
 

Abstract.   
In this paper, the geometrical nonlinear lateral buckling analysis of a beam subjected to 

torsional moment and axial force is studied using the equilibrium equations and constitutive 
equations of second order beam theory. A corotational formulation is used to describe the 
deformation of beam structure and establish equilibrium equations in this paper. The beam 
structure is divided into many small parts, named beam element. A set of element coordinate 
system is constructed at the current configuration of the deformed beam element. The 
deformation and equilibrium equations are defined in terms of the element coordinates. The 
complete nonlinear coupling among bending, twisting, and stretching deformations is 
considered here. The analytical solution of the primary path is solved first. Then perturbation 
displacements are added to the obtained solution of primary path. The new obtained, 
displacements are substituted into equilibrium differential equations and constitutive 
equations of the secondary beam theory and using first order linearization to derive the 
governing equations for the perturbation displacements of secondary equilibrium path. A 
power series solution method is proposed to solve the perturbation displacements.  From the 
boundary conditions and the equilibrium condition at the internal nodes, the governing 
homogeneous linear algebra equations for the buckling state can be obtained.  A bisection 
method is used to solve the buckling moment. Numerical examples are presented to 
investigate the effectiveness of proposed approach. 

 
Keywords: Beam, Geometrical Nonlinearity, Co-rotational Formulation, Virtual Work 
Principle, Lateral-Torsional Buckling
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1. 緒論 
當梁斷面為開口薄壁斷面時，因其撓曲、扭曲及軸向變形間的耦合效應容易引起挫

屈。因線性梁理論無法考慮這些耦合效應，薄壁梁的挫屈的統御方程式都需使用非線性

梁理論推導[1-9]，即使是線性挫屈分析的統御方程式[6]，也必需是由非線性梁理論的一
致線性化推導[4,6,7]才能得到正確的統御方程式及結果。為考慮各種變形間的耦合效應
的耦合效應，在非線性梁理論中最少要保留到變形參數的二次項。文獻中一般的非線性

梁理論[1-9]都僅保留到變形參數的二次項，故本文稱之為二階梁理論(second order beam 
theory)。但是文獻上有關變形間的耦合效應大都不是以梁之正確的變形機制(Kinematics)
及二階的一致線性化(consistent second order linearzation)推導[4,6,7]，文獻上有些二階梁
理論僅就幾何變形上所能觀察到會影響應變或平衡方程式的部分加入原先傳統之線性

推導中，或是在推導的過程中太早對梁的變形機制作線性化，故文獻中梁的平衡微分方

程式有很多都無法考慮到完整的耦合效應，僅適用於特定的問題，而且文獻上對扭矩與

扭率的關係也都採用線性分析所採用的構成方程式(constitutive equation)而不是由二階
梁理論推導出來的，所以文獻上的方法有很多無法求得含完整耦合效應之統御方程式，

故其分析的結果和結論有很多是不合理的或是錯誤的。 
文獻上似乎仍沒有一個以完整的二階梁理論推導的平衡微分方程式及統御方程

式，故本人在[10]中用共旋轉法推導出一個二階梁理論之平衡微分方程式及構成方程
式，以添補文獻上的不足，並提供一個分析三維尤拉梁結構之各種非線性挫屈行為正確

及有效的理論工具。 
  梁同時受軸力與扭矩的情況在各種鑽探時的轉軸經常會發生，其側向-扭轉挫屈分

析很重要，但文獻上除了文獻[5]外皆為線性挫屈分析的結果，文獻[5]中雖然考慮了挫
屈前的變形，但採用線性分析所採用的扭矩與扭率的構成方程式，而不是由二階梁理論

推導的構成方程式，且文獻[5]沒有考慮扭轉率的三次向，故其結果的準確性需要以正
確的二階梁理論分析的結果來檢驗。故本研究的目的是將利用本人提出之二階梁理論的

平衡微分方程式及斷面合力與變形間的構成方程式探討三維梁同時受軸力與扭矩的側

向-扭轉挫屈分析，並以數值例題說明本研究的實用性及正確性，同時驗證文獻上之挫

屈扭矩之正確性。 

 
2. 理論推導 

本研究採用了[10]中提出的二階梁理論，為了完整性，本節將簡單的描述二階梁理
論。 

2.1  基本假設 
 

  本文對非線性梁元素的推導，作如下的假設： 
(1) 為細長的（slender）等斷面（prismatic）梁，且Euler-Bernoulli 假說成立。 
(2) 梁斷面為雙對稱斷面。 
(3) 梁元素在斷面上沒有變形，且斷面內的應變可以忽略。 
(4) 梁元素斷面的翹曲為梁元素的軸向扭轉率與該梁的聖維南（Saint Venant）翹曲函數
的乘積。 

(5) 梁元素的變形為小變形。 
由假設(1)與假設(4)可知梁元素的變形可由其形心軸的位移、斷面的方向(即斷面座

標)及其翹曲來決定。 
 
2.2 座標系統 

  本文採用共旋轉之全拉格蘭日推導法（co-rotational total Lagrangian formulation）。
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為了描述整個系統的變形，本文中定義了以下三個座標系統： 

(1)  固定總體座標系統， Xi  (i = 1, 2, 3) (如圖.1)；系統的節點座標及方位，其他座標
系統之座標軸的方向餘弦，皆在此座標系統中定義。 

(2) 元素座標系統， ix  (i = 1, 2, 3) (如圖.1)。 

(3)  元素斷面座標系統， S
ix  (i = 1, 2, 3) (如圖.1)； Sx1 軸為未翹曲斷面的法線方向，

Sx2

軸與
Sx3 軸分別與未翹曲斷面的主軸重合。元素的變形是由斷面座標相對於元素座標

的旋轉來決定。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖.1 元素座標與元素截面座標                  圖.2 旋轉向量 
 

2.3  旋轉向量 

  本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖 2.2所示，一向量 b受到一旋轉向
量 aφ 的作用而轉到一個新的位置b，向量b與 b之間的關係可表示成[11] 

 

   )(sin))(cos1(cos bababb ×+⋅−+= φφφ                (1) 
 

其中符號．與×分別代表向量的內積與外積，φ表逆時鐘方向旋轉角，a表旋轉軸的單
位向量。 

  令 ei與 ei
S  (i = 1, 2, 3) 分別代表元素座標 xi方向的單位向量與元素斷面座標 xi

S軸方

向的單位向量。由座標系統的定義可知，在變形前 ix 軸與 S
ix 軸是一致的，而且變形後 S

1e

與(2.3)式的 t重合。在本文中假設變形後的單位向量 ei
S  (i = 1, 2, 3)，是由以下兩個旋轉

向量連續作用於單位向量 ie  (i = 1, 2, 3)來決定 [4]: 
 

nθ nn θ=   ，   ,1tθ θ=t                        (2,3) 
 

其中 
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 },,{cos 32 θθθn=t                                   (5) 
 

cos ( )θ θ θn = − −1 2
2

3
2 1 2                             (6) 

 

 θ2 = − dw s
ds
( ) ,      

ds
sdv )(

3 =θ                     (7,8) 
 

n為垂直 e1  和 t  的單位向量。θn為 cosθn的反函數。 v s( )與w s( )為形心軸的側向位
移。 s  為形心軸在變形後的弧長。 
  由 (2)-(8)式可得 ei  與 ei

S  (i = 1, 2, 3)的關係可表示如下 
 

  e t R R e Rei
S

i i= =[ , , ]1 2                        (9) 
 

 

其中R稱為旋轉矩陣。因R為 iθ  (i = 1, 2, 3)的函數，所以本文中稱 iθ 為旋轉參數。 
  當 3) 2, 1,( =iiθ 分別有一微小變化 iδθ 時，斷面座標會旋轉到一個新的位置，此一新

的位置可由元素座標繞 ix ( i = 1, 2, 3)軸分別作微小旋轉 3) 2, 1,( =iiδφ 而得[4] 
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θ θ
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= −T

 

               (10) 

 
2.4  梁元素之位移與應變 

圖. 1中Q點為梁元素中的任意點，P點為Q點在形心軸上的對應點，即P點與Q點位

於同一斷面上。在元素座標上，Q點在梁元素變形前後的位置向量可分別表示如下 
 
 

  r e e e0 1 2 3= + +x y z                          (11) 
 

和 
 

  r e e e e e e= + + + + +x s v s w s y zc s
s s s( ) ( ) ( ) ,1 2 3 1 1 2 3θ             (12) 

 

其中 
 

 x s x u sc ( ) ( )= +                            (13) 
 

其中 )(xxc 、 )(xv 、以及 )(xw 分別是 P點在 ix ( i = 1, 2, 3)軸上的座標(見圖. 1)，
xx d

d 1
1,

θθ =

是沿變形後的形心軸的斷面之軸向扭轉率， ),( zyωω = 代表等斷面梁的聖維南(Saint 

Venant)翹曲函數， y與 z分別是 Q點在 Sx2 軸與
Sx3 軸的座標。   

本文中應變的度量是採用 Green strain。本文中以 )3 ,2 ,1= ,3 ,2 ,1=( jiijε 表示 Green 

strain。由於基本假設(3)，所以本文只考慮 11ε 、 12ε 與 13ε ，並表示如下[12] 
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圖.3 作用於梁元素中任一小段的端點負荷 
 
2.5  平衡方程式及構成方程式 
 

  本文利用虛功原理在元素座標上推導梁元素的統御方程式及構成方程式。圖. 3所
示為梁元素中的一小段，點 a、b分別表示這一小段梁元素的端點。本文採用形心軸在 ix  
(i = 1, 2, 3)軸方向的位移量 ui  (i = 1, 2, 3) ( u u1 = , u v2 = , u w3 = )， 旋轉參數θi  (i = 1, 2, 
3), 及 θ1,s作為廣義位移。在斷面上與廣義位移對應之廣義合力為在 xi (i = 1, 2, 3) 軸方

向的力 iF  (i = 1, 2, 3)，廣義力矩 Mi
θ  (i = 1, 2, 3)及廣義雙力矩(Bimoment) Bθ。 廣義

力矩與傳統力矩Mi  (i = 1, 2, 3)間的關係可以由(10)式及 Controgradient Law [13]求得 
並可表示如下 
 

M T M= −t θ                             (15) 
 

其中 { }M = M M M1 2 3 , { }Mθ θ θ θ= M M M1 2 3 ,及 T−t  為(10)式中 T−1  的轉

置矩陣。 

  若給予端點a及b(見圖. 3)一個廣義位移 jiu )(δ , ji )(δθ  , δθ1,s  (i = 1, 2, 3, j = a,b)， 

其中 j)(  表( )在端點j之值，則由虛功原理可知對應於虛位移，內力所做的虛功 intWδ 等

於外力所做的虛功 extWδ  
                           δ δW Wint ext=                                 (16) 
因本文假設梁元素間無外加負荷，所以 extWδ 即為端點a、b上內力之廣義合力所做的

虛功， extWδ 可以表示成 
 

( )δ δ δ δθθ θW Bext
t t

s
a

b
= + +







F u M θ 1,                  (17) 

其中 

F = { , , }F F F1 2 3  
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δ δ δ δ δ δ δu = ={ , , } { , , }u u u u v w1 2 3  
  δ δθ δθ δθθ = { , , }1 2 3                            (18) 

 

(17)式表示 [ ]a
b  內各項在端點b之值減掉各項在端點a之值。  

 

  由基本假設(3)，本文僅考慮 11ε , 12ε , 13ε ，則(16)式中內力所作的虛功可表示成 
 

( )δ σ δε σ δε σ δεW dVint a
b

= + +∫ 11 11 12 12 13 13                 (19) 
 

其中δε1 j  (j = 1, 2, 3) 為(14)式中 ε1 j  的變分。σ1 j  (j = 1, 2, 3)為工程應力，V為端點a , 

b間梁元素變形前的體積 )/(dAdsdV 01 ε+= 。又本文假設材料為線彈性材料，所以應力

與應變有如下的關係 
 

 σ ε11 11= E ,  σ ε12 122= G ,  σ ε13 132= G               (20) 
 

其中 E 為楊氏模數，G為剪力模數。 
將 (17), (19) 及 (20) 代入式 (16)，可得到下列方程式： 

 

( )M E I Is y z s s1 2 3, , ,
θ θ θ= −    (21)            

M F F Cs s s2 3 1 2 1 3
1
2, , ,

θ θ θ θ− = −  (22) 

M F F Cs s s3 2 1 3 1 2
1
2, , ,

θ θ θ θ+ = +  (23) 

F F Fs s s1 2 30 0 0, , ,, ,= = =  (24-26) 

M B E I C EIs p s s s s s1 0 1 0 1 2 3 2 3 4 1
31 1

2
1
2

1
2

θ θ ε θ ε θ θ θ θ θ θ+ = + + + − +, , , , , ,[( ) ]  (27) 

( )M E I I I Cy s y z s yz ss s s2 0 2 1 3 1 3 1 31 4 3 1
2

θ ε θ θ θ θ θ θ θ= + + − − +[ ( ) ], , , , ,Ω  (28) 

( )M E I I I Cz s y z s yz ss s s3 0 3 1 2 1 2 1 21 4 3 1
2

θ ε θ θ θ θ θ θ θ= + + − − −[ ( ) ], , , , ,Ω  (29) 

( )B C Ess yz s s
θ ε θ θ θ= + −1 0 1 2 31 4 3, , ,Ω  (30) 

F E A I I I A Cp s y s z s ss s1 0 0 1
2

2
2

3
2

1
2

1
21 5

2
1
2

5
2

= + + + + + +[ ( ) ( )], , , , ,ε ε θ θ θ θ θωω  (31) 
 

其中  C GJ=  為扭轉剛度  (torsional rigidity) 及  C EA1 = ωω為翹曲剛度  (warping 
rigidity)。 

  式 (21)-(26) 可視為平衡方程式，(27)-(31)式可視為構成方程式。在(21)-(31)式中
保留變形參數的全部一次項、二次項及部分三次項(含底線項)。在[10]中發現某些三次
項亦不能忽略，否則在某些情況中會造成誤差。所以本文亦保留[10]中的三次項。 

 
2.6  主要平衡路徑之統御方程式 
梁承受一定值之壓負荷 P及保守扭矩M ，所以 PF −=1 、 032 ==θθ 。將近似式

11 0 =+ε 代入(31)式可得 

2
1

12
10 2

1
ss,s,pp EA

CI
E
C

A
θθεε −






 +−−=                                (32) 
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其中
AE
P

p =ε 。 

由(21)式知 θ
1M 為一常數(因 032 ==θθ )，所以 s,1θ 為一常數，可得 011 == sss,ss, θθ 。由

(15)式知 MM =θ
1 。因 0321 === θθθ ss, ，由(30)式可得 0=θB 。將(32)式代入(27)式可

得梁挫屈前的統御方程式如下 
3
1

2
41 )(

2
1)( s,pps,pp I

A
CI

A
EEIEICM θθε −−+−=                 (33) 

2.7  次要平衡路徑之統御方程式 

若已經求得梁在主要平衡路徑的變形，則每一元素之 )s(0
1θ 及 0ε 為已知。若在

該平衡位置上給梁元素一 2x 及 3x 軸方向的擾動位移 v、 w，由(22)式、(23)式分別對 s 
微分及(28)式、(29)式分別對 s 微分兩次的關係，可以得到以下之方程組 

( ) 02 =+++−−
ζζζζζζζζζζζζζ γκκζαµαη
,,,

y
, vvw

I
lw

l
 

( ) 02 =−−−+ ζζζζζζζζζζζζζ γκκζµη
,,,

z
, wwv

I
lv

l
                        (34) 

其中 

 
2
1−=

l
sζ  ， )..( 5050 ≤≤− ζ  

01 εη +=   ， 0
11 s,)( θακ −=   ， βθγ 0

1 s,=   ， Apεµ =            (35) 
本節中 2    θ,w,v 及 3θ 皆代表擾動量。假設(34)式之解可表示成下式 

          n

n n

n
B
A

v
w

ζ∑








=






 ∞

=0
                                      (36) 

將(36)式代入(34)式，可歸納出下列關係 

        qNt
vv =    ， qNt

ww =               (37) 
本文中稱 wv NN  ,  為形狀函數。其中q為未定係數組成的向量，可以由該元素兩端的擾
動位移及其微分決定，由(7)、(8)式與(10)、(37)式之關係可得 

qTu uq=                                         (38) 

其中 

{ }322222312111 φφφφ wvwv=u                          

{ }33221100 BABABABA=q                      (39) 
2.8梁元素在擾動後的節點內力 
將(28)、(29)式代入(15)式以及與(7)、(8)、(37)之關係，則可將梁元素節點上的內力

表示成 

qNF F=                                           (40) 
其中 

{ }3222322231213121 MMFFMMFF=F  
利用元素座標系統與總體座標系統之間的轉換關係矩陣 geT 與(38)、(40)式之關係，梁元

素在總體座標上的節點內力向量可以表示成 
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               gt
geuqFge

g uTTNTF 1−=                                      (41) 

其中 gu 元素在總體座標的節點擾動位移向量。 
 

2.9 挫屈負荷 
將相鄰元素在共同節點上之位移一致關係代入(41)式，將(41)式代入受力端之邊界條

件與元素在共同節點上之合力(矩)相等的關係式，則可以表示成下式 
0UK =                                        (42) 

其中N代表元素的數目，K為系統的剛度矩陣，U為系統的位移向量。 
當U有非零解時，表示在原平衡位置附近還有其他的平衡位置，也就是發生挫屈。

因為(42)式為一齊項式(homogeneous equation)所以僅有當剛度矩陣K的行列式值 Kdet 
為零時才有非零的解。 

 

3.  數值例題與結果 
 

  本章將探討在一定值之軸向保守力 P及保守扭矩 M 作用下，梁的側向挫屈。
如圖.4 所示，考慮一矩形斷面的懸臂梁，梁之長度為 L = 480 mm，本文中所使用的

材料之楊氏模數 25101.931=E mmN× ，剪力模數 24107.45=G mmN× 的不銹鋼。其 A
端為固定端，B 端為受力端。其受力端為自由端(如圖.4)，AB 兩端都允許自由翹
曲(warping free)。扭矩的施加方式為 QT-1 型扭矩（如圖.4），其中 FrM 2= ， r
為圓盤之半徑， F為保守力之大小，上標 g代表總體座標系統。本文在進行挫屈分
析時，所施加的軸向負荷分別為 80 60 40 00 .,.,.,.P = 及 90. crP ，其中 crP 為梁僅受軸向壓

力時之挫屈負荷。在梁受力端為自由端時
2

2 

4L
EIP z

cr
π= 。 crM 為梁在軸向保守扭矩作用

下之線性挫屈負荷的經典解。在梁受力端為自由端中受  QT-1 型扭矩作用下之

zycr II
L
EM

2
 π= 。 

 
 

圖. 4 梁承受端點扭矩及軸力之結構圖 
 

令 nlM 為利用本文所提之分析方法而求得之挫屈負荷。由圖.5中得知當軸向力增加
時，分析時用較少的元素即可得到相同的精度，在分析時為了確保精度皆取軸向力為零
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時所需的梁元素數目。本文中發現當長寬比(b/a)愈大時，分析時所需的元素數目亦需較
多。 

 

No.  of  elements

30 50 100 150 200
0.0

2.0

4.0

0.4

0.0

0.9

0.8

0.6

=

M
cr

/M
nl

(%
)

P/Pcr

圖. 5 梁受 QT-1形扭矩及軸力作用下之元素收斂分析(CASE 6). 
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圖. 6 梁受 QT-1型扭矩及軸力作用時之挫屈負荷圖 
 

圖.6 為在不同之軸向保守力作用的情形下，不同長寬比(b/a)之斷面對應其受扭矩作
用時挫屈負荷在其經典解之百分比值之圖。由圖中可知，當軸向力為零時，扭矩作用在

梁之斷面的長寬比為一時(b/a = 1/1)，可得到幾乎與經典解有一致的結果，這是因(23)-(33)
式中許多耦合項會自動消失。而軸向力增加時，造成梁側向挫屈的扭矩負荷就變小。當
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梁斷面的長寬比相差愈大時，則其挫屈負荷與經典解之差異也愈大。而軸向作用力的施

加，對長寬比(b/a)愈大之梁所造成之挫屈負荷影響愈小。 
 

4  結論 
 

本文中利用二階梁理論探討梁在軸力及扭矩作用下之側向-扭轉挫屈。本文中提出一

個以擾動位移的級數解求取挫屈負荷的方法，即先求出滿足主要平衡路徑之統御方程式

的解析解及滿足次要平衡路徑之統御方程式的側向擾動位移之級數解，再由相鄰元素在

共同節點上需滿足變形一致和合力一致的條件，及結構兩端點的位移和合力需滿足的邊

界條件，可以求得一齊項式之聯立方程式。使該聯立方程式之剛度矩陣的行列式值等於

零時的扭矩即為挫屈負荷。由數值結果我們可以觀察到以下的結論：當軸向力為零時，

扭矩作用在梁之斷面的長寬比為一時(b/a = 1/1)，可得到幾乎與經典解有一致的結果。當
梁斷面的長寬比(b/a)相差愈大時，則其挫屈負荷與經典解之比值愈小。軸向力增加時，
梁側向挫屈的扭矩負荷就變小，且長寬比(b/a)愈大其對挫屈負荷之影響愈小。 
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