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中文摘要: 本計畫考慮一具有雜訊輸入，並在各輸入輸出點考慮適當的權函數之
單輸入單輸出單位回授控制系統，對此提出一簡單的低階穩健控制器設計流程，

並將設計完成之低階穩健控制器，利用各項穩健規格與一般穩健理論所設計出來

之最佳化穩健控制器做性能上的比較，以期望達到與最佳化穩健控制器相近的性

能表現，則此低階控制器便能輕易實現，以達到實用的目的。在我們所做的模擬

中，發現所得到的低階穩健控制器無論是在頻域或是時域的性能上，雖說無法保

證表現一定比 ∞H 最佳化控制器好，但也相去不遠。如此也提供了一個使穩健控
制器邁向更實用化的思考方向。 
關鍵字： ∞H 控制器、穩健控制、控制器降階 
 
Abstract: In this project, we have developed a low-order robust controller design 
procedure using numerical methods for single-input, single-output linear 
time-invariable (LTI) systems with disturbances. The object is to decrease the gap 
between the robust controller theory and applications. In general, the disadvantage of 
controllers design method based on ∞H -theory is high order. The high-order property 
makes controller realization hard. Thus, we here got a low-order controller with 
similar performances comparison with ∞H  optimal controllers. We used The Control 
System Toolbox, µ -Analysis and Synthesis Toolbox, and SIMULINK in MATLAB 
to analyze many kinds of controllers’ performances in frequency domain and time 
domain. And, then we tried to show that we have the chance to replace the ∞H  
optimal controllers by low-order robust controllers. For case studies, we really got 
information showing that the performances of low-order controllers’ are similar to the 

∞H  optimal controllers’.  
Keywords: ∞H  controller, robust control, controller reduction 
 

二、緣由與目的 

在穩健控制理論中，過去雖然提出了許多理論架構完整的 ∞H 最佳控制器設計

方法[1-19]。然而利用這些方法所合成出來的穩健控制器皆具有呈現高階的特
性。這個特性對於要將這些高階的穩健控制器實現成實際電路時，會有較為不利



 

 

的影響[19]。因而有控制器降階(Controller reduction)之發展，在現有的控制器降
階法均有其弊病，降階之控制器容易造成閉迴路系統之不穩定現象[19]。因此，
本計畫即是要設計出一低階穩健控制器，在相同的穩健性能條件下使其控制特性

能達到與這些合成高階控制器相仿的期望。如此一來，我們便可以將最佳化穩健

控制器向更為實用化的目標推進。 
本計畫重點即是在於決定一低階控制器，使其在整個控制系統中達到穩健穩

定性且符合所需之穩健最佳化條件。根據古典控制理論的觀念，控制器的設計首

先必須考慮的條件就是系統的穩定性問題，當系統求得穩定後再要求控制器使受

控系統性能達到我們所要求的性能規格，這個設計流程與我們設計低階穩健控制

器的設計目標其實是不謀而合的。因此，我們選定了具有三個待定係數的低階控

制器，並依據穩健控制理論中的穩定性分析方法，將所有符合穩定條件的控制器

參數的範圍利用數值方法決定出來。此穩定範圍的決定方式，在 O. N. Kiselev 與 
B. T. Polyak所發表的論文[18]提出了以 D-decomposition來決定此穩定範圍的方
法。此法在數學演算架構雖然嚴謹，但其應用於三個以上的待定參數空間時，推

導過程卻顯繁雜而不實用，此即為本計畫之動機。以下先對問題作一簡單介紹： 
【 ∞H 穩健控制問題】 
一般來說， ∞H 最佳控制問題即是設計一內部穩定化(internally stabilizing)之迴
授控制器，使得閉迴路系統轉移函數之 ∞H 範數( ∞H -norm)為最小[6,10]。其中內
部穩定為必要條件，其說明如下：考慮一個具有雜訊輸入的標準回饋系統架構如

圖 1所示。 
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圖 1: 標準回饋架構 
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圖 2: 內部穩定分析方塊圖 

 
若我們將上述標準架構中的符號重新定義成 

KK −=:ˆ .                                    
並將 iddnr ,,, ,轉換成 1w 及 2w ，控制器 K̂及受控體 P的輸入端訊號則分別定義成

1e 及 2e 如此，標準回饋架構可被重新表示成圖 2。 
定義 1: 根據圖 2若由訊號( 1w , 2w )至 ),( 21 ee 之系統轉移矩陣 
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屬於 ∞RH 則此系統為內部穩定[6,10]。 

緊接著在滿足內部穩定的條件下，我們採用 K. Glover及 J. C. Doyle在 1989



 

 

年所發表的 ∞H 穩健控制器 [12,13]，其主要先將系統轉換成一般化系統（如圖
3），並表示成以下型態 
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利用求解兩組 Riccati方程式，進而獲得 ∞H 穩健控制器。在此我們使用MATLAB
中的 hinfsyn 指令來求解 ∞H 控制器（有關控制器的整個演算法可參考文獻
[12,13]）。 

G

K

z w

y u

 
圖 3:一般化系統連接圖 

然而所獲得的控制器雖有穩健之特性，卻具有高階的特性。而這個特性在實

際應用上較不易實現。倘若採用控制器降階法，在現有的方法與理論上均有其弊

病，其所得到降階之控制器容易造成閉迴路系統之不穩定現象（見文獻 [19]第
574 頁）。因此在本計畫中，我們的目的即是要找到一低階控制器其滿足系統穩
健之需求而達到控制器降階之目的。在穩健控制理論中控制器所遵循的最佳化條

件相當多，決定因素必須以實際需求來考慮，在此所考慮的控制系統為雜訊干擾

對系統的影響，故我們選取的最佳化條件為—由雜訊輸入端至系統輸出端間轉移

函數矩陣之 ∞H -Norm的最小化。也就是 
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其中 )(),( 21 sWsW 為給定之加權函數， )(),( sTsS 分別為靈敏度函數(Sensitivity)與補靈
敏度函數(Complementary sensitivity)[6,18]。 
 
三、研究方法、進行步驟 
因此，我們接著便是要做控制器最佳化的動作了。在穩健控制理論中穩健控

制器所遵循的最佳化條件相當多，決定因素必須以實際需求來考慮，在此所考慮

的控制系統為雜訊干擾對系統的影響，故我們選取的最佳化條件為—由雜訊輸入

端至系統輸出端間轉移函數矩陣之 ∞H -Norm 的最小化。我們利用電腦強大的運
算能力，將先前我們求出符合系統穩定之控制器參數範圍的各組參數數值帶入此

最佳化條件中，並取符合最佳化條件最小值之該組參數做為我們所要的最佳化控

制器參數。如此，便完成我們的低階穩健控制器設計。最後，我們利用MATLAB
軟體做模擬分析與比較，以確定我們對低階穩健控制器所希望達到的預期效果。 
因為我們設計低階穩健控制器，最主要的目的是要替代高階穩健控制器在整

個系統中的地位。因此，在設計的整個過程中，系統除控制器本身外的其他客觀

條件，如系統架構、各干擾訊號的權函數形式等，必須被設定成相同。示意圖如

圖 4所示， 
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圖 4: 具低階穩健控制器之系統架構 
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控制器參數空間中的系統穩定區域 
定義 3.1: 定義控制器參數空間 Q 
 ( ){ }+ℜ∈= kakaQ ,,  或 ( ){ }+ℜ∈= kbakbaQ ,,,,  
其中 a，b，k表控制器參數。為求合理性我們使 321           lklbla <<< ，， 且 321 ,, lll 為

選定之正實數。 

定義 3.2: 定義控制器參數空間中符合系統穩定的區域 Q̂         
( ) ( ) ( ) ( )

( ) }Qˆ C ̂ C ˆŠŽ C Œn“ˆ×內統為內部穩定        
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最佳化過程 
在 ∞H 控制問題中，我們為了能夠以統一的架構來解決不同類型的問題，我

們會將問題轉換成圖 1 之回授系統。在此， mRw ∈ 表示外界干擾、感測器雜訊
等由外部加入到控制系統中的輸入， pRz ∈ 其表示控制誤差或控制輸入、控制輸
出等根據控制而想要變小的訊號。所以可以根據下面的推導獲得 w 與 z 之間的
轉移函數

zwG ： 
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Kyu =         (5) 
將(5)式代入(4)式中可得 
   wGz zw=  

( ) 21
1

221211G GKGIKGG zw
−−+：＝ (6) 

而我們對於此系統的控制目的，是要將外部輸入 w，儘量抑制控制量 z，因此轉
移函數 zwG 的大小就成為我們設計控制器最重要的衡量標準了。至於 zwG 大小如何
來描述，本計畫是使用 ∞H -norm來表示。 
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圖 5: Q及 Q̂示意圖 

 
圖 6: 低階穩健控制器設計流程 

 
最後，我們將利用電腦的運算能力，將上述所求出所有落於 Q̂ 中的數值代

回 ∞ zwG 並找出符合 min
∞ zwG 的該組控制器參數數值，做為我們最後的最佳化控

制器參數。完成我們要的低階穩健控制器的設計步驟。上述方法可簡述如圖 6。 
 

四、模擬與結果 
考慮系統  
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圖 7: 系統方塊圖. 



 

 

其高階控制器結果為(γ =0.7610) 
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所選擇的低階控制器型態為 
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最後得到 
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與 7917.0* =γ 。在結果中我們得到不管在時域或是頻域，所得之低階控制器，

均能滿足需求，達成目的。 
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圖 8: 頻域比較圖 hK  and lK  (a) T(s) (b) S(s). 
表 1: 時域比較 

 hK  
lK  

上升時間 0.3 0.3 
安定時間 1.5 1.5 
穩態值 1.2 1.22 
超出值 3.3％ 3.4 
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