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摘  要

    本研究為二年期計畫，主要係探討單晶矽晶圓上
的雷射生成板波的機制，探討板波在非等向介質上波
傳的相速度與群速度量測的準確度，對於暫態之雷射
超音波檢測理論及技術發展具有參考價值。
    雷射超音波生成技術較難在平板結構上產生高頻
的板波，為了探討矽晶圓上點聚焦與線聚焦雷射生成
板波的機制，以掌握實驗參數，本研究以地震學的力
矩張量，模擬等方性平板受點聚焦之脈衝雷射加熱所
產生的熱膨脹波源，並以一階剪變形板理論推導撓性
波與延性波之格林函數及其導函數，數值模擬方式探
討雷射生成板波的機制。格林函數的動態響應為具有
振盪特性之波數積分，數值解析將積分核函數以二階
多項式近似，再以冪級數與振盪函數的積分解析解疊
代計算而得。
    一階剪變形板理論之格林函數導函數雖然無法探
討平板厚度方向瞬間熱膨脹對於板波生成的影響，但
是經由板波相速度與群速度的驗證，證明其已經可以
充分模擬雷射生成板波的機制，不失其有效性。此外，
以延伸拉格蘭吉乘子改進簡單體法改進材料性質的反
算，較未施予反算限制條件者效果改進許多。

關鍵字：矽晶絕緣層、雷射超音波、力矩張量、一階
剪變形板理論、材料性質反算

一、緒言

    互 補 式金 氧 半 導 體 (complementary metal-oxide 
semiconductor, CMOS) 積體電路中的 p 通道 MOS 電
晶體與 n 通道 MOS 間的電極需要適當的隔絕，避免
內部寄生雙載子電晶體(parasitic bipolar transistor)發
生閉鎖(latch-up)現象，造成 CMOS 電路的功能喪失。
常見的矽晶絕緣(silicon-on-insulator)有氧離子植入法
(Separation by Implanted Oxygen, SIMOX)、晶圓鍵結
(wafer bonding) 、 Silicon-on-Sapphire (SOS) 等 製 程

(Wolf, 1990 及 Ghandhi, 1994)，其中以氧離子植入法
較常見於積體電路的製程。但是氧離子植入法仍具有
不少缺點，例如：植入的氧化層僅約 0.5µm，在植入
過程中會將矽晶排列打亂，造成殘留缺陷(Seol et al, 
1997)；需要在 Co1175100,1 − 下進行 3-5 小時的退火
(anneal)程序，將矽晶排列的方向重組；晶圓表面的微
結構對於退火溫度非常敏感。對於 CMOS 這種消耗功
率低、電壓高的積體電路而言，SIMOX 所能提供的絕
緣層太淺，而且當半導體元件的積集度愈高時，
SIMOX 的絕緣程度就顯得不足，代之的是晶圓鍵結技
術。
    晶 圓 鍵 結 的 技 術 也 有 許 多 不 同 的 方 式 (Wolf, 
1990)，大致的程序是將兩片表面分別氧化成一氧化矽
之晶圓置於真空及高溫 ( Co200,1100,1 − 或 Co700 )
下，讓晶圓的表面相互接觸，施以約 20V 的電壓或機
械式的接觸壓力，經 1-4 小時後，晶圓接觸的界面會
鍵結成一層 2SiO ，在厚度方向的結構為大約 0.5-0.6
mm (依晶圓直徑大小而定)的矽、1 µm 的 2SiO 與
0.5-0.6 mm 矽所構成的三明治板結構。最後再以化學
反應機械研磨(CMP)的方式將上層的矽晶圓磨成較薄
的薄層，並且蝕刻(etching)成所設計的電路。
    由於矽晶圓表面平整度及製程釋出氣體的影響，
晶圓鍵結後之矽晶絕緣體的 2SiO 夾層會出現圓形
(penny-shaped)的脫層(delamination)缺陷。晶圓脫層缺
陷所衍生之非破壞評估的力學問題，大致可以分類成
脫 層 缺 陷 的 偵 測 、 矽 晶 絕 緣 層 破 壞 韌 性 (fracture 
toughness)的評估及裂紋表面能量(surface energy)釋放
所產生之音洩問題。利用電性檢測的方式(Schroder, 
1990)較不易偵測絕緣脫層的位置，以熱像儀(thermal 
topography) 、 X-ray (Rozgonyi, 1993) 、 雷 射 微 波
(Buczkowski et al, 1992)或超音波非破壞檢測方式
(Rozgonyi, 1993 及 Scruby and Drain, 1990)都可以有效
且快速地偵測其位置。
   矽晶絕緣層之 2SiO 為脆性材料，鍵結之後的晶圓
接受行星式旋轉的化學機械研磨時，矽晶絕緣層的圓
形脫層裂紋承受滑移與撕裂模式(即 Mode II+III)的破
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壞負荷作用，當裂紋尖端的應變能釋放率(strain energy 
release rate)高於 2SiO 的破壞韌性，脫層裂紋就會延
展。 2SiO 絕緣層的破壞韌性或表面能量的分析是晶圓
鍵結之矽晶絕緣製程不可或缺的一環。相關的文獻
(Maszara et al, 1988 及 Maszara, 1991)都僅以矽晶絕緣
承受張口破壞(Mode I)的表面能量作為破壞韌性的指
標。矽晶絕緣的 Mode II+III 破壞韌性研究對於標準半
導體製程中的 CMP 程序非常重要，因為屬於力學研
究的範疇，半導體製程研究者未能熟悉，因此有必要
進一步研究，發展適合半導體製程的非破壞評估方法。
    雷射超音波的研究始於 White (1963)，近二十年
來相關的應用研究逐漸蓬勃發展。雷射超音波技術利
用脈衝雷射瞬間局部加熱試體表面，產生熱彈性超音
波，配合雷射干涉儀量測材料或結構內部彈性波的表
面位移，可以非接觸地檢測材料係數及內部的瑕疵。
雷射超音波具有重複性高、可在高溫環境下操作等優
良性質，適合高速、自動化非破壞檢測。    雷射超
音波檢測系統包括波源、試體及動態訊號量測(通常指
雷射干涉儀量測)三個主要部分，試體的材料性質(如
熱輻射吸收率)或波傳特性(例如半無限域、薄板)之不
同，都會影響雷射超音波的生成。因此，有必要借助
熱傳及波傳的理論模型分析雷射超音波的生成，以掌
握檢測參數。
    Scruby et al (1980)、Dewhurst et al (1982)曾發展
脈衝雷射點波源生成超音波的理論模型與實驗量測，
以 Q-switched Nd:YAG 雷射點聚焦於金屬平板，量測
徹體波的表面位移，並探討雷射光束能量對於超音波
生成的影響。Hutchins et al (1981)探討點聚焦與線聚焦
脈衝雷射於鋁板厚度方向產生之壓力波與剪力波位移
的輻射樣式(patterns)，雷射光加熱的脈衝時間越長則
材料內部的溫度分布越均勻，當脈衝越短則溫度越集
中於材料表面，熱擴散效應較小。
     Rose (1984)以彈性波傳理論模擬半無限域試體
的雷射超音波生成，由熱擴散方程式及熱傳遞之邊界
條件推導雷射點波源所產生的熱應變波源，計算熱膨
脹之力矩張量(moment tensor)與半無限域表面受階梯
函數負荷的格林函數(Green’s function)之導函數的褶
積(convolution)，模擬雷射超音波的生成及波傳。

圖一  脈衝雷射生成熱應變示意圖

    有關雷射超音波的生成機制近幾年來逐漸受到廣
泛的探討，如 Naskano and Nagai (1991)、Wu et al 
(1995)、Sanderson et al (1997、1998)、Doyer and Scala
(1995)、Royer and Chenu (200)、倪崇勝(2000)、葉國
泰(2001)。
    本研究為二年期計畫，第一年工作主要係探討單
晶矽晶圓上的雷射生成板波的機制，發展非接觸之雷
射超音波檢測理論及技術；第二年工作則驗證第一年
所發展的暫態雷射超音波波傳理論。本研究延續 Rose 
(1984)的熱傳分析，並以力矩張量模擬立方晶體(cubic 
crystal)平板受點聚焦、線聚焦之脈衝雷射加熱所產生
的熱膨脹波源，應用一階剪變形板理論推導平板撓性
波與延性波之格林函數及其導函數，以彈性波理論及
數值模擬方式探討單晶矽晶圓上點聚焦與線聚焦雷射
生成板波的機制。非等向介質的材料反算主要以波速
的量測為基礎，本研究以相位頻譜法(phase spectrum)
及小波轉換分析(wavelet transform)，分別估算單晶矽
晶圓之雷射生成暫態板波的相速度與群速度，並探討
其準確度。此外，以延伸拉格蘭吉乘子改進簡單體法
改進材料性質的反算，較未施予反算限制條件者效果
改進許多。

二、理論分析

    脈衝雷射照射到物體表面時的時間非常短暫(約
5-20 ns)，熱擴散效應很小，雷射光束聚焦於試體表面
的受熱面積很小(直徑約 1-1.5 mm)，因此可以假設熱
源為一點波源。圖一為雷射光束照射在試體表面瞬間
產生熱應變的示意圖。依據入射光束能量的多寡會產
生不同的物理現象，若入射光束的能量較低，試體會
有熱震波(thermal shock)及彈性波產生，於半導體則會
有 電 流 產 生 ； 若 入 射 光 能 量 較 高 ， 則
試體表面因熱量高度集中而會導致材料破壞、熔融，
甚至塑性變形及產生裂紋。為了避免破壞材料，非破
壞檢測應用通常只考慮能量較低的雷射光束。

  雷射光束照射在試體表面區域會瞬間產生熱應
變，根據深度分佈可區分成電磁吸收區、熱波區及超
音波區。雷射光的部分能量在電磁吸收區為試體所吸
收，表面產生的熱能經由熱傳遞方式，傳至試體內部，
於是在熱波區產生所謂的熱震波。由於雷射光加熱的
時間極為短促，材料溫度升高的區域侷限於試體表
面，材料熱膨脹而產生之彈性波傳遞的範圍較熱波廣。
    試體表面的雷射引致超音波位移可以替代理論
(representation theorem)表成加熱區熱膨脹應變之力矩
張量與 delta 函數型態之負荷的格林函數之導函數的
褶積(Aki 與 Richards, 1980)，

qnppqn GMu ,t),( ∗=x     
(1)

∫∫∫∫∫∫ ∑ε=∑=
ΣΣ

dCdmM ijpqijpqpq ][ ,     (2)
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此處 Σ= ddMm pqpq ， Σ 表示雷射加熱區域的體積，

np,qG 表示格林函數對空間座標的一階導函數， ][ ijε 表
示熱膨脹所產生之正向熱應變。
    假設雷射加熱試體表面的能量函數 ),( th x 為

,)()(),( tqNQth T xx α=         (3)

∫∫∫ =
Σ

Σ 1)( dN x  , 1)(
0

=∫
∞

tdtq  ,     (4)

其中 Q 為雷射光源照射試體的總熱量， Tα 為試體對
於雷射光能量的吸收率， )(tq 是脈衝雷射的時間分佈
函數， )(xN 為熱量的空間分佈，可以模擬成 delta 函
數。一般而言，輝面金屬的熱輻射吸收率都較低，本
研究分析對象為表面鏡面處理之單晶矽晶圓，在數值
計算中，熱輻射吸收率 Tα 設為 0.1。
    雷射的熱量造成待測物表面的溫度上升，其溫度
分 佈 函 數 ),( tT x 可 由 熱 擴 散 方 程 式 (heat-diffusion 
equation)及初始、邊界條件求解獲得。立方晶體的熱
擴散方程式表成

,),(
112 th
Kt

T
k

T x−=
∂
∂

−∇     (5)

k 為熱擴散係數(thermal diffusivity)， K 為熱傳導係數
(thermal conductivity)。試體在雷射加熱前的溫度初始
條件為

.0,0 ≤=
∂
∂

= t
t
TT     (6)

由於脈衝雷射的加熱時間極為短促，僅試體表面溫度
局部升高，因此可以合理的假設加熱區邊界沒有發生
能量損失，其邊界條件簡化為

,0,,0),( >∈=∇⋅ tStT xxn     (7)

其中 n 為加熱區 Σ 之表面 S 的法向量。熱膨脹應變所
產生的等效力矩張量 )(tM pq 可以改寫成體積分的形
式，

∫∫∫ ε=
Σ

ΣdCtM ijpqijpq ][)(       (8)

此處 ijij tT δα=ε ),(][ x ，α 為熱膨脹係數 (coefficient of 
thermal expansion)， ijδ 表示 Kronecker delta。立方晶
體材料之正向熱應變的各個分量應相等，故改寫

)()( tMtM pq = ，

∫∫∫+α=
Σ

Σ .)î(),î()2()( 1211 dtTCCtM          (9)

將(5)予以體積分，並代入邊界條件(7)，可得

.)(

)()(

tqQ
K
k

dNtqQ
K
kd

t
T

T

T

α=

α=
∂
∂ ∫∫∫∫∫∫

ΣΣ

ΣΣ x
      (10)

將(9)式對時間一次微分，可得

圖二  脈衝雷射的時間函數 )(tq 與熱應變
      力矩張量的作用函數 )(tM

.)()()( 1211 tqd
t

TCCtM η=
∂
∂

+α= ∫∫∫
Σ

Σ&         (11)

其中 KQkCC Tα+α=η )( 1211 。根據 Ready (1971)
有關高能雷射加工特性的研究，脈衝雷射加熱的時間
函數可以近似為

,)(
2

τ−









τ
= tettq    (12)

τ 為脈衝的上昇時間，以下的計算將 τ 設為 2 ns。
    若考慮熱量輸入及溫度增加的初始條件，則雷射
瞬間加熱的熱膨脹力矩張量之源函數為

.11)()( /
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圖二所示即為 )(tq 與 η)(tM 的時間變化曲線。
    由平面應力(plane stress)條件，板厚方向的正向應
力分量 zσ 為零，立方晶體平板的應力與應變關係
可以依平板的面內(in-plane)及橫向(transverse)，分別
表示為
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其中， 3333 CCCCQ jiijij −= 。為了修正剪變形與橫

向剪力的關係，此處引入一個剪變形修正係數 4k ，使
得橫向剪力與剪變形的關係式變成
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其中 4444 2hQA = 。
    一階剪變形平板的位移假設為中平面位移 ou 、

ov 、 ow 與截面的旋轉 xφ 、 yφ 之函數，即
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圖三  單晶矽晶圓〈100〉方向撓性波的相
速度(實線為正解，虛線為近似解)

    立方晶體平板上下對稱，故平板之撓性波與對稱
波的運動方程式完全獨立。剪變形修正係數 4k 會影響
一階剪變形板理論所得之 0A 板波頻散曲線與正解的
近似程度，本研究以簡單體法(simplex method)尋找滿
足兩者平方誤差最小的修正係數 4k 。如圖三所示，當

88967.04 =k ，單晶矽晶圓之 0A 頻散曲線的近似解與
正解在 dc 以上的頻率範圍內都非常吻合，但是 1A 頻
散曲線的差異卻不可避免。    
    作用於源點(source point)之單位負荷對於其他場
點(field point)的影響函數稱為格林函數。考慮時諧板
波的波傳，假設中平面的位移 ou , ov , ow 及旋轉角

xφ , yφ 都具有時諧波傳因子 { })(exp 21 tyxi ω−ξ+ξ ，其
中 ω 為角頻率， 1ξ 、 2ξ 為板波波傳向量的 x、y 分量。
    立方晶體平板上的集中力負荷可視為作用於平板
的徹體力，徹體力作用下之撓性波的運動方程式可以
寫成如下的矩陣式：
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此處 ipδ 的下標 i 代表位移響應的方向，下標 p 代表集
中力施加的方向，所求得之位移向量 T

o
o
y

o
x w ][ φφ 即為

撓性波格林函數的核函數 TA
p

A
p

A
p ggg ][ 321 。 0)(det =F

為撓性波的頻散方程式，相關之各項係數 ijF 定義於附
錄。依據逆向傅立葉轉換的定義，撓性波格林函數的
頻域動態響應為
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雷射生成之撓性波位移的動態響應則可以表示成
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同理，徹體力作用下之對稱板波的運動方程式亦可寫
成如下的矩陣式：









δ+
δ+

=

















ypyzy

xpxzx

o

o

FT
FT

v
u

SS
SS

2212

1211 ,    (20)

所求得之位移向量 T
oo vu ][ 為對稱板波格林函數的核

函數 TS
p

S
p gg ][ 21 ，將之代入(18)式，可以數值積分求得

對稱板波格林函數的動態響應。 0)(det =S 即為對稱板
波的頻散方程式，相關之各項係數 ijS 定義於附錄。故
雷射生成之對稱板波位移的動態響應為
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值得一提的是一階剪變形板理論中的位移僅為中平面
x 、 y 座標的函數，因此不論是撓性波或延性波的格
林函數導函數 qip xG ∂∂ 之下標 p、q 僅可能為 1 或 2，
不可能為 3x  (即 z )方向。
    圖四所示為一典型之撓性波格林函數之核函數的
透視圖，環狀突起的位置代表板波在各波傳方向的波
數，其中內圈代表 1A 板波，外圈代表 0A 板波。其餘
的撓性波格林函數亦具有相同的性質。

三、結果與討論

    格林函數及其導函數的頻域動態響應通常是波數
的積分式，其通式可以表示如下

∫ ∫
∞

∞−

ξ+ξ
∞

∞−

ξξωξξ=ω 21
)(

21
21),,(),,( ddegyxG yxi ,   (22)

其數值計算的困難在於波數的指數函數是一個高度振
盪的函數，而且核函數具奇異點(singular point)，故數
值積分的效率及精確度要求較高。Xu 與 Mal (1985,
1987)曾根據修正之 Clenshaw-Curits 方法，發展含有

圖四  撓性波格林函數 12G 之核函數透視圖

一維振盪函數的波數積分之可調適數值積分方法，提
供波動格林函數數值計算之需。其主要的想法是將核
函數以 Chebyshev 多項式展開近似，數值積分的精確
度可由 Chebyshev 多項式展開的各項係數來判斷，
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而不必如高斯積分法，必須等到積分完成才判斷，節
省了許多計算時間。格林函數及其導函數之核函數

),,( 21 ωξξg 對於波數 1ξ 、 2ξ 而言，具有對稱性或反
對稱性。本研究應用 Lih 與 Mal (1992)及林克劼(1999)
發展的波數積分，數值計算異向性板波之格林函數一
階導函數的波數積分。其原理是將積分核函數以 1ξ 、

2ξ 的二次多項式近似，而非 Chebyshev 多項式。
    本研究以上述之數值積分方法，計算雷射生成之
撓性波與延性波的格林函數及其導函數，利用替代理
論計算雷射超音波的動態響應，然後以逆向快速傅立
葉轉換(IFFT)求得點聚焦及線聚焦雷射超音波的暫態
波傳響應。

圖五  點聚焦雷射在 1 mm 厚矽晶圓〈110〉方向
各場點的撓性波位移 ow

  圖五為 1 mm 厚單晶矽晶圓之點聚焦雷射生成撓
性波的暫態波位移 ow 之瀑布圖，因計算僅考慮頻率範
圍小於 MHz1 的動態響應，故 1A 板波未出現於瀑布
圖。當場距為 10mm 時，撓性波的頻散現象尚不明顯，

場距增至 30mm 時，高頻的撓性波會較低頻先抵達，
板波的頻散現象趨於明顯。隨著場距的增加，振幅逐
漸衰減，撓性波的振盪次數也漸次增加。
    圖六所示結果為線聚焦雷射(線段長 40mm，其法
線與單晶矽晶圓〈100〉夾角 o30 )，生成的撓性波暫態
位移 ow 。各個場點位於距離源點 80mm 的垂線上。 o30
不是對稱軸，因此各點的振幅都不完全相等。
圖六  線聚焦雷射在矽晶圓上與〈110〉方向夾角
      o30 方向波傳(X=80mm)之撓性波位移 ow     

    圖七所示為依據場距 80、82 mm 處之點聚焦生成
板波的暫態訊號，以小波轉換分析計算不同頻率下的
相速度，圖中實線為一階剪變形板理論所獲得的理論
值，三角形實線則為群速度分析值。其結果顯示在 1.5 
MHz 以下，兩者的吻合度非常好，但是在 1.5 MHz 以
上，兩者的吻合度逐漸變差。
    圖八所示為根據場距 80、82 mm 處之線聚焦生成
板波的暫態訊號，以相位頻譜法計算不同頻率下的相
速度，發現兩者的吻合度非常好，此項結果與點聚焦
的結果(未顯示於本報告)一致，參考葉國泰(2001)。
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圖七  場距 80、82 mm 之點聚焦生成板波群速度
      分析值與理論值的比較
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圖八  場距 80、82 mm 之高斯分佈線聚焦生成
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      板波相速度分析值與理論值的比較
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圖九  場距 80、82 mm 之高斯分佈線聚焦生成
      板波群速度分析值與理論值的比較

    圖九所示為依據場距 80、82 mm 處之線聚焦生成
板波的暫態訊號，以小波轉換分析計算不同頻率下的
群速度，發現兩者的吻合度較相速度分析的結果來得
差，分析值在理論值上下飄動。這項結果與其他場距
所分析得到的線聚焦生成板波的群速度大致相同，若
場距愈近(例如 30、32 mm 的場距)，其結果的吻合度
就愈差。這說明線聚焦近場的非等向性波傳現象對於
小波轉換分析計算之群速度分析值有不好的影響，但
是對於相速度的分析卻無不好影響。
    晶圓鍵結之矽晶絕緣體位於兩片矽晶圓的中間
層，形成一個上下對稱之三明治結構，非對稱板波(即
撓形波)對於該結構材質或缺陷的偵測比較靈敏。圖十
所示為單層矽晶圓與含矽晶絕緣之雙層矽晶圓撓性波
的頻散曲線正解。當撓性波通過脫層之矽晶絕緣層
時，撓形波的相速度及群速度會瞬間發生改變。
    本研究另外以延伸拉格蘭吉乘子改進簡單體法反
算矽晶圓的材料性質，對於以一階剪變形板理論的剪
變形修正係數 14 <k 的收斂有不錯的改進。

圖十  單層矽晶圓及含矽晶絕緣層之雙層
      矽晶圓的撓性波頻散曲線

四、結論與展望

    本研究以一階剪變形板理論及波動之替代理論，
數值模擬立方晶體平板之雷射超音波波傳，瞭解板波
的生成機制，並以相位頻譜法及小波轉換分析計算雷
射生成板波的相速度及群速度，波速的分析值與一階
剪變形板理論的理論值比較驗証出暫態響應解的正確
性。
    點聚焦雷射生成板波的相速度分析值與理論值，
在近場距與遠場距比較，都具有高度精確度。點聚焦
生成板波的群速度分析值與理論值比較亦很允合，且
隨著場距增加，實驗值與理論值愈趨允合，表示群速
度分析亦有相當高的準確度，可以提供將來以群速度
實驗值反算材料性質之重要參考。
    在非等向材料平板的群速度分析上，相速度與群
速度之間具有波傳的偏角。在本文分析之 2MHz 以下
的頻寬範圍，群速度的波傳角度隨頻率變化而改變。
材料性質反算若考慮群速度的波傳偏角，分析結果會
更為精確。
    以一階剪變形板理論推導熱膨脹力矩張量所對應
的格林函數導函數，雖然位移響應 0u 、 0v 、 0w 、 xφ 及

yφ 不為厚度位置的函數，但藉由速度分析驗証理論解
的結果顯示，一階剪變形板理論已經可以充分地模擬
雷射生成板波的機制，而不失其有效性。本文依據此
項結果，以點聚焦生成板波的暫態解為基礎，進一步
探討線聚焦生成板波的波傳問題。
    線聚焦雷射生成板波的暫態波形顯示，當場距小
於 Fresnel limit，非等向性波傳的效應將使得板波的波
形趨複雜而難以分辨其模態，隨著場點與源點的距離
增加，能量集中的範圍逐漸散開，非等向性波傳的影
響效應逐漸減小。線聚焦雷射生成板波的相速度分析
值與理論值的誤差亦隨著場距的增加而減少，近場與
遠場的暫態波經相位頻譜法分析結果顯示線聚焦數值
模擬的正確性。
    非等向性波傳效應在單晶矽平板板波群速度分析
上有重要影響，應用線聚焦生成板波技術量測群速度
時，其場距應大於所考慮頻率範圍最大的 Fresnel 
limit。在線聚焦遠場的非等向性波傳效應減弱，群速
度分析會有較好的結果。本文的數值模擬結果顯示線
聚焦雷射生成板波技術無法增進非等向性板波之相速
度或群速度量測的精確度。
    利用簡單體法反算時，目標函數的特性甚為重
要，本文引入延伸性拉格蘭吉乘子，除可縮小尋優範
圍之外，還可以減少找到局部最小值造成誤差的機
會。反算材料彈性係數及 4k 時，加入 14 <k 的限制條
件可以有效的改進 4k 之收斂性。 4k 為剪變形與橫向應
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力之間的修正因子， 4k 的收斂受到剪力模數 44C 變動
的影響較彈性係數 11C 、 12C 敏感。限制 4k 的變動範
圍，可避免收斂至其他之局部極小值。
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附  錄
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266

2
11111 ω−+ξ+ξ= IAkDDF ,

2444
2
222

2
16622 ω−+ξ+ξ= IAkDDF ,

)( 2
2

2
1444

2
33 ξ+ξ−ρω= AkF ,

21661212 )( ξξ+= DDF ,

144413 ξ= AkiF ,

244423 ξ= AkiF ,
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22
266

2
11111 ωρ−ξ+ξ= AAS ,

22
222

2
16622 ωρ−ξ+ξ= AAS ,

211212 ξξ= AS ,

32 3hI ρ= ,

ijij hQA 2= ,

32 3
ijij QhD = .
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