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一、中文摘要

    本計畫主要在利用二維時間域邊界元
素法來求解多層次（Multi-region）的問題。
而在推導式子的過程中，我們藉由次結構
物（Substructure）的觀念求解。在求解的
過程中，在不同區域的交界面上，有二項
條件必須滿足，一為力平衡關係，另一為
位移諧和關係。而為了驗証其精確性，我
們去比較結果的數值解和其理論解，由誤
差可知，用時間域邊界元素法來求解二維
多層次的波傳問題，可得到很好的數值
解。

關鍵詞：邊界元素法、多層次、次結構物

Abstract

    The project is devoted to solve the
problems of wave propagation in 2-D multi-
region using time-domain BEM. In the
process of formulating 2-D time-domain
BEM for multi-region. The concept of
substructure is employed. In the substructure
formulations, two conditions, one is
equilibrium condition and the other is
compatibility condition, must be applied at
the interface of different regions. In order to
demonstrate the accuracy of the presented
method, the results were compared with
some simple theoretical solutions. These
comparisons show the presented method can
give good numerical solutions for wave
propagating in 2-D multi-region.
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二、目的

建立一以時間域邊界元素法來分析求
解二維多層次暫態波傳問題即為本計畫一
系列研究之目的。若將一區域內部切割成
若干個區域，則在交界面上有下列兩項條
件成立，一為力平衡關係，另一為位移諧
和關係。我們就是應用此兩項條件，且配
合時間域邊界元素法來求解邊界值（曳引
力、位移）。並且將我們所得到的數值解
和其理論解來比較對照，可知用時間域邊
界元素法來求解二維多層次的波傳問題，
可得到很好的數值解。
最後再利用得到的結果所畫出的位移
波形，來解釋波傳由一介質至另一不同介
質時的物理現象。

三、結果與討論
　　
首先我們先定義一參數β：

l
tC ∆

= 1β

上式中，l為一元素之長度， 1C 為壓力波傳
速度， t∆ 為時階（Time Step）。在文獻[14]
中建議我們取用的 β值最好在 0.5~0.75，其
所得到的解會較為精確，若 β值超過此範
圍，過大或過小，所得到的解將會不精確，
甚至發散。

接著我們再建立出分析的問題模型：
我們討論一矩形桿件，長與高的比值
L/h=10，左端為固定端，右端為自由端，
在我們分析的例子中，可將左端的固定端
視成中間為簡支承（Hinge），上下兩端為
滾支承（Roller），且假設矩形桿上下表面
為自由表面，如圖 1 所示，且我們將矩形
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桿件切割成 13個二次邊界元素，其中兩端
各用一個元素，上下各 5 個元素，交界面
用一個元素，如圖 2所示。

最後，若二塊為同一材質，且 β值在
0.5~0.75 時，受一單位靜力時，其 x 和 y
方向位移其數值解和理論解的誤差皆＜
1%，若受動力時，剛開始的誤差為 2~3%，
但歷時越久，數值累積的誤差會越大。若
二塊為不同材質時，我們所採用 β 值在
0.5~0.75的那塊其誤差約為 3~4%，而另一
塊因 β值不落在 0.5~0.75 的範圍內，故其
值會較不準。由其數值解和理論解的比
較，在受靜力時，精度相當的好，在受動
力時，精度的誤差也在可接受的範圍內。

接下來，我們將再利用我們得到的結
果來畫出位移波形，並藉由正確的波傳物
理現象來反証我們所得到的結果是合理
的。而為了要畫出 x 方向較多點的位移波
形，故我們選用如圖 3 的切割模型，上、
下各 20 個元素，長與高的比值亦是
L/h=10，左端為固定端，右端為自由端，
第一塊的剪力模數 G 為 6.24Pa（C1 = 40
m/sec），第二塊 G 為 2.4375Pa（C1 = 25
m/sec），二塊質量密度ρ皆為 0.0078
kg/m2，包松比ν皆為 0，，二塊交界面是在
點號 17 的位置，且受一動力 P（t）作用，
P（t）如圖 4所示。

入射波的傳遞方向是由第二塊傳入第
一塊，當入射波剛好到達二塊交界面時，
即如圖 5所示，在時階 N=20時，剛好到達
交界面，會產生一反射波，其產生位置剛
好在交界面位置 0.4之處，且此時反射波振
幅為正，故會使位置 0.4以後的各點 x方向
位移上升，然而在事實上，上升之後的每
點其x方向的位移應都相同，會為一直線，
但在圖 5上，在 N=20尖峰處後會略為下降
後再保持一直線，會有此一差距，可能是
數值上的誤差所造成的。

當入射波剛到達交界面時，會產生一
反射波往返回去，即如同上面所說的，會

使位置 0.4以後的各點 x方向位移上升，另
外也產生一穿透波繼續向前傳，但因為穿
透波是在較剛性的介質，故穿透波所經過
的點x方向的位移會下降，且保持一直線，
如圖 6所示。且在圖 6中，N=21之後，即
入射波剛過交界面後，可明顯的看出來波
行的方向，即反射波會往回走，和穿透波
會繼續向前傳的現象。

因為穿透波在 G較大的介質中，相較
於反射波在 G 較小的介質，其波速會較
快，比較圖 6 和圖 7，可明顯的看出，當
N=27時，穿透波已快到達固定端，即穿透
波從 N=21→N=27，走了將近 13個點，但
反射波從 N=21→N=27，只走了約 8個點。
又因為我們此一模型是受一三角衝擊波，
故穿透波在遇固定端反射往回後，反射的
穿透波過了之後的點，因後面沒有波再經
過，故其 x 方向的位移即會慢慢減少趨近
於 0，由圖 7中，可明顯的看出，反射後的
穿透波遇固定端後，往回走的現象，且波
走了之後的那些點，其 x 方向的位移會慢
慢減少趨近於 0。而此時原先的入射波在交
界面產生的反射波約走到位置 0.75處，距
自由端尚有一段距離。

由上面敘述可知，當穿透波遇固定端
後，會反射往回傳，如圖 8所示，當 N=36
時，反射的穿透波又剛好遇到交界面，因
為是由較剛性的介質到較軟的介質，反射
的穿透波的反射係數 Cr為負值，可知反射
的穿透波所產生的反射波其振幅為負，造
成了圖8中位置 0.4附近的 x方向的位移為
負值。亦可從圖中可明顯的看出其反射波
產生的位置亦在位置 0.4的交介面上，此時
原先的反射波已快要到達自由端。

由圖 9可明顯的看出，當 N=37時，原
先的反射波已到達自由端，其反射係數 Cr
為-1，穿透係數 Ct為 0，故原先的反射波在
自由端為一全反射現象，但振幅由正變為
負，所以原先的反射波在自由端所產生的
反射波，會使自由端附近點的 x 方向的位
移下降，從圖中的 N=37，N=38，N=39，
N=40可明顯的視出此一象現。此時穿透波



3

在交界面所產生的反射波由圖可知，又快
回到了固定端。

四、計畫成果自評

每一工作項目皆按預定進度百分之百
完成，並獲得重要結果，值得繼續進一步
深入相關研究與探討。
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六、附圖：

     

L=10

P(t)

h=1

A           B            C

圖 1  矩形桿之固定端簡化後之模式
P(t)

圖 2  一矩形桿切割成 13 個元素之示意圖

1 2         17                41

P(t)

１ ２

圖 3  一矩形桿切割成 43 個元素之
示意圖與點號標示
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圖 4  一三角形之衝擊載重，P(t)之形式

圖 5  受一三角形之衝擊載重，入射波
至交界面前之位移波形
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圖 8  受一三角形之衝擊載重，穿透波的
反射波回至交界面時之位移波形

圖 6  受一三角形之衝擊載重，入射波
至交界面時之位移波形 圖 9   受一三角形之衝擊載重，原先入射波

的反射波至自由端時之位移波形
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圖 7  受一三角形之衝擊載重，穿透波
至固定端後反射之位移波形
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